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10 Í. Ñ. ÀÞÁÎÂÀÓÄÊ 519.21Í. Ñ. Àþáîâà (Êè¨âñüêèé íàö. óí-ò iì. Ò. Øåâ÷åíêà)ÎÖIÍÞÂÀÍÍß ÏÀ�ÀÌÅÒ�À ÕÞ�ÑÒÀ Ä�ÎÁÎÂÎ�ÎÁ�ÎÓÍIÂÑÜÊÎ�Î �ÓÕÓ Â ÌÎÄÅËI Ç ÏÎÕÈÁÊÀÌÈÂÈÌI�ÞÂÀÍÜ
Consistent estimation of the Hurst parameter of tne Fractional Brownian Motion by observations
with errors is found.Îòðèìàíà êîíçèñòåíòíà îöiíêà ïàðàìåòðà Õþðñòà äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó çà ñïîñòåðå-æåííÿìè ç ïîõèáêàìè.1. Âñòóï. Âèïàäêîâèé ãàóññîâèé ïðîöåñ ξH(t), t ∈ R ç íóëüîâèì ñåðåäíiì òàêîâàðiàöiéíîþ �óíêöi¹þ

BH(s, t) =
1

2
(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H), t, s ∈ Ríàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó ç ïàðàìåòðîìÕþðñòà H ∈ (0, 1).Çàäà÷à ñòàòèñòè÷íîãî îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà Õþðñòà äðîáîâîãî áðîóíiâ-ñüêîãî ðóõó âèíèêëà ó ñó÷àñíèõ ìîäåëÿõ ãiäðîìåõàíiêè, ìåòåîðîëîãi¨, àêòóàðíî¨òà �iíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè i äîñëiäæóâàëàñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè. Ó ñòàòòÿõ [1℄�[3℄ äëÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà Õþðñòà áóëè çàñòîñîâàíi áàêñòåðiâñüêi ñóìè. Íàâiäìiíó âiä iíøèõ ìåòîäiâ, ìåòîä áàêñòåðiâñüêèõ ñóì äîçâîëÿ¹ îòðèìóâàòè íå-àñèìïòîòè÷íi äîâið÷i iíòåðâàëè. Òåîðåìè Ëåâi�Áàêñòåðà çàáåçïå÷óþòü êîíñè-ñòåíòíiñòü âiäïîâiäíèõ îöiíîê. Ìîíîãðà�iÿ Ïðàêàñà �àî [4℄ ìiñòèòü ïiäðîçäië,â ÿêîìó ðîçãëÿíóòî îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ìåòîäîì áàêñòåðiâñüêèõ ñóì.Îñòàííiì ÷àñîì çðiñ iíòåðåñ äî çàäà÷ îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ óìîäåëÿõ ç ïîõèáêàìè ó ñïîñòåðåæåííÿõ. Òàê, ó ìîíîãðà�i¨ [5℄ äîñëiäæåíi ìîäåëiðåãðåñi¨ ç ïîõèáêàìè âèìiðþâàííÿ. �îáîòà [6℄ ïðèñâÿ÷åíà îöiíöi ïàðàìåòðà âìîäåëi ç ïîõèáêàìè.Ó öié ñòàòòi îòðèìàíà êîíñèñòåíòíà îöiíêà ïàðàìåòðà Õþðñòà âèïàäêîâîãîïðîöåñó äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó çà ñïîñòåðåæåííÿìè ç ïîõèáêàìè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i îöiíþâàííÿ. Íåõàé 0 < a < 1, a � �iêñîâàíå. Âè-ïàäêîâèé ïðîöåñ ξH(t), t ≥ 0 ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ó ìîìåíòè ÷àñó k ·a, k ≥ 0 ïîõèáêà-ìè δk, k ≥ 0. Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî (δk) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâîðîçïîäiëåíèõ ãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâà-ííÿì òà äèñïåðñi¹þ σ2. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (δk) íåçàëåæíà âiääðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó ξH(t), t ≥ 0.Çà ñïîñòåðåæåííÿìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ηH,k = ξH(ak) + δk, k ≥ 0 ïîòðiáíîïîáóäóâàòè îöiíêó ïàðàìåòðà Õþðñòà H .Ïîêëàäåìî ξk = ξk,H = ηk+1,H − ηk,H , 0 ≤ k ≤ n.3. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò.Ëåìà 1. (ξk, k ∈ Z) � ñòàöiîíàðíà ãàóññîâà âèïàäêîâà ïîñëiäîâíiñòü ç íó-ëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2017, âèï. �2 (31)
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Eξkξj = E(ηk+1 − ηk)(ηj+1 − ηj) =

= E(ξH(a(k + 1)) + δk+1 − ξH(ak)− δk)(ξH(a(j + 1)) + δj+1 − ξH(aj)− δj).Ìà¹ìî
E(δk+1 − δk)(δj+1 − δj) =











0, |k − j| ≥ 2;
−σ2, |k − j| = 1;
2σ2, k = j;

E(ξH(a(k + 1))− ξH(ak))(ξH(a(j + 1))− ξH(aj)) =

=
1

2
(|a(k + 1)|2H + |a(j + 1)|2H − |a(k − j)|2H − |a(k + 1)|2H − |aj|2H+

+|a(k + 1− j)|2H − |ak|2H − |a(j + 1)|2H + |a(k − 1− j)|2H + |ak|2H + |aj|2H−

−|a(k − j)|2H) =
1

2
(|a(k − j + 1)|2H − 2|a(k − j)|2H + |a(k − j − 1)|2H).Òàêèì ÷èíîì

Eξkξj =
|a|2H

2
(|k − j + 1|2H − 2|k − j|2H + |k − j − 1|2H)+

+











0, |k − j| ≥ 2;
−σ2, |k − j| = 1;
2σ2, k = j.

(1)Îòæå, Eξkξj çàëåæèòü ëèøå âiä k − j. Ëåìà äîâåäåíà.Ç �îðìóëè (1) ïðè k = j ìà¹ìî
Eξ2k,H = a2H + 2σ2, H ∈ (0, 1).Ïîçíà÷èìî κ(H) = Eξ2k,H = a2H + 2σ2, H ∈ (0, 1).Ôóíêöiÿ κ(H), H ∈ (0, 1) íåïåðåðâíà i ñïàäíà íà (0, 1) ç ìíîæèíîþ çíà÷åíü

(a2 + 2σ2, 1 + 2σ2).Ôóíêöiÿ
H =

1

2
loga(y − 2σ2), y ∈ (a2 + 2σ2, 1 + 2σ2)� îáåðíåíà äî �óíêöi¨ κ(H).Ïîêëàäåìî

β(y) =











0, y ≥ 1 + 2σ2;
1

2
loga(y − 2σ2), y ∈ (2σ2, 2σ2 + a2);

1, y ≤ a2 + 2σ2;

Sn = Sn,H =
1

n

n
∑

k=1

ξ2k,H, n ≥ 1.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2017, âèï. �2 (31)



12 Í. Ñ. ÀÞÁÎÂÀÒåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî H ∈ (0, 1)

Sn = Sn,H → κ(H)çà éìîâiðíiñòþ ïðè n → ∞.Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî H ∈ (0, 1) äèñïåðñiÿ V arSn,H →
→ 0, ïðè n → ∞. Òîäi Sn − ESn → 0 ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ïðè n → ∞à, îòæå, i çà éìîâiðíiñòþ.Âíàñëiäîê ñòàöiîíàðíîñòi ãàóññîâî¨ âèïàäêîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi (ξk, k ∈ Z),

ESn = ESn,H =
1

n

n
∑

k=1

E(ξ2k,H) = κ(H).Çíàéäåìî äèñïåðñiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Sn,H:
V arSn,H = E(Sn,H − ESn,H)

2 =
1

n2

n
∑

k,j=1

(E(ξ2k,Hξ
2

j,H)−Eη2k,HEη2j,H)).Äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ äîáóòêó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí η1, η2, η3, η4, ùîìàþòü ñóìiñíèé ãàóññîâèé ðîçïîäië ç íóëüîâèì ñåðåäíiì çíà÷åííÿì, ìà¹ ìiñöå�îðìóëà Iññåðëiñà [7℄:
E(η1η2η3η4) = Eη1η2Eη3η4 + Eη1η3Eη2η4 + Eη1η4Eη2η3.Ó öié �îðìóëi ïîêëàäåìî η1 = η2 = ξk,H,η3 = η4 = ξj,H i îòðèìà¹ìî:

V arSn,H =
2

n2

n
∑

k,j=1

(E(ξk,Hξj,H))
2 =

2

n2
nκ2(H) +

4

n2

n
∑

k,j=1,k<j

E(ξk,Hξj,H)
2 =

=
2κ2(H)

n
+

4

n2

n−1
∑

l=1

(n− l)(Eξ0,Hξl,H)
2,äå l = j − k.Ìà¹ìî

Eξ0,Hξl,H = E(ξH(a) + δ1 − δ0)(ξH((l + 1)a) + δl+1 − ξH(l)a)− δl).Ïðè l = 1 îäåðæèìî
Eξ0,Hξ1,H = E(ξH(a) + δ1 − δ0)(ξH(2a)− ξH(a) + δ2 − δ1) =

= EξH(a)(ξH(2a)− ξH(a)) + E(δ1 − δ0)(δ2 − δ1) =

=
1

2
(a2H + (2a)2H − a2H − a2H)− σ2 =

a2H

2
(22H − 1)− σ2.Ïðè l > 1

Eξ0,Hξl,H = E(ξH(a) + δ1 − δ0)(ξH((l + 1)a) + δl+1 − ξH(la) + δl).Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2017, âèï. �2 (31)
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Eξ0,Hξl,H = EξH(a)(ξH((l + 1)a)− ξH(la)) =

=
a2H

2
(1 + (l + 1)2H − l2H − 1− l2H + (l − 1)2H) =

a2H

2
((l + 1)2H − 2l2H + (l − 1)2H).Òàêèì ÷èíîì,

V arSn,H =
2k2(H)

n
+

4

n2

(

(n− 1)

(

a2H

2
(22H − 1)− σ2

)2

+

+
n
∑

l=2

(

a2H

2

)2

(n− l)((l − 1)2H − 2l2H + (l + 1)2H)2
)

.Ïîçíà÷èìî
An =

2k2(H)

n
+

4

n2

(

(n− 1)

(

a2H

2
(22H − 1)− σ2

)2
)i îöiíèìî öåé âèðàç:

An ≤
2k2(H)

n
+

4

n

(

a2H

2
(22H − 1)− σ2

)2

.Î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî H ∈ (0, 1) An → 0, n → ∞.Ïîçíà÷èìî
Bn =

4

n2

(

n−1
∑

l=2

(

a2H

2

)2

(n− l)((l − 1)2H − 2l2H + (l + 1)2H)2

)

=

=
a4H

n2

n−1
∑

l=2

(n− l)((l − 1)2H − 2l2H + (l + 1)2H)2 =

=
a4H

n

n−1
∑

l=2

(

1−
l

n

)

((l − 1)2H − 2l2H + (l + 1)2H)2 ≤

≤
1

n

n−1
∑

l=2

(

1−
l

n

)

((l − 1)2H − 2l2H + (l + 1)2H)2,òàê ÿê a4H ≤ 1.�îçãëÿíåìî �óíêöiþ f(x) = x2H . Âèðàç (l−1)2H−2l2H+(l+1)2H ¹ ïðèðîñòîìäðóãîãî ïîðÿäêó �óíêöi¨ f íà âiäðiçêó [l − 1, l + 1].Òîìó (l − 1)2H − 2l2H + (l + 1)2H = f ′′(θl+1) · 1
2, äå θl ∈ (l − 1, l + 1). Òîäi

Bn ≤
1

n

n−1
∑

l=2

(

1−
l

n

)

((l − 1)2H − 2l2H + (l + 1)2H)2 =Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2017, âèï. �2 (31)
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=

1

n

n−1
∑

l=2

(

1−
l

n

)(

2H(2H − 1)

θ2−2H
l

)2

≤
1

n

n−1
∑

l=2

(2H(2H − 1))2

(l − 1)4−4H
≤

≤
1

n

n−1
∑

l=2

4

(l − 1)4−4H
≤

4

n

n−2
∑

k=1

1

k4−4H
≤

4

n

{

ζ(4− 4H), H ∈ (0, 3

4
);

1 +
∫ n

1

dx
x4−4H , H ∈ [3

4
, 1);

≤
4

n











ζ(4− 4H), H ∈ (0, 3
4
);

1 + lnn, H = 3

4
;

1 + n4H−3

4H−3
, H ∈ (3

4
, 1).äå ζ(s) =∑∞

n=1

1

ns �� äçåòà��óíêöiÿ �iìàíà.Îñòàòî÷íî
V arSn,H ≤ An +

4

n











ζ(4− 4H), H ∈ (0, 3
4
);

1 + lnn, H = 3

4
;

1 + n4H−3

4H−3
, H ∈ (3

4
, 1).Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî H ∈ (0, 1) : V arSn −→ 0, n −→ ∞.Òåîðåìà äîâåäåíà.Çàóâàæåííÿ 1. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî H ∈ (0, 1) ðÿä

∑

∞

n=1
V arS2n,H çáiæíèé, çâiäêè ñëiäó¹, ùî S2n,H −→ κ(H) ç éìîâiðíiñòþ 1 ïðè

n −→ ∞ [8℄.Iç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.Òåîðåìà 2. Ñòàòèñòèêà
Θn = β(Sn), n ≥ 1� êîíñèñòåíòíà îöiíêà ïàðàìåòðà Õþðñòà H äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó.Ïðè öüîìó ñòàòèñòèêà Θ̃n = β(S2n), n ≥ 1 � ñòðîãî êîíñèñòåíòíà îöiíêàöüîãî ïàðàìåòðà.Ñïèñîê âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè1. Kur
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