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СТIЙКIСТЬ IНВАРIАНТНОГО МНОГОВИДУ НЕЛIНIЙНОЇ
СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Теорiя розширень динамiчних рiвнянь на торi є важливим роздiлом теорiї зви-
чайних диференцiальних рiвнянь, який iнтенсивно розвивається та має важливе при-
кладне застосування до рiзноманiтних задач науки та технiки. Дана теорiя описує
процеси, що носять коливний характер.

Одним з важливих питань математичної теорiї багаточастотних коливань є про-
блема iснування та стiйкостi iнварiантних тороїдальних многовидiв, питання грубостi
iнварiантного многовиду, його збереження при малих збуреннях для систем диферен-
цiальних рiвнянь, якi визначенi у прямому добутку тора та евклiдового простору. Такi
многовиди служать носiями багаточастотних коливань у системi. Основи цiєї теорiї
були розробленi А. М. Самойленком.

У данiй статтi дослiджено клас диференцiальних рiвнянь, визначених у прямому
добутку m-вимiрного тора i n-вимiрного евклiдового простору, для якого мають мiсце
умови iснування асимптотично стiйкого iнварiантного тороїдального многовиду. Фор-
мулюються та доводяться достатнi умови для iснування та асимптотичної стiйкостi
iнварiантного тора одного класу нелiнiйних розширень динамiчних систем на торi, що
має специфiчнi властивостi в ω-граничнiй множинi Ω вздовж траєкторiй ϕt(ϕ).

Наведено двi теореми, якi встановлюють умови iснування асимптотично стiйких iн-
варiантних множин для лiнiйного розширення динамiчної системи на торi та вiдповiд-
ної збуреної системи. Iнварiантний многовид нелiнiйної системи шукаємо iтерацiйним
методом.

Ключовi слова: нелiнiйна система диференцiальних рiвнянь, iнварiантний многовид,
асимптотична стiйкiсть, m-вимiрний тор, n-вимiрний Евклiдiв простiр, ω-гранична
множина, iтерацiйний метод.

1. Вступ. Теорiя розширень динамiчних рiвнянь на торi [1] є важливим роздi-
лом теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, який iнтенсивно розвивається
та має важливе прикладне застосування до рiзноманiтних задач науки та технi-
ки. Дана теорiя описує процеси, що носять коливний характер. Одним з важли-
вих питань математичної теорiї багаточастотних коливань є проблема iснування
та стiйкостi iнварiантних тороїдальних многовидiв, питання грубостi iнварiан-
тного многовиду, його збереження при малих збуреннях. Основи цiєї теорiї були
розробленi А. М. Самойленком i узагальнено в працях [1] i [2].

Дана робота присвячена дослiдженню умов iснування асимптотично стiй-
кого iнварiантного многовиду нелiнiйної системи диференцiальних рiвнянь, ви-
значеної в просторi Tm ×Rn.

2. Постановка задачi та фомулювання одержаного результату. Роз-
глянемо лiнiйне розширення динамiчної системи рiвнянь на торi з малим пара-
метром

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = A(ϕ)x+ f(ϕ), (1)
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в якiй ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm)T ∈ Tm, x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn, A(ϕ) i f(ϕ) ∈ C(Tm),
C(Tm) — простiр неперервних 2π-перiодичних по кожнiй з компонент ϕj,
j = 1, 2, . . . ,m функцiй, визначених на m-вимiрному торi Tm, a(ϕ) ∈ CLip(Tm),
ε > 0 − малий параметр.

Вiдомо [1], що при ε = 0 система (1) має iнварiантний тор для кожної вектор-
функцiї f(ϕ) ∈ C1(Tm) тiльки у випадку, коли detA(ϕ) 6= 0 для всiх ϕ ∈ Tm.
Для того, щоб система (1) (ε > 0) мала iнварiантний тор для довiльної функцiї
f(ϕ) ∈ C1(Tm), дiйснi частини всiх власних чисел матрицi A(ϕ) для кожного
фiксованого ϕ ∈ Tm повиннi бути вiдмiннi вiд нуля [1].

Нехай Ωϕ — ω-гранична множина розв’язку першого iз рiвнянь системи (1)
ϕεt(ϕ) такого, що

ϕε0(ϕ) = ϕ, Ω = ∪
ϕ∈Tm

Ωϕ.

Особливу цiкавiсть викликають системи, елементи яких володiють певними вла-
стивостями лише на ω-граничнiй множинi Ω, а не на всьому торi Tm. Зокрема,
такi системи розглядалися в [3] i [4].

Нехай для всiх ϕ ∈ Tm i ε ∈ (0, ε0], ε0 > 0 iснує границя

lim
t→∞

A(ϕεt(ϕ)) = A, (2)

де ϕεt(ϕ) — розв’язок задачi Кошi ϕ̇ = εa(ϕ), ϕε0(ϕ) = ϕ. Це означає, що матри-
чна функцiя A(ϕ) на множинi Ω є сталою матрицею A(ϕ) = A для всiх ϕ ∈ Ω.
Поряд iз системою (1) розглянемо збурену систему рiвнянь

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = (A(ϕ) +B(ϕ))x+ f(ϕ). (3)

Спочатку наведемо двi теореми [4], якi встановлюють умови iснування асим-
птотично стiйких тороїдальних множин для систем (1) i (3).

Теорема 1. Нехай має мiсце рiвнiсть (2) i дiйснi частини всiх власних чи-
сел граничної матрицi A вiд’ємнi Re(λj(A)) < 0, j = 1, 2, . . . , n. Тодi iснує таке
число ε0 > 0, що при всiх ε ∈ (0, ε0] i для довiльної неперервної 2π-перiодичної
по ϕj, j = 1, 2, . . . ,m функцiї f(ϕ) система (1) має асимптотично стiйку iн-
варiантну тороїдальну множину x = uε(ϕ).

Теорема 2. Нехай для всiх ϕ ∈ Tm iснує границя (2) i дiйснi частини
всiх власних чисел граничної матрицi A вiд’ємнi Re(λj(A)) < 0 при j =
1, 2, . . . , n. Тодi iснують такi числа ε0 > 0 i b > 0, що при всiх ε ∈ (0, ε0] i
для будь-якої неперервної 2π-перiодичної по ϕj, j = 1, 2, . . . ,m матрицi B(ϕ)
такої, що

max
ϕ∈ Tm

‖B(ϕ)‖ ≤ b

система (3) має асимптотично стiйку iнварiантну тороїдальну множину.

Розглянемо нелiнiйну систему диференцiальних рiвнянь

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = F (ϕ, x), (4)

в якiй ϕ ∈ Tm, a(ϕ) ∈ CLip(T
m), F (ϕ, x) ∈ C

(0,2)
ϕ,x (ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn), ‖x‖ ≤ h.

Перепишемо цю систему у виглядi

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = A(ϕ)x+B(ϕ, x)x+ f(ϕ), (5)

Роздiл 1: Математика i статистика
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де f(ϕ) = F (ϕ, 0), B1(ϕ, x) =
1∫
0

∂F (ϕ, τx)
∂(τx)

dτ, B(ϕ, x) = B1(ϕ, x) − B1(ϕ, 0),

A(ϕ) = B1(ϕ, 0).
Як i ранiше, вважатимемо, що матриця A(ϕ) на множинi Ω є сталою матри-

цею A(ϕ) = A для всiх ϕ ∈ Ω.
Iнварiантний многовид системи (5) шукатимемо iтерацiйним методом, за-

пропонованим у роботi [2] як границю послiдовностi

Mk : x = u(k)(ϕ), ϕ ∈ Tm, k = 1, 2, . . . , u(0)(ϕ) = 0,

кожна з яких є iнварiантний тороїдальний многовид системи рiвнянь:

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = A(ϕ)x+B(ϕ, u(k−1)(ϕ))x+ f(ϕ), (6)

де x = u(k−1)(ϕ)− iнварiантний многовид на (k − 1)−му кроцi. За теоремою 2,
iнварiантний многовид x = u(k)(ϕ) на кожному кроцi k матиме вигляд

x = u(k)(ϕ) =

0∫
−∞

Ψ0
τ (ϕ, k)f(ϕετ (ϕ))dτ, (7)

де Ψt
τ (ϕ, k)− матрицант однорiдної системи

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = A(ϕεt(ϕ))x+B(ϕεt(ϕ), u(k−1)(ϕεt(ϕ)))x, (8)

залежної вiд ϕ ∈ Tm як вiд параметра i задовольняє оцiнку∥∥Ψt
τ (ϕ, k)

∥∥ ≤ Ke−γ(t−τ) (9)

при всiх t ≥ τ, ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε0] i деяких K ≥ 1, γ > 0, ε0 > 0, якщо тiльки

max
ϕ∈ Tm

∥∥B(ϕ, u(k−1)(ϕ))
∥∥ ≤ b.

Позначимо
max
ϕ∈ Tm

‖f(ϕ))‖ = m.

З вигляду (7) i оцiнки (9) легко бачити, що

∥∥u(k)(ϕ)
∥∥ ≤ 0∫

−∞

∥∥Ψ0
τ (ϕ, k)

∥∥ ‖f(ϕεs(ϕ))‖ ds ≤ K

γ
max
ϕ∈ Tm

‖f(ϕ)‖ . (10)

Вважатимемо, що γ i K такi, що виконується нерiвнiсть∥∥u(k)(ϕ)
∥∥ ≤ h.

Встановимо умови збiжностi послiдовностi u(k)(ϕ).
Оцiнимо рiзницю u(k+1)(ϕ) − u(k)(ϕ). Для будь-якого ϕ ∈ Tm u(k)(ϕ) є iнва-

рiантним многовидом рiвняння (6), тобто u(k)(ϕεt(ϕ)) задовольняє рiвнiсть

d

dt
u(k)(ϕεt(ϕ)) = (A(ϕεt(ϕ)) +B(ϕεt(ϕ), u(k−1)(ϕεt(ϕ))))u(k)(ϕεt(ϕ)) + f(ϕεt(ϕ)).
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Тому легко бачити, що u(k+1)(ϕ) − u(k)(ϕ) iнварiантним торoм системи рiв-
нянь

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = (A(ϕ) +B(ϕ, u(k)(ϕ)))x+ (B(ϕ, u(k)(ϕ))−B(ϕ, u(k−1)(ϕ)))u(k)(ϕ),

а отже, враховуючи (10), задовольняє нерiвнiсть

max
ϕ∈ Tm

∥∥u(k+1)(ϕ)− u(k)(ϕ)
∥∥ ≤ K

γ

∥∥B(ϕ, u(k)(ϕ))−B(ϕ, u(k−1)(ϕ))
∥∥∥∥u(k)(ϕ)

∥∥ .
Нехай функцiя B(ϕ, x) лiпшицева. Тодi

max
ϕ∈ Tm

∥∥u(k+1)(ϕ)− u(k)(ϕ)
∥∥ ≤ L

K

γ
h
∥∥u(k)(ϕ)− u(k−1)(ϕ)

∥∥ .
Вважаючи, що константа Лiпшиця L настiльки мала, що

L
K

γ
h < 1,

pобимо висновок про рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi функцiй {u(k)(ϕ)}

lim
k→∞

u(k)(ϕ) = uε(ϕ).

Перейшовши до границi, коли k → ∞ в рiвностi (7), бачимо, що функцiя
uε(ϕ) допускає представлення

x = uε(ϕ) =

0∫
−∞

Ψ0
τ (ϕ)f(ϕετ (ϕ))dτ,

де Ψt
τ (ϕ)− матрицант однорiдної системи

ϕ̇ = εa(ϕ), ẋ = A(ϕεt(ϕ))x+B(ϕεt(ϕ), uε(ϕ
ε
t(ϕ)))x,

який задовольняє оцiнку ∥∥Ψt
τ (ϕ)

∥∥ ≤ Ke−γ(t−τ)

при всiх t ≥ τ, ϕ ∈ Tm, ε ∈ (0, ε0] i деяких K ≥ 1, γ > 0, ε0 > 0.
Отже, справедлива теорема.

Теорема 3. Нехай в системi (4) матриця A(ϕ) на множинi Ω є ста-
лою матрицею i дiйснi частини всiх власних чисел граничної матрицi A
вiд’ємнi Reλj(A) < 0, j = 1, 2, . . . , n. Тодi iснують достатньо малi b0 > 0,
ε0 > 0 i достатньо мала стала Лiпшиця L, що при всiх ε ∈ (0, ε0] i для будь-
якої неперервної по ϕ i x в областi ϕ ∈ Tm, ‖x‖ ≤ h, 2π-перiодичної по ϕj,
j = 1, 2, . . . ,m матрицi F (ϕ, x) такої, що

max
ϕ∈ Tm

‖F (ϕ, 0))‖ = m,

max
ϕ∈ Tm, ‖x‖≤h

‖B(ϕ, x))‖ ≤ b0∥∥∥B(ϕ, x
′
)−B(ϕ, x

′′
)
∥∥∥ ≤ L

∥∥∥x′ − x′′∥∥∥ ,
система (4) має асимптотично стiйкий iнварiантний многовид.

Роздiл 1: Математика i статистика
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3. Висновки. У роботi встановлено достатнi умови асимптотичної стiйко-
стi iнварiантного тороїдального многовиду нелiнiйної системи диференцiальних
рiвнянь з малим параметром, визначеної у прямому добутку m-вимiрного тора
Tm i n-вимiрного евклiдового простору Rn.

Список використаної лiтератури
1. Митропольский Ю. А., Самoйленко А. М., Кулик В. Л. Исследования дихотомии линей-

ных систем дифференциальных уравнений с помощью функций Ляпунова: монографiя.
Київ: Наук. думка, 1990. 272 с.

2. Самoйленко А. М. Элементы математической теории многочастотных колебаний. Инва-
риантные торы: монографiя. Москва: Наука, 1987. 304 с.

3. Перестюк М. О., Балога С. I. Iснування iнварiантного тора одного класу систем дифе-
ренцiальних рiвнянь. Нелiнiйнi коливання. 2008. Т. 11, №4. С. 520–529.

4. Балога С. I. Iнварiантнi многовиди одного класу систем диференцiальних рiвнянь. Наук.
вiсник Ужгород. ун-ту. Сер. матем. i iнформ. 2018. Вип. 33, №2. С. 14–18.

Baloha S. I. Stability of invariant manifold of nonlinear system of differential
equations.

The theory of extensions of the dynamical equations on the torus is an important
section of the theory of ordinary differential equations that is intensively evolving and has
an important applied application to various tasks of science and technology. This theory
describes processes that have oscillatory character. One of the important questions of
mathematical theory of multifrequency oscillations is the problem of the existence and
stability of invariant toroidal manifolds, the problem of the structural stability of the
invariant manifold, its preservation under small perturbations for the systems of differential
equations that are defined in the direct product of a torus and Euclidean space. Such
manifolds serve as carriers of multifrequency oscillations in the system. The basics of this
theory have been developed by A. M. Samoilenko.

In this paper the class of differential equations, defined in the direct product ofm-dimen-
sional torus Tm and n-dimensional Euclidean space Rn for which there exist conditions
for the existence of an asymptotically stable invariant toroidal manifold, is investigated.
We formulate and prove sufficient conditions for the existence and asymptotic stability of
invariant toroidal class of nonlinear extensions of dynamical systems on torus, that has
specific properties in ω-limit set Ω of the trajectories ϕt(ϕ). Two theorems, that define
the conditions for the existence of asymptotically stable invariant sets for linear expansion
of the dynamical system on torus and corresponding perturbed system, are given. We
search an invariant manifold of a nonlinear system by the iterative method, proposed by
A. M. Samoilenko.

Keywords: nonlinear system of differential equations, invariant manifold, asymptotic sta-
bility, m-dimensional torus, n-dimensional Euclidean space, ω-limit set, iteration method.
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