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ПРО ШВИДКIСТЬ ЗБIЖНОСТI СУБГРАДIЄНТИХ МЕТОДIВ З
КРОКОМ ПОЛЯКА

Розглядаються субградiєнтнi методи (метод А та метод В) для знаходження точки
мiнiмуму опуклої функцiї, якщо вiдоме її мiнiмальне значення. Обидва методи вико-
ристовують вiдомий крок Поляка, який залежить вiд скалярного параметра m ≥ 1
i гарантує монотонне зменшення вiдстанi до точки мiнiмуму. Якщо m = 1, то ме-
тоди А та В застосовнi для довiльної опуклої функцiї. Параметр m > 1 дозволяє
врахувати спецiальнi класи опуклих функцiй – опуклi квадратичнi функцiї (m = 2),
диференцiйовнi однорiднi функцiї з показником σ (m = σ) та iншi. Для обох методiв
доведено теореми про їх збiжнiсть зi швидкiстю O

(
1/
√
k
)
для довiльної опуклої фун-

кцiї та збiжнiсть зi швидкiстю геометричної прогресiї для опуклої функцiї з гострим
мiнiмумом.

Метод А є субградiєнтним методом з кроком Поляка у вихiдному просторi змiнних.
Параметр m = 1 вiдповiдає класичному кроку Поляка для довiльної опуклої функцiї.
Параметр m = 2 можна використовувати при мiнiмiзацiї квадратичних функцiй, для
яких величина кроку Поляка збiльшується в два рази порiвняно з класичним кроком
Поляка при m = 1. Для одновимiрних квадратичних функцiй метод А знаходить
точку мiнiмуму за один крок з довiльної стартової точки, що вiдповiдає однiй iтерацiї
методу Ньютона. Доведення теорем про швидкiсть збiжностi методу А базується на
характеристиках опуклої функцiї в вихiдному просторi змiнних, серед яких ключову
роль вiдiграє константа c1, яка обмежує норму субградiєнта.

Метод В – субградiєнтний метод з перетворенням простору, де крок Поляка обчи-
слюється у перетвореному лiнiйним оператором просторi змiнних. Метод визначається
невиродженою матрицею B. Параметр m = 1 вiдповiдає класичному кроку Поляка
для довiльної опуклої функцiї у перетвореному просторi змiнних. Якщо m = 2, то
для одновимiрної квадратичної функцiї метод В знаходить точку мiнiмуму за один
крок при довiльних матрицi B та стартовiй точцi. Доведення теорем про швидкiсть
збiжностi методу B базуються на характеристиках функцiї в перетвореному просторi
змiнних, аналогiчних характеристикам функцiй у початковому просторi для мето-
ду А.

Ключовi слова: субградiєнтний метод, крок Поляка, перетворення простору, швид-
кiсть збiжностi, гострий мiнiмум.
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1. Вступ. Нехай f(x) – опукла функцiя, x ∈ Rn. Позначимо її мiнiмальне
значення як f ∗ = f(x∗) та припустимо, що точка мiнiмуму x∗ єдина. Субградiєнт
gf (x) задовольняє наступну умову:

(x− x∗, gf (x)) ≥ f(x)− f ∗, ∀x ∈ Rn. (1)

Тут (x, y) – скалярний добуток векторiв x ∈ Rn та y ∈ Rn.
Якщо f(x) є неперервно-диференцiйовною в точцi x, то субградiєнт gf (x)

однозначно визначається i збiгається з ∇f(x) – градiєнтом функцiї f(x) в точцi
x. В точках, де функцiя f(x) негладка, субградiєнт gf (x) визначається неодно-
значно.

Нерiвнiсть (1) випливає з означення субградiєнта gf (x) опуклої функцiї f(x) .
Справдi, субградiєнт gf (x) в точцi x задовольняє нерiвнiсть

f(y)− f(x) ≥ (gf (x), y − x), ∀y ∈ Rn. (2)

Нерiвнiсть (2) виконується також для точки мiнiмуму x∗, для якої вона пере-
творюється на нерiвнiсть f(x∗)−f(x) ≥ (gf (x), x∗−x), яку, враховуючи рiвнiсть
f(x∗) = f ∗, можна записати як нерiвнiсть (1).

Якщо значення f ∗ вiдоме, то для знаходження наближення до точки x∗

можна використати субградiєнтний метод Б.Т. Поляка [1]:

xk+1 = xk − hk
gf (xk)

‖gf (xk)‖
, hk =

f(xk)− f ∗

‖gf (xk)‖
, k = 0, 1, 2 . . . (3)

Крок hk називається кроком Поляка (або кроком Агмона-Моцкiна-Шонберга).
Вперше крок Поляка використовувався для мiнiмiзацiї кусково-лiнiйних опу-
клих функцiй. Наприклад, у 1954 роцi Аґмон (Agmon S.) [2] та Моцкiн
(Motzkin T. S.) i Шонберг (Schoenberg I. J.) [3] використали цей крок у рела-
ксацiйному методi для знаходження хоча б одного розв’язку сумiсної системи
лiнiйних нерiвностей. У 1965 р. I. I. Єрьомiн [4] узагальнив цей релаксацiйний
метод для системи опуклих функцiй.

У цiй статтi розглядаються два субградiєнтних методи з кроком Поляка
(метод А та метод В) для бiльш загального випадку опуклої функцiї f(x),
коли її субградiєнт gf (x) задовольняє наступну умову:

(x− x∗, gf (x)) ≥ m(f(x)− f ∗), ∀x ∈ Rn, (4)

де параметр m ≥ 1. Параметр m вводиться для того, щоб врахувати спецiальнi
класи опуклих функцiй: наприклад, для квадратичних гладких функцiй m = 2,

для функцiй виду f(x) =
k∑
i=1

∣∣∣∣∣ n∑j=1

aijxj − bi

∣∣∣∣∣
p

, де p > 1,m = p. Параметрm можна

активно використовувати для диференцiйованих однорiдних з показником σ
опуклих функцiй. Для них виконується рiвнiсть σ (f(x)− f ∗) = (x− x∗, gf (x)),
отже, параметр m можна вибрати m = σ > 1.

2. Субградiєнтний метод Поляка (метод А). Нехай опукла функцiя
f(x) задовольняє умову (4) та значення f ∗ вiдоме. Тодi для знаходження точки
x∗ε ∈ Rn такої, що f(x∗ε) ≤ f ∗ + ε, можна використати такий iтеративний метод,
який будемо називати методом А.
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Крок 0. Вiдомi f ∗ та m ≥ 1. Вибираємо стартову точку x0 ∈ Rn, величину
ε > 0 та переходимо до наступної iтерацiї з величиною x0.

Нехай точка xk ∈ Rn знайдена на k -й iтерацiї.
Крок 1. Обчислимо f(xk) та gf (xk). Якщо f(xk) − f ∗ ≤ ε, тодi STOP

(k∗ = k, x∗ε = xk).
Крок 2. Обчислимо наступну точку

xk+1 = xk − hk
gf (xk)

‖gf (xk)‖
, hk =

m(f(xk)− f ∗)
‖gf (xk)‖

.

Крок 3. Переходимо до Кроку 1 зi значеннями (k + 1) та xk+1.

Теорема 1. [5] Послiдовнiсть {xk}k
∗

k=0, породжена методом А, задовольняє
такi нерiвностi:

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 − m2(f(xk)− f ∗)2

‖gf (xk)‖2 , k = 0, 1, 2, . . . , k∗ − 1. (5)

Теорема 1 гарантує, що в субградiєнтному методi Поляка вiдстань до точки
мiнiмуму монотонно зменшується. Крiм того, задовольняються такi нерiвностi:

(x∗ − xk+1,−gf (xk)) ≥ 0, k = 0, 1, . . . (6)

Дiйсно, нерiвностi (6) випливають з того факту, що, використовуючи (4), маємо

(x∗ − xk+1,−gf (xk)) = (xk+1 − x∗, gf (xk)) = (xk − x∗ − hk
gf (xk)

‖gf (xk)‖
, gf (xk)) =

= (xk − x∗, gf (xk)− hk ‖gf (xk)‖) = (xk − x∗, gf (xk))−m(f(xk)− f ∗) ≥ 0.

Нерiвностi (6) означають, що для опуклої функцiї f(x), яка задовольняє
умову (4), hk визначає таку величину максимального змiщення з точки xk в
напрямку нормованого антисубградiєнта, для якого умова (1) гарантує, що кут
мiж антисубградiєнтом в точцi xk та напрямком вiд точки xk+1 до точки мiнi-
муму x∗ не буде тупим.

Це означає такий факт. Субградiєнт у точцi xk визначає гiперплощину, яка
локалiзує точку x∗ у напiвпросторi у напрямку антисубградiєнта. Якщо її пере-
мiстити на величину максимального змiщення у напрямку нормованого антису-
бградiєнта, то нова гiперплощина буде локалiзувати x∗ у такому напiвпросторi
по вiдношенню до точки xk+1.

Якщо m = 1, то метод А спiвпадає з субградiєнтним методом (3). Оцi-
нимо швидкiсть збiжностi методу А аналогiчно до того, як це було виконано
Б. Т. Поляком для методу (3) [6, ст. 132]. Для цього нам знадобиться наступна
лема.

Лема 1. [6, ст. 121] Субградiєнти опуклої функцiї f(x) є обмеженими на
довiльнiй обмеженiй множинi або множинi виду {x : f(x) ≤ α}.

Теорема 2. Якщо опукла функцiя f(x) задовольняє нерiвнiсть (4), тодi
справедлива рiвнiсть lim

k→∞

√
k (f (xk)− f ∗) = 0.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Доведення. З нерiвностi (5) теореми 1 випливає, що послiдовнiсть h2
k =

m2(f(xk)−f∗)2

‖gf (xk)‖2 збiжна. Враховуючи те, що послiдовнiсть xk обмежена, з леми 1 має-

мо ‖gf (xk)‖ ≤ c1, де c1 – константа, що обмежує норму субградiєнта gf (x). Звiдси
випливає збiжнiсть послiдовностi (f(xk)− f ∗)2. Нехай lim

k→∞

√
k (f (xk)− f ∗) > 0.

Тодi f (xk)− f ∗ > a
/√

k при досить великих k та a > 0, а це суперечить збiжно-

стi послiдовностi (f(xk)− f ∗)2. Звiдси випливає, що lim
k→∞

√
k (f (xk)− f ∗) = 0.

Теорема 2 доведена.
У теоремi 2 наведена збiжнiсть методу A зi швидкiстю O

(
1/
√
k
)
. Якщо

функцiя f(x) має гострий мiнiмум, то можна досягти геометричної швидкостi
збiжностi для методу А.

Теорема 3. Нехай для функцiї f(x) виконується нерiвнiсть f(x) − f ∗ ≥
≥ α ‖x− x∗‖. Тодi метод А сходиться зi швидкiстю геометричної прогресiї зi

знаменником q1 = 1−
(
mα
c1

)2

, де c1 – константа, що обмежує норму субградi-
єнта gf (x).

Доведення. Враховуючи те, що виконується нерiвнiсть (5) та нерiвнiсть
для f(x) в умовi теореми, маємо:

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 − m2(f(xk)− f ∗)2

‖gf (xk)‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 − m2α2 ‖xk − x∗‖2

‖gf (xk)‖2 .

Враховуючи нерiвнiсть ‖gf (xk)‖ ≤ c1, маємо:

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 − m2α2 ‖xk − x∗‖2

‖gf (xk)‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 −m2α
2

c2
1

‖xk − x∗‖2 =

= q1 ‖xk − x∗‖2 ,

де q1 = 1 −
(
mα
c1

)2

, що i означає збiжнiсть методу зi швидкiстю геометричної
прогресiї зi знаменником q1. Теорема 3 доведена.

Використання параметра m > 1 дає можливiсть застосовувати метод А для
спецiальних класiв опуклих функцiй. Наприклад, використовуючи значення па-
раметра m = 2, метод А знаходить точку мiнiмуму одновимiрної квадратичної
функцiї за один крок з довiльної стартової точки, що вiдповiдає однiй iтера-
цiї методу Ньютона. Якщо застосувати значення параметру m = 1 метод А
збiгатиметься зi швидкiстю методу дихотомiї.

3. Субградiєнтний метод Поляка у перетвореному просторi (ме-
тод В). Розглянемо субградiєнтний метод Поляка у перетвореному просторi
змiнних y = Ax, A = B−1, де B є невиродженою n× n-матрицею. Зробимо за-
мiну змiнних x = By. Субградiєнт gϕ(x) опуклої функцiї ϕ(y) = f(By) в точцi
y = Ax задовольняє наступну умову:

(y − y∗, gϕ(y)) ≥ m(ϕ(x)− ϕ∗), ∀y ∈ Rn, (7)

де gϕ(y) = BTgf (x), ϕ∗ = ϕ(y∗) = y∗ = Ax∗. Дiйсно, оскiльки A = B−1 та
x = By, нерiвнiсть (4) можна переписати у виглядi

(A(x− x∗), BTgf (x)) ≥ m(f(By)− f(By∗)), ∀By ∈ Rn,

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2019, вип. 34, № 1 ISSN 2616-7700
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звiдки отримуємо нерiвнiсть (7).
Cубградiєнтний метод з кроком Поляка у перетвореному просторi (визначе-

ний невиродженою матрицею B) має наступний вигляд:

xk+1 = xk − hkB
BTgf (xk)

‖BTgf (xk)‖
, hk =

m(f(xk)− f ∗)
‖BTgf (xk)‖

, k = 0, 1, 2 . . . (8)

Тут hk є кроком Поляка (Аґмона-Моцкiна-Шонберга) в перетвореному про-
сторi змiнних y = Ax. Це випливає з того, що в перетвореному просторi змiнних
метод (8) записується як субградiєнтний процес

yk+1 = yk − hk
gϕ(yk)

‖gϕ(yk)‖
, hk =

m(ϕ(yk)− ϕ∗)
‖gϕ(yk)‖

, k = 0, 1, 2 . . . (9)

Крок Поляка у перетвореному просторi змiнних має тi ж самi властивостi,
що й крок Поляка в вихiдному просторi. Вони визначаються мiнiмальним зна-
ченням функцiї ϕ∗ = f ∗ та нерiвнiстю (7) для ϕ∗.

Щоб знайти точку x∗ε ∈ Rn, для якої f(x∗ε) ≤ f ∗ + ε, можна використати
субградiєнтний метод з кроком Поляка у перетвореному просторi з критерiєм
зупинки f(xk)− f ∗ ≤ ε, що описується такою iтеративною процедурою.

Крок 0. Вiдомi f ∗ та m ≥ 1. Вибираємо стартову точку x0 ∈ Rn, невиро-
джену n × n-матрицю B i величину ε > 0. Переходимо до наступної iтерацiї з
величиною x0.

Нехай точка xk ∈ Rn знайдена на k -й iтерацiї.
Крок 1. Обчислимо f(xk) та gf (xk). Якщо f(xk) − f ∗ ≤ ε, тодi STOP

(k∗ = k, x∗ε = xk).
Крок 2. Обчислимо наступну точку

xk+1 = xk − hkB
BTgf (xk)

‖BTgf (xk)‖
, hk =

m(f(xk)− f ∗)
‖BTgf (xk)‖

.

Крок 3. Переходимо до Кроку 1 зi значеннями (k + 1) та xk+1.

Теорема 4. [7] Послiдовнiсть {xk}k
∗

k=0, породжена методом В, задовольняє
нерiвностi

‖A(xk+1 − x∗)‖2 ≤ ‖A(xk − x∗)‖2−m
2(f(xk)− f ∗)2

‖BTgf (xk)‖2 , k = 0, 1, 2, . . . , k∗−1. (10)

Теорема 4 гарантує, що в субградiєнтному методi з кроком Поляка у перетво-
реному просторi змiнних вiдстань до точки мiнiмуму зменшується монотонно.
Крiм того, задовольняються такi нерiвностi:

(A(x∗ − xk+1),−BTgf (xk)) ≥ 0, k = 0, 1, . . . , (11)

якi можуть бути переписанi як нерiвностi

(y∗ − yk+1,−gϕ(yk)) ≥ 0, k = 0, 1, . . . . (12)

Дiйсно, нерiвностi (11) випливають з того факту, що, використовуючи (7) i
(9), маємо:

(x∗ − xk+1,−gf (xk)) = (xk+1 − x∗, gf (xk)) = (xk − x∗ − hkB
BTgf (xk)

‖BTgf (xk)‖
, gf (xk)) =
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= (xk − x∗, gf (xk))− hk
∥∥BTgf (xk)

∥∥ = (xk − x∗, gf (xk))−m(f(xk)− f ∗) ≥ 0.

Нерiвностi (12) означають, що для опуклої функцiї ϕ(y), яка задовольняє
умову (7), крок hk визначає величину максимального перемiщення в напрямку
нормованого антисубградiєнта. Цим гарантується, що кут мiж антисубградiєн-
том i напрямком вiд точки yk+1 до точки мiнiмуму y∗ не буде тупим у перетво-
реному просторi змiнних.

У теоремах 5 та 6, якi сформульованi аналогiчно до теорем 2 i 3, наводяться
оцiнки збiжностi методу В для довiльної опуклої функцiї та опуклої функцiї,
що має гострий мiнiмум. Для їх доведення нам знадобиться наступна лема.

Лема 2. Субградiєнти опуклої функцiї ϕ(y) є обмеженими на довiльнiй
обмеженiй множинi або множинi виду {y : ϕ(y) ≤ α}.

Теорема 5. Якщо опукла функцiя ϕ(y) задовольняє нерiвнiсть (7), тодi
справедлива рiвнiсть lim

k→∞

√
k (ϕ (yk)− ϕ∗) = 0.

Доведення. З нерiвностi (10) теореми 4 випливає, що послiдовнiсть h2
k =

= m2(f(xk)−f∗)2

‖BT gf (xk)‖2 = m2(ϕ(yk)−ϕ∗)2

‖gϕ(yk)‖2 збiжна. Зважаючи на те, що послiдовнiсть yk збi-

жна, з леми 2 випливає нерiвнiсть ‖gϕ(yk)‖ ≤ c2, де c2 – константа, що обмежує
норму субрадiєнта gϕ(y). Звiдси маємо, що послiдовнiсть (ϕ(yk) − ϕ∗)2 збiжна.
Нехай lim

k→∞

√
k (ϕ(yk)− ϕ∗) > 0. Тодi ϕ(yk)−ϕ∗ > a

/√
k при досить великих k та

a > 0, а це суперечить збiжностi послiдовностi (ϕ(yk) − ϕ∗)2. Звiдси випливає,
що lim

k→∞

√
k (ϕ(yk)− ϕ∗) = 0. Теорема 5 доведена.

Теорема 6. Нехай для функцiї ϕ(y) = f(By) = f(x) виконується нерiв-
нiсть ϕ(y)−ϕ∗ ≥ α ‖y − y∗‖. Тодi метод В сходиться зi швидкiстю геометри-

чної прогресiї зi знаменником q2 = 1−
(
mα
c2

)2

, де c2 – константа, що обмежує
норму субградiєнта gϕ(y).

Доведення. Зважаючи на те, що ϕ(y) = f(By) = f(x) та gϕ(yk) = BTgf (xk),
нерiвнiсть (10) можна переписати так:

‖yk+1 − y∗‖2 ≤ ‖yk − y∗‖2 − m2(ϕ(yk)− ϕ∗)2

‖gϕ(yk)‖2 .

Звiдси, враховуючи нерiвнiсть для ϕ(y) в умовi теореми, маємо:

‖yk+1 − y∗‖2 ≤ ‖yk − y∗‖2 − m2(ϕ(yk)− ϕ∗)2

‖gϕ(yk)‖2 ≤ ‖yk − y∗‖2 − m2α2 ‖yk − y∗‖2

‖gϕ(yk)‖2 .

Зважаючи на нерiвнiсть ‖gϕ(yk)‖ ≤ c2, маємо:

‖yk+1 − y∗‖2 ≤ ‖yk − y∗‖2 − m2α2 ‖yk − y∗‖2

‖gϕ(yk)‖2 ≤ ‖yk − y∗‖2 −m2α
2

c2
2

‖yk − y∗‖2 =

= q2 ‖yk − y∗‖2

де q2 = 1−
(
mα
c2

)2

, що i означає збiжнiсть зi швидкiстю геометричної прогресiї
зi знаменником q2. Теорема 6 доведена.
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4. Висновки. В статтi розглянуто два субградiєнтних методи (А та В) для
знаходження точки мiнiмуму опуклої функцiї з вiдомим мiнiмальним значен-
ням. МетодА використовує крок Поляка у вихiдному просторi змiнних, методВ
– у перетвореному просторi змiнних. Доведено теореми про швидкiсть збiжно-
стi обох методiв для довiльної опуклої функцiї та опуклої функцiї з гострим
мiнiмумом. Зауважимо, що метод В, будучи субградiєнтним у перетвореному
просторi змiнних, дає можливiсть моделювати у вихiдному просторi методи з
кроком Поляка не по субградiєнту, а по лiнiйнiй комбiнацiї двох або бiльшої
кiлькостi субградiєнтiв.
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Subgradient methods (method A and method B) are considered for finding the mini-
mum point of a convex function for the known optimal value of the function. Both meth-
ods use known Polyak’s step, which depends on scalar parameter m ≥ 1 and guarantees
monotonous decrease of the distance to the minimum point. If m = 1 the methods A and B
are applicable to arbitrary convex function. Parameter m > 1 permits to take into account
special classes of convex functions – convex quadratic functions (m = 2), differentiable
homogeneous of degree σ (m = σ), etc. For both methods theorems are proven about the

convergence rate O
(

1/
√
k
)

for arbitrary convex function and convergence with geometric

progression rate for a convex function with acute minimum.
Method A is a subgradient method with Polyak’s step in original space of variables.

The parameter m = 1 corresponds to classical Polyak’s step for arbitrary convex function.
Parameter m = 2 can be used for quadratic functions minimization, for which the value
of Polyak’s step is doubled comparing to the classical Polyak’s step with m = 1. For one-
dimentional functions method A finds the minimum point in one step from the arbitrary
start point, which corresponds to one iteration of the Newton’s method. Proof of theorems
about convergence rate of the method A is based on convex function characteristics in
original space of variables, among which a constant c1 plays a crucial role – it bounds a
subgradient norm.

Method B is a subgradient method with space transformation, where the Polyak’s
step is calculated in space transformed by linear operator. The method is defined by
nonsingular matrix B. The parameter m = 1 corresponds to classical Polyak’s step for
arbitrary convex function in transformed space of variables. If m = 2, for one-dimentional
quadratic function, the method B finds the minimum point in one step with both arbitrary
matrix B and start point. Proof of theorems about convergence rate of the method B is
based on function characteristics in transformed space of variables, which are analogous to
the method A characteristics in original space.
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