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СТРУКТУРУВАННЯ КРИТЕРIАЛЬНОГО ПРОСТОРУ ЗА
КУТОВОЮ МIРОЮ ПОДIБНОСТI

Багатокритерiальнi задачi прийняття рiшень є особливо складним класом задач
для системи обробки iнформацiї людиною. Як правило, чим бiльше побудована мо-
дель задачi вiдображає реальну задачу-проблему, яка її спричинила, тим бiльше кри-
терiїв вона має враховувати. При такiй вимiрностi класичнi методи математичного
програмування виявляються малоефективними. Це зумовлює необхiднiсть розробки
спецiальних методiв та пiдходiв, призначених для структуризацiї критерiального про-
стору задач великої розмiрностi.

В данiй роботi описано нечiтке бiнарне вiдношення та його функцiю належностi, якi
визначають кутову мiру подiбностi критерiїв ефективностi. Вона характеризує ступiнь
схожостi вектор-градiєнтiв цiльових функцiй критерiїв ефективностi за кутом мiж ни-
ми. Модифiковано метод однорiвневої кластеризацiї, що заснований на нечiтких бiнар-
них вiдношеннях для використання кутової мiри подiбностi. Це дозволило проводити
кластеризацiю критерiального простору на конiчнi кластери за ознакою подiбностi –
несуперечливою сильною зв’язанiстю критерiїв ефективностi. Представлено компле-
ксний пiдхiд до структурування критерiального простору векторних задач лiнiйного
програмування. На основi запропонованого математичного апарату розроблено про-
грамне забезпечення, що реалiзує кластеризацiю конiчними кластерами. Проведення
практичних експериментiв показало його ефективнiсть при розв’язаннi певних класiв
прикладних задач.

Дана робота є розвитком напрямку структурування множини критерiїв ефективно-
стi для класу багатокритерiальних задач лiнiйного програмування iз критерiальним
простором великої розмiрностi в умовах коли утруднене або неможливе групуван-
ня, порiвняння чи впорядкування часткових критерiїв за перевагою для особи, що
приймає рiшення. Перспективнi дослiдження полягають у розвитку запропонованого
пiдходу кластеризацiї методом, що заснований на нечiтких бiнарних вiдношеннях за
кутовою мiрою подiбностi для розв’язання iнших класiв прикладних задач.

Ключовi слова: кластеризацiя, багатокритерiальна оптимiзацiя, структурування,
кутова мiра подiбностi, мiра подiбностi.

1. Вступ. Багатокритерiальнi задачi прийняття рiшень є особливо складним
класом задач для системи обробки iнформацiї людиною. Наявнiсть багатьох
критерiїв приводить до великого навантаження на короткочасну пам’ять, при-
мушуючи людину використовувати рiзнi евристики для того, щоб справитися
iз задачею при обмеженому об’ємi короткочасної пам’ятi.

В той же час в практичнiй дiяльностi людини багатокритерiальнi задачi
зустрiчаються все частiше, що викликане необхiднiстю враховувати одночасно
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багато рiзних чинникiв. Як правило, чим бiльше побудована модель задачi вiд-
ображає реальну задачу-проблему, яка її спричинила, тим бiльше критерiїв вона
має враховувати. Крiм того, вiдкидання або неврахування будь-якого iз крите-
рiїв може призвести до невiдповiдностi розв’язку задачi-моделi оптимальному
розв’язку реальної задачi. З iншого боку, чим бiльша розмiрнiсть критерiально-
го простору тим бiльше ускладнюється пошук оптимального розв’язку задачi
вибору.

Задачi у яких розмiрнiсть простору критерiїв перевищує 7 називаються за-
дачами великої критерiальної розмiрностi [1]. При такiй вимiрностi класичнi
методи математичного програмування виявляються малоефективними. Це зу-
мовлює необхiднiсть розробки спецiальних методiв, призначених для задач ве-
ликої розмiрностi критерiального простору.

Крiм того, в основi багатьох методiв оптимiзацiї застосовується пiдхiд, який
використовує призначення вагових коефiцiєнтiв критерiїв та їх ранжування осо-
бами, що приймають рiшення (ОПР). Як правило люди дають завищенi оцiнки
тим критерiям, якi порiвняно мало впливають на вибiр, i недооцiнюють най-
бiльш суттєвi. Тому, для точнiшого i обгрунтованiшого пiдбору ваг, проведення
ранжування критерiїв ефективностi за перевагою для ОПР доцiльно встано-
вити взаємозв’язки мiж критерiями та структурувати критерiальний простiр
задачi. Реалiзувати даний пiдхiд пропонується на основi кутової мiри подiбно-
стi, що визначає мiру схожостi вектор-градiєнтiв цiльових функцiй критерiїв
ефективностi за кутом мiж ними.

2. Постановка задачi. Надалi будемо розглядати багатокритерiальну за-
дачу лiнiйного програмування в наступнiй постановцi:

yi = fi(x) =
n∑
j=1

cijxj → extr, i = 1, m, (1)

x ∈ X ⊆ Rn, (2)

де X – множина допустимих розв’язкiв (альтернатив), яка визначається суку-
пнiстю лiнiйних рiвнянь та нерiвностей, yi = fi(x)– цiльовi функцiї, cij – ко-
ефiцiєнти. Тобто, є деяка сукупнiсть цiлей, якi вiдображенi критерiями fi(x),
i = 1, m, i потрiбно знайти таку точку x∗ ∈ X ⊆ Rn, яка в деякому розумiннi
мiнiмiзує або максимiзує кожен з критерiїв.

Для групування критерiїв ефективностi, що описуються цiльовими функцi-
ями fi(x), i = 1, m використаємо зв’язки мiж ними, якi описуються наступними
означеннями.

Означення 1 (див. [1]). Два критерiї назвемо суперечливими вiдносно де-
якої множини допустимих альтернатив X, якщо покращення оцiнки по одно-
му з критерiїв на множинi X супроводжується її погiршенню за iншим.

Означення 2 (див. [1]). Два критерiї назвемо сильно зв’язаними вiдносно
деякої множини допустимих альтернатив X, якщо їх оцiнки є близькими
на рiзних альтернативах множини X, або якщо покращення оцiнки за одним
критерiєм на множинi X приводить до її покращення за iншим критерiєм.

Оскiльки критерiї лiнiйнi, то напрямки до екстремуму спiвпадають з на-
прямками ± grad fi(x). Якщо сумiстити початок вектора grad fi(x) з початком
системи координат, то вiн спiвпаде з радiус-вектором OCi, де точка O – початок

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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координат, а Ci (ci1, ci2, . . . , cin), i = 1, m. Тому роздiливши вектори OCi = ci
або точки Ci = (ci1, ci2, . . . , cin), i = 1, m на множини, тим самим роздiлимо i
критерiї, що їм вiдповiдають fi(x), i = 1, m.

При знаходженнi оптимальної точки в задачах виду (1)-(2), як зазначалось,
враховують тiльки напрямки grad fi(x), таким чином, ставиться задача прове-
дення структуризацiї критерiального простору, на основi групування критерiїв
ефективностi за ознакою подiбностi – несуперечливою сильною зв’язанiстю кри-
терiїв ефективностi.

3. Огляд лiтератури. В наш час все бiльше уваги придiляється задачi
багатоцiльової (векторної, багатокритерiальної) оптимiзацiї. Це зв’язано з тим,
що при дослiдженнi складних систем i об’єктiв використання скалярної задачi
оптимiзацiї приводить до математичної моделi, яка є неадекватна та невiдпо-
вiдна реальнiй задачi, бо нагальнi потреби практики управлiння, проектування,
планування потребують врахування i узгодження рiзних цiлей та потреб.

Слiд вiдзначити, що в рiзних областях людської дiяльностi неодноразово
виникали i по мiрi накопичення досвiду успiшно розв’язувались ситуацiї, в яких
прийнятi рiшення були багатоцiльовими [2-5].

Так, прикладами задач великої розмiрностi „критерiальної” можуть бути
задача оптимiзацiї планування роботи виробничої системи, задача складання
збалансованого рацiону (може враховувати 17 критерiїв) [2, 3], задача авто-
матизацiї управлiння сучасної бiблiотеки (враховує 20 критерiїв) [6], задача
рейтингування художникiв (використовує 18 критерiїв) [7], задача формування
комплексних цiльових соцiальних програм, якi пiдтримуються Мiжнародним
фондом „Вiдродження” (мiстить 238 критерiїв) [8] i т. д.

Тому характерною особливiстю багатьох практичних задач дослiдження є
їхня велика розмiрнiсть. При такiй вимiрностi класичнi методи математичного
програмування виявляються малоефективними [9].

Це зумовлює необхiднiсть розвитку спецiальних методiв та пiдходiв, призна-
чених для структуризацiї критерiального простору задач великої розмiрностi,
зокрема представлених в [1, 10].

4. Матерiали i методи. Очевидно, що поняття суперечливих та сильно
зв’язаних критерiїв тiсно пов’язане iз кутом мiж векторами градiєнтами цi-
льових функцiй критерiїв. Так, якщо цей кут рiвний 180о, то критерiї будуть
суперечливi при будь-якiй множинi допустимих альтернатив X, а якщо ж 0о,
то критерiї будуть сильно зв’язаними. Тому вид множини X може впливати
тiльки на мiру прояву цих ознак.

Для реалiзацiї процесу кластеризацiї обрано метод, що заснований на нечi-
тких бiнарних вiдношеннях, п. 6 в [11]. Вiн дає можливiсть проводити групува-
ння об’єктiв кластерами рiзних геометричних форм змiнюючи лише види мiр
подiбностi об’єктiв. Для визначення кiлькостi кластерiв задаються певнi вели-
чини – пороги кластеризацiї µ∗R, що характеризують ступiнь подiбностi об’єктiв
в серединi кластеру.

Подiбнiсть об’єктiв за деяким критерiєм характеризується нечiтким бiнар-
ним вiдношенням R на множинi векторних ознак C =

{
ci
∣∣i = 1,m

}
iз функцiєю

належностi µR (ci, cj), де µR : C2 → [0, 1].
«Кутове» нечiтке бiнарне вiдношення Rang характеризує кут мiж векторами

градiєнтiв ci та cj. Функцiя належностi даного вiдношення визначається фор-
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мулою (рис. 1):

µRang (ci, cj) = e−
1−

ci· cj
|ci|·|cj|

2 . (3)

Рис. 1. Графiчна iнтерпретацiя функцiї виду (3)

Аргументом експоненти є нормована величина, яка прямує до 0, коли кут
мiж векторами-градiєнтiв цiльових функцiй близький до 180◦ i наближається
до 1, коли кут прямує до 0◦. Нехай задана числова величина µ∗Rang ∈[0; 1] –
порiг кластеризацiї. Вiн характеризує необхiдну ступiнь подiбностi критерiїв
ефективностi в межах одного кластеру за ознаками несуперечливої сильної зв’я-
заностi. Якщо µ∗Rang = 0, то ступiнь подiбностi об’єктiв буде найслабшою, що
приведе до формування одного кластеру конiчного виду, куди увiйдуть всi кри-
терiї ефективностi. Якщо ж µ∗Rang = 1, тодi, навпаки, критерiї iз рiзним напря-
мом векторiв градiєнтiв сформують окремi кластери, бо їх ступiнь подiбностi
буде найвищою. Отже, ближчому значенню µ∗Rang до одиницi буде вiдповiдати
бiльша кiлькiсть сформованих кластерiв.

Крiм того «хороша» чутливiсть експоненти в околi свого граничного значен-
ня (supµRang=1) дозволяє проводити кластеризацiю об’єктiв для всiх можливих
порогових величин µ∗Rang промiжку [0; 1] iз певною точнiстю (наприклад, iз то-
чнiстю 0,01).

Проведемо модифiкацiю чiткого методу однорiвневої кластеризацiї п. 6 в [11]
для використання кутової мiри подiбностi. Проведення кластеризацiї об’єктiв iз
використанням кутового нечiткого бiнарного вiдношення вимагає визначення
векторiв-центроїдiв умовного кластеру U l крокiв 2 та 3 однорiвневого алгори-
тму [11]. Для двовимiрної задачi кластеризацiї поняття центроїда близьке до
поняття бiсектриси найбiльшого кута мiж векторами-градiєнтiв критерiїв ефе-
ктивностi в межах одного кластеру U l. Тому в цьому випадку центроїд можна
визначити за формулою:

c∗l =
ci∗ + cj∗

2
, (4)

де { i∗, j∗} ∈ arg min
i,j∈Il

(
ci
|ci| ·

cj
|cj |

)
та Il =

{
i
∣∣ci ∈ U l

}
.

Тобто, центроїд визначає бiсектрису найбiльшого кута мiж будь-якими ве-
кторами кластеру U l.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



СТРУКТУРУВАННЯ КРИТЕРIАЛЬНОГО ПРОСТОРУ... 89

Для задач бiльшої розмiрностi пропонується вектор-центроїд розраховувати,
як центр ваги точок, якi вiдповiдають ортам векторiв-градiєнтiв в межах одного
кластеру U l:

c∗l =

∑
ci∈U l

ci
|ci|

‖U l‖
. (5)

ВикористанняRang дає можливiсть проводити кластеризацiю конiчними кла-
стерами.

Отже, за чiтким однорiвневим методом п. 6 в [11], та описаними модифiка-
цiями проводиться кластеризацiя на чiткi кластери K1, K2, . . . , Kz, z ≤ m iз
вiдповiдними представниками c∗1, c∗2, . . . , c∗z знайденими за формулою (4, 5).

Якщо потрiбна iнформацiя не тiльки про розподiл критерiїв ефективностi
по кластерам, а й про ступiнь їх приналежностi кожному з них, то необхiдно
провести процедуру фазифiкацiї п. 8 [11].

5. Комплексний пiдхiд до структурування множини критерiїв ефе-
ктивностi.

Крок 1. Нормалiзацiя. Спочатку необхiдно провести нормалiзацiю частко-
вих критерiїв, оскiльки в рiзних моделях можуть використовуватись локальнi
критерiї оптимальностi, якi мають рiзнi одиницi вимiрювання (гривня, грам,
калорiї та iн.), i виникає проблема їх спiврозмiрностi. Для її усунення потрiбно
провести нормалiзацiю критерiїв до однiєї шкали, як правило безрозмiрної:

fi (x) =
fi (x)− fmin

i (x)

fmax
i (x)− fmin

i (x)
.

Крок 2. Кластеризацiя. Групуємо цiльовi функцiї за ознакою несуперечли-
вих сильно зв’язаних критерiїв. Використаємо метод кластеризацiї заснований
на нечiтких бiнарних вiдношеннях [11] та кутову мiру схожостi (3).

Крок 3. Зменшення потужностi критерiального простору. Надалi в ко-
жному iз утворених кластерiв представником кластера обираємо центроїди
c∗1, c

∗
2, . . . , c

∗
z знайденi за формулою (4, 5). Вони є лiнiйними згортками критерiїв

ефективностi, що входять до вiдповiдного кластеру, тому повнiстю забезпечу-
ють виконання умов Парето для оптимальної точки знайденої в подальшому.

6. Експерименти. Для проведення експериментiв була розроблена комп’ю-
терна програма, що реалiзує запропонований пiдхiд при кластеризацiї критерiїв
ефективностi за кутовою мiрою подiбностi (3) на кластери конiчної форми. Во-
на є доповненням до вже iснуючого програмного забезпечення для проведення
елiпсоїдної кластеризацiї [11] та кластеризацiї концентричними сферами [12].

Вхiдною iнформацiєю для проведення групування об’єктiв є числовi величи-
ни n,m, µ∗Rarg та координати векторiв ci. Далi для чiткої кластеризацiї застосову-
ється метод однорiвневої кластеризацiї iз п. 6 [11], адаптований до використання
кутової мiри подiбностi (3).

7. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Дана робота є
розвитком напрямку структурування множини критерiїв ефективностi для кла-
су багатокритерiальних задач лiнiйного програмування iз критерiальним про-
стором великої розмiрностi в умовах коли неможливе або утруднене групуван-
ня, порiвняння чи впорядкування часткових критерiїв ОПР.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає в тому, що описано нечiтке
бiнарне вiдношення та його функцiю належностi, якi характеризують кутову
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мiру подiбностi критерiїв ефективностi. Модифiковано метод однорiвневої кла-
стеризацiї [10] для використання кутової мiри подiбностi. Представлено ком-
плексний пiдхiд до структурування критерiального простору векторних задач
лiнiйного програмування.

Практичне значення отриманих результатiв полягає в розробленому про-
грамному забезпеченнi, що реалiзує кластеризацiю конiчними кластерами. Про-
ведення експериментiв показало його ефективнiсть при розв’язаннi певних кла-
сiв прикладних задач.

Перспективнi дослiдження полягають у розвитку пiдходу кластеризацiї ме-
тодом, що заснований на нечiтких бiнарних [11] за кутовою мiрою подiбностi
(3) для розв’язання iнших класiв прикладних задач.

Роботу виконано в рамках держбюджетної науково-дослiдної теми Ужгород-
ського нацiонального унiверситету «Розробка математичних моделей i методiв
для оброблення iнформацiї та iнтелектуального аналiзу даних» (номер держав-
ної реєстрацiї 0115U004630).
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Malyar M. M., Kondruk N. E. Structuring of the ctriterional space by an angle
similarity measure.

Multicriteria decision-making is a particularly hard complex of tasks for a person’s
information processing system. As a rule, the more the problem model is constructed and
reflects the real problem or task that caused it, the more criteria it has to take into account.
With this dimension, classical methods of mathematical programming are ineffective. This

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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necessitates the development of specific methods and approaches designed to structure the
criterion space of large dimension problems.

This paper describes a fuzzy binary relation and its belonging function that determine
the angular measure of similarity of efficiency criteria. It characterizes the degree of similar-
ity between the vector gradients of the objective functions of the efficiency criteria between
them. The one-tier clustering method was modified based on fuzzy binary relations to use
the angular similarity measure. This allowed clustering of the criterion space into coni-
cal clusters on the basis of similarity - a consistent strong link between the performance
criteria.

The complex approach to structuring the criterion space of vector linear programming
problems is presented. On the basis of the proposed mathematical apparatus, software
was developed that implements clustering with conical clusters. Conducting hands-on
experiments has shown its effectiveness in solving certain classes of application tasks. This
work is an evolution of the direction of structuring the set of efficiency criteria for a class
of multicriteria linear programming problems with a large dimensional criterion space in
conditions where it is difficult or impossible to group, compare or order partial criteria,
preferably for the decision maker. Prospective research is to develop a proposed clustering
approach which is based on method of fuzzy binary angular similarity measures for solving
other classes of applied problems.

Keywords: clustering, multicriteria optimization, structuring, angular similarity measure,
similarity measure.
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