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ОЦIНЮВАННЯ ПАРАМЕТРIВ ДРОБОВОГО БРОУНIВСЬКОГО
РУХУ ЗА СПОСТЕРЕЖЕННЯМИ З ПОХИБКАМИ ТА

IНТЕРВАЛИ НАДIЙНОСТI

Нехай BH(t), t ∈ R – випадковий процес дробового броунiвського руху з нульовим
математичним сподiванням та коварiацiйною функцiєю

r(s, t) =
c

2
(|s|2H + |t|2H − |s− t|2H), s, t ∈ R

з параметрами c, H, де c > 0, H ∈ (0, 1) – параметр Хюрста. У цiй роботi побудованi
конзистентнi оцiнки параметра c та параметра Хюрста H за спостереженнями дро-
бового броунiвського руху у моменти часу k + 1

2 , де k – натуральне число з адитив-
ними похибками. Припускається, що похибки утворюють послiдовнiсть незалежних
однаково розподiлених випадкових величин з нульовим математичним сподiванням
та дисперсiєю σ2. Ця послiдовнiсть випадкових величин незалежна вiд дробового бро-
унiвського руху BH(t), t ∈ R. Через B̃H(k), B̃H(k + 1

2 ) позначимо спостереження
випадкового процесу BH(t) у точках k, k + 1

2 , k ∈ N з адитивними похибками. Для
отримання конзистентних оцiнок параметрiв c, H застосованi статистики, побудованi
за допомогою приростiв першого та другого порядкiв послiдовностi випадкових вели-
чин (B̃H(k), k ≥ 1):

S(1)
n =

1

n

n∑
k=1

(B̃H(k + 1)− B̃H(k))2,

S(2)
n =

1

n

n∑
k=1

(
B̃H(k + 1)− 2B̃H

(
k +

1

2

)
+ B̃H(k)

)2

, n ≥ 1.

Для пiдрахунку дисперсiй випадкових величин S(1)
n , S

(2)
n застосована формула Iс-

серлiса, що має мiсце для випадкових величин, що мають сумiсний гауссовий роз-
подiл з нульовим середнiм. Застосування цiєї формули можливо завдяки гауссово-
стi дробового броунiвського руху та похибок спостережень. Нехай вiдомо, що пара-
метр Хюрста H належить промiжку H ∈ (0, H∗], де H∗ ∈ (0, 1), – фiксоване число,
натуральне число q задовольняє нерiвнiсть q > 1

4−4H∗ . Тодi статистики ĉn = An,

Ĥn = 1 − 1
2 log2

(
1 + Bn

An

)
, де An = S

(1)
nq − 2σ2, Bn = S

(2)
nq − 6σ2 є строго конзистен-

тними оцiнками параметрiв c, H. Для доведення строгої конзистентностi оцiнок у
статтi отриманi оцiнки зверху дисперсiй V arS

(1)
n , V arS

(2)
n . Оцiнка дисперсiї V arS(1)

n

залежить вiд H∗ :

V arS(1)
n ≤ 2(c+ 2σ2)2

n
+

4(c+ 2σ2)2

n
+

4c21
n


ζ(4− 4H∗), H∗ < 3

4 ;

1 + lnn,H∗ = 3
4 ;

n4H∗−3

4H∗−3 , H
∗ ∈ ( 3

4 , 1),
де c1 = max( 1

4 , 2H
∗(2H∗ − 1)),

ζ(s) = 1 +
1

2s
+ · · ·+ 1

ns
+ · · · , s > 1

– дзета функцiя, тодi як V arS(2)
n = O

(
1
n

)
, n→∞ для всiх значень H∗ ∈ (0, 1).

У роботi побудованi iнтервали надiйностi з заданим коефiцiєнтом надiйностi 1− ε
для параметрiв c, H. Для побудови iнтервалiв надiйностi використанi оцiнки зверху
дисперсiй V arS(1)

n , V arS
(2)
n .

Ключовi слова: дробовий броунiвський рух, параметр Хюрста, конзистентна оцiнка,
довiрчi iнтервали, бакстерiвськi суми.
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1. Вступ. Гауссовий випадковий процес BH(t), t ∈ R з нульовим математичним
сподiванням та коварiацiйною функцiєю

r(s, t) =
c

2
(|s|2H + |t|2H − |s− t|2H), s, t ∈ R, (1)

де c > 0, H ∈ (0, 1) називається дробовим броунiвським рухом з параметром
Хюрста H.

Оцiнювання параметрiв дробового броунiвського руху має велике практичне
значення i є актуальною темою дослiджень.

Застосування бакстерiвських сум дозволяє отримувати строго конзистентнi
оцiнки та неасимптотичнi довiрчi iнтервали для параметрiв, що оцiнюються. У
роботах [1]- [3], були застосованi бакстерiвськi суми для оцiнювання параметра
Хюрста та побудованi довiрчi iнтервали. Монографiя [4] мiстить пiдроздiл, в
якому розглянуто оцiнювання параметрiв коварiацiйних функцiй випадкових
процесiв методом бакстерiвських сум. Оцiнювання параметра Хюрста в цих
роботах розглядався при c = 1.

В статтi [5] дослiджена конзистентнiсть параметра Хюрста в моделi реаль-
них вимiрювань. В останнi роки багато дослiджень присвяченi оцiнюванню па-
раметрiв в моделях з похибками. Так, в монографiї [6] дослiдженi моделi регресiї
з похибками вимiрювань для оцiнювань радiацiйних ризикiв. У статтях [7], [8]
дослiджено оцiнки параметра Хюрста дробового броунiвського руху у моделях з
похибками при c = 1. Стаття [9] присвячена оцiнюванню параметрiв в змiшанiй
моделi.

У цiй статтi побудовано конзистентнi оцiнки для параметра Хюрста H i мно-
жника c > 0 коварiацiйної функцiї дробового броунiвського руху та отриманi
iнтервали надiйностi.

2. Постановка задачi. Нехай (ξn) послiдовнiсть незалежних однаково
розподiлених випадкових величин незалежних вiд випадкового процесу BH(t),
t ∈R, причому випадкова величина ξn має гауссовий розподiл з нульовим ма-
тематичним сподiванням та вiдомою дисперсiєю σ2. Випадковий процес BH(t),
t∈R спостерiгається у точках k, k+ 1

2
, де 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N з похибками ξ2k−1, ξ2k.

За спостереженнями випадкових величин

B̃H(k) = BH(k) + ξ2k−1,

B̃H

(
k +

1

2

)
= BH

(
k +

1

2

)
+ ξ2k, 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N

потрiбно оцiнити параметри c ∈ (0,+∞) та H ∈ (0, 1) коварiацiйної функцiї (1).
3. Конзистентнi оцiнки параметрiв c, H. Покладемо

S(1)
n =

1

n

n∑
k=1

(B̃H(k + 1)− B̃H(k))2, (2)

S(2)
n =

1

n

n∑
k=1

(
B̃H(k + 1)− 2B̃H

(
k +

1

2

)
+ B̃H(k)

)2

, n ≥ 1. (3)

Пiдрахуємо математичне сподiвання та дисперсiєю випадкових величин (2),
(3). Для довiльного k ≥ 1

Роздiл 1: Математика i статистика
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E(B̃H(k + 1)− B̃H(k))2 = E(BH(k + 1)−BH(k) + (ξ2k+1 − ξ2k−1))2 =

= E(BH(k + 1)−BH(k))2 + E(ξ2k+1 − ξ2k−1)2 =

= E(B2
H(k + 1)− 2BH(k)BH(k + 1) +B2

H(k)) + 2σ2 = c+ 2σ2;

E((BH(k + 1)− 2BH

(
k +

1

2

)
+BH(k)) + (ξ2k+1 − 2ξ2k + ξ2k−1))2 =

= E(B2
H(k + 1) + 4B2

H

(
k +

1

2

)
+B2

H(k)− 4BH(k + 1)BH

(
k +

1

2

)
+

+2BH(k + 1)BH(k)− 4BH

(
k +

1

2

)
BH(k)) + 6σ2 = c(22−2H − 1) + 6σ2.

Отже,
ES(1)

n = c+ 2σ2, (4)

ES(2)
n = c(22−2H − 1) + 6σ2, n ≥ 1. (5)

Перейдемо до обчислення дисперсiї. Для випадкових величин η1, η2, η3, η4 з су-
мiсним гауссовим розподiлом i нульовим математичним сподiванням має мiсце
формула Iссерлiса [10]:

E(η1η2η3η4) = Eη1η2Eη3η4 + Eη1η3Eη2η4 + Eη1η4Eη2η3.

За допомогою цiєї формули обчислимо дисперсiї V arS(1)
n та V arS(2)

n :

V arS(1)
n =

1

n2

n∑
k,j=1

E(B̃H(k + 1)− B̃H(k))2(B̃H(j + 1)− B̃H(j))2−

− 1

n2

n∑
k,j=1

E(B̃H(k + 1)− B̃H(k))2E(B̃H(j + 1)− B̃H(j))2 =

=
2

n2

n∑
k=1

(E(B̃H(k+1)−B̃H(k))2)2+
4

n2

∑
k<j

(E(B̃H(k+1)−B̃H(k))(B̃H(j+1)−B̃H(j)))2 =

=
2

n2

(
n(c+ 2σ2)2 + 2

∑
1≤k<j≤n

(E(B̃H(k + 1)− B̃H(k))(B̃H(j + 1)− B̃H(j)))2

)
=

=
2(c+ 2σ2)2

n
+

4(n− 1)

n2

( c
2

(22H − 2)− σ2
)2

+

+
4

n2

n−1∑
l=2

(n− l)(|l − 1|2H + |l + 1|2H − 2|l|2H)2. (6)

Аналогiчно,

V arS(2)
n =

2

n2

n∑
k=1

(
E

(
B̃H(k + 1)− 2B̃H

(
k +

1

2

)
+ B̃H(k)

))2

+
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+
4

n2

∑
1≤k<j≤n

(
E
∏
l=k,j

(
B̃H(l + 1)− 2B̃H

(
l +

1

2

)
+ B̃H(l)

))2

=

=
2

n

(
c(22−2H − 1) + 6σ2

)2
+

4(n− 1)

n2

(
c

2

(
4

(
1

2

)2H

− 6 + 4

(
3

2

)2H

− 22H

)
+ σ2

)2

+

+
4

n2

n−1∑
l=2

(n− l)
(

(l − 1)2H − 4(l − 1

2
)2H + 6l2H − 4(l +

1

2
)2H + (l + 1)2H

)2

. (7)

Лема 1. Нехай H∗ ∈ (0, 1), n ≥ 3. Для довiльних H ∈ (0, H∗] виконується
нерiвнiсть

V arS(1)
n ≤

2(c+ 2σ2)2

n
+

4(c+ 2σ2)2

n
+

4c2
1

n


ζ(4− 4H∗), H∗ < 3

4
;

1 + lnn,H∗ = 3
4
;

n4H∗−3

4H∗−3
, H∗ ∈ (3

4
, 1),

(8)

де c1 = max(1
4
, 2H∗(2H∗ − 1)).

Доведення. Для довiльного H ∈ (0, 1) :∣∣∣ c
2

(22H − 2)− σ2
∣∣∣ ≤ c+ σ2. (9)

Для l ≥ 2 вираз (l−1)2H +(l+1)2H−2l2H є приростом другого порядку функцiї
f(x) = x2H , x > 0 на вiдрiзку [l−1, l+ 1]. Тому iснує точка η ∈ (l−1, l+ 1) така,
що

|(l − 1)2H − 2l2H + (l + 1)2H | = |f ′′(η)| = |2H(2H − 1)η2H−2| =

=
|2H(2H − 1)|

η2−2H
≤ 2

(l − 1)2−2H
, l ≥ 2.

Далi,

4

n2

n−1∑
l=2

(n− l)((l − 1)2H − 2l2H + (l + 1)2H)2 ≤ 4

n

n∑
l=2

(2H(2H − 1))2

(l − 1)4−4H
≤

≤ 4c2
1

n

n−1∑
k=1

1

k4−4H∗
(10)

n−1∑
k=1

1

k4−4H∗
≤


ζ(4− 4H∗), H∗ < 3

4
;

1 + lnn,H∗ = 3
4
;

n4H∗−3

4H∗−3
, H∗ ∈ (3

4
, 1).

(11)

Iз рiвностi (6) та нерiвностей (9), (10), (11) слiдує оцiнка (8) дисперсiї V arS(1)
n .

Лема 2. Для довiльних H ∈ (0, 1), n ≥ 3

V arS(2)
n ≤

2

n
(3c+ 6σ2)2 +

4

n

(
23c

2
+ σ2

)2

+
9

4n
ζ(4), (12)

де ζ(s) = 1 + 1
2s

+ 1
3s

+ · · ·+ 1
ns

+ · · · , s > 1 – дзета-функцiя.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Доведення. Для довiльного H ∈ (0, 1)

| 4

22H
− 6 + 4

(
3

2

)2H

− 22H | ≤ 23; (13)

|22−2H − 1| ≤ 3; (14)

Для l ≥ 2 вираз (l− 1)2H − 4(l− 1
2
)2H + 6l2H − 4(l+ 1

2
)2H + (l+ 1)2H є приростом

четвертого порядку функцiї f(x) = x2H , x ≥ 0 на вiдрiзку [l − 1, l + 1].
Тому iснує точка η ∈ (l − 1, l + 1) така, що

|(l − 1)2H − 4(l − 1

2
)2H + 6l2H − 4(l +

1

2
)2H + (l + 1)2H | = |f (4)(η)|

(
1

2

)4

=

=
1

16
|f (4)(η)| = 1

16
|2H(2H − 1)(2H − 2)(2H − 3)|η2H−4 ≤ 3

4

1

(l − 1)4−2H
.

Тому

4

n2

n−1∑
l=2

(n− l)((l − 1)2H − 4(l − 1

2
)2H + 6l2H − 4(l +

1

2
)2H + (l + 1)2H)2 ≤

≤ 4

n

9

16

n−1∑
l=2

1

(l − 1)8−4H
≤ 9

4n
ζ(4) (15)

Iз нерiвностей (13), (14), (15) випливає оцiнка (12) дисперсiї V arS(2)
n .

Лема доведена.

Теорема 1. Для довiльного H ∈ (0, 1)

S(1)
n → c+ 2σ2,

S(2)
n → c(22−2H − 1) + 6σ2

у середньому квадратичному при n→∞.

Доведення. Iз оцiнок для дисперсiй V arS(1)
n , V arS

(2)
n , отриманих в лемах 1,

2, випливає, що V arS(1)
n → 0, V arS

(2)
n → 0, n→∞, звiдки випливає твердження

теореми.

Зауваження 1. Нехай q – натуральне число, q> 1
4−4H∗

. Тодi ряд
∞∑
n=1

V arS
(1)
nq

збiжний, звiдки випливає, що S(1)
nq → c+ 2σ2, n→∞ з ймовiрнiстю одиниця.

Зауваження 2. Для довiльного α > 1 ряд
∞∑
n=1

V arS
(2)
[nα] збiжний, звiдки

випливає, що S
(2)
[nα] → c(22−2H − 1) + 6σ2 з ймовiрнiстю одиниця, де [x] цiла

частина числа x ∈ R.
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Теорема 2. Нехай H∗ ∈ (0, 1), параметр Хюрста H ∈ (0, H∗] , параметр
c ∈ (0,+∞). Натуральне число q ≥ 2 вибрано так, що q > 1

4−4H∗
. Покладемо

An = S
(1)
nq − 2σ2, Bn = S

(2)
nq − 6σ2, n ≥ 1.

Тодi статистика

ĉn = An, n ≥ 1

– строго конзистентна оцiнка параметра c,

Ĥn = 1− 1

2
log2

(
1 +

Bn

An

)
, n ≥ 1

– строго конзистентна оцiнка параметра Хюрста H.

Твердження теореми 2 слiдує iз теореми 1 та зауважень 1, 2.
4. Iнтервали надiйностi. Припустимо, що параметр c належить вiдрiзку

[δ,∆], а параметр Хюрста H – промiжку (0, H∗] , H∗ ∈ (0, 1), q = [ 1
4−4H∗

] + 2.
Нехай 1− ε ∈ (0, 1) – заданий коефiцiєнт довiри.

Iнтервал надiйностi для параметра c ∈ [δ,∆].
Через s(ε, n) позначимо половину довжини iнтервала надiйностi. Внаслiдок

нерiвностi Чебишева,

P{|ĉn − c| > s(ε, n)} = P{|An − EAn| > s(ε, n)} ≤ V arAn
s2(ε, n)

.

Розглянемо 3 випадки:
1) H∗ < 3

4
. У цьому випадку c1 ≤ 3

4
i

V arS
(1)
nq ≤

a1

nq
, (16)

де a1 = 2(2∆ + 2σ2)2 + 4(∆ + σ2)2 + 9
4
ζ(4− 4H∗).

Отже,
P{|ĉn − c| > s(ε, n)} ≤ a1

nqs2(ε, n)
≤ ε

при s(ε, n) ≥
√

a1
nqε
.

Таким чином, P{c ∈ (ĉn −
√

a1
nqε
, ĉn +

√
a1
nqε

)} ≥ 1− ε.
2) H∗ = 3

4
. Тут як i у попередньому випадку, c1 ≤ 3

4
i

V arS
(1)
nq ≤

a2

nq
+

9q lnn

4nq
, (17)

де a2 = 2(2∆ + 2σ2)2 + 4(∆ + σ2)2 + 9
4
. При цьому можна покласти

s(ε, n) =

√
4a2 + 9q lnn

4nqε
.

3) H∗ ∈ (3
4
, 1). У цьому випадку c1 ≤ 2 i

V arS
(1)
nq ≤

a3

nq
+

16nq(4H
∗−3)

nq
, (18)
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де a3 = 2(2∆ + 2σ2)2 + 4(∆ + σ2)2. При цьому можна покласти

s(ε, n) =

√
a3 + 16nq(4H∗−3)

nqε
.

Iнтервал надiйностi для параметра Хюрста H ∈ (0, H∗].
Покладемо Θ = 22−2H − 1, H ∈ (0, H∗] . Тодi Θ̂ = Bn

An
– сильно конзистентна

оцiнка параметра Θ; Θ̂n = 22−2Ĥn − 1. Спочатку побудуємо iнтервал надiйностi
для параметра Θ. Зауважимо, що Θ = EBn

EAn
. Через r(ε, n) позначимо половину

довжини iнтервала надiйностi для параметра Θ. Маємо

P{|Θn −Θ| > r(ε, n)} = P{|Bn

An
−Θ| > r(ε, n)} =

= P{|Bn

An
−Θ| > r(ε, n), An > 0}+ P{|Bn

An
−Θ| > r(ε, n), An < 0} ≤

≤ P{|Bn − AnΘ| > Anr(ε, n)}+ P{An < 0} =

= P{Bn − AnΘ < −Anr(ε, n)}+ P{Bn − AnΘ > Anr(ε, n)}+ P{An < 0} =

= P{An(Θ− r(ε, n))−Bn > 0}+ P{Bn − An(Θ + r(ε, n)) > 0}+ P{An < 0}.
Перший та другий доданки в останньому виразi позначимо вiдповiдно через

P1, P2.
Зауважимо, що

E(An(Θ− r(ε, n))−Bn) = −r(ε, n)EAn = −cr(ε, n),

E(Bn − An(Θ + r(ε, n))) = −r(ε, n)EAn = −cr(ε, n).

Тому

P1 = P{An(Θ− r(ε, n))−Bn − E(An(Θ− r(ε, n))−Bn) > cr(ε, n)},

P2 = P{Bn − An(Θ + r(ε, n))− E(Bn − An(Θ + r(ε, n))) > cr(ε, n)}.
Далi,

P1 ≤ P{|An(Θ− r(ε, n))−Bn − E(An(Θ− r(ε, n))−Bn)| > cr(ε, n)},

i
P2 ≤ P{|Bn − An(Θ + r(ε, n))− E(Bn − An(Θ + r(ε, n)))| > cr(ε, n)}.

Внаслiдок нерiвностi Чебишева та нерiвностi (a− b)2 ≤ 2a2 + 2b2 отримуємо

P1 ≤
V ar(An(Θ− r(ε, n))−Bn)

c2r2(ε, n)
≤ 2

(Θ− r(ε, n))2V ar(An) + V ar(Bn)

c2r2(ε, n)
.

P2 ≤
V ar(Bn − An(Θ + r(ε, n)))

c2r2(ε, n)
≤ 2

(Θ + r(ε, n))2V ar(An) + V ar(Bn)

c2r2(ε, n)
.

Оскiльки Θ ∈ (0, 3), r(ε, n) можна вважати менше одиницi, а c ∈ [δ,∆], то

P1 + P2 ≤ 2
2(Θ2 + r2(ε, n))V ar(An) + 2V ar(Bn)

c2r2(ε, n)
≤ 2

20V ar(An) + 2V ar(Bn)

δ2r2(ε, n)
.
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Тепер оцiнимо зверху P{An < 0}. Маємо:

P{An − EAn < −c} = P{EAn − An > c} ≤ P{|EAn − An| > c} ≤

≤ P{|EAn − An| > δ} ≤ V ar(An)

δ2
.

Оскiльки V arAn → 0, n → ∞ то iснує натуральне число n0, таке, що для
всiх n ≥ n0 виконується нерiвнiсть

V ar(An)

δ2
< ε2.

Зауважимо, що V ar(An) = V arS
(1)
nq , V ar(Bn) = V arS

(2)
nq i вiдповiдне число

n0 можна визначити за допомогою нерiвностi (8) леми 1. Для n ≥ n0

P{|Θn −Θ| > r(ε, n)} ≤ 4
10V ar(An) + V ar(Bn)

δ2r2(ε, n)
+ ε2.

Тепер r(ε, n) визначимо за допомогою нерiвностi 410V ar(An)+V ar(Bn)
δ2r2(ε,n)

< ε − ε2

та нерiвностей для V arS(1)
nq , V arS

(2)
nq . Iз нерiвностi (12) леми 2 слiдує наступна,

незалежна вiд H∗, оцiнка дисперсiї V arBn :

V arBn = V arS
(2)
nq ≤

a4

nq
(19)

де a4 = 18(∆ + 2σ2)2 + 4
(

23
2

∆ + σ2
)2

+ 9
4
ζ(4).

Оцiнка дисперсiї V arAn = V arS
(1)
nq залежить вiд H∗. Розглянемо три випад-

ки:
1) H∗ < 3

4
. Iз оцiнок (16), (19) для дисперсiй V ar(An), V ar(Bn) слiдує, що

4
10V ar(An) + V ar(Bn)

δ2r2(ε, n)
≤ 4

10a1 + a4

nqδ2r2(ε, n)
.

Тепер r(ε, n) можна визначити iз рiвностi

4
10a1 + a4

nqδ2r2(ε, n)
= ε− ε2,

r(ε, n) =
2

δ

√
10a1 + a4

nq(ε− ε2)
, n ≥ n0.

2) H∗ = 3
4
. У цьому випадку iз нерiвностей (17), (19) випливає, що

4
10V ar(An) + V ar(Bn)

δ2r2(ε, n)
≤ 4

10a2 + 2, 25q lnn+ a4

nqδ2r2(ε, n)
.

Таким чином, r(ε, n) визначається iз рiвностi

4
10a2 + 2, 25q lnn+ a4

nqδ2r2(ε, n)
= ε− ε2,
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звiдки

r(ε, n) =
2

δ

√
10a2 + 2, 25q lnn+ a4

nq(ε− ε2)
, n ≥ n0.

3) H∗ ∈ (3
4
, 1). Внаслiдок нерiвностей (18), (19),

4
10V ar(An) + V ar(Bn)

δ2r2(ε, n)
≤ 4

a3 + 16nq(4H
∗−3) + a4

nqδ2r2(ε, n)
.

Число r(ε, n) визначається iз рiвностi

4
a3 + 16nq(4H

∗−3) + a4

nqδ2r2(ε, n)
= ε− ε2,

звiдки

r(ε, n) =
2

δ

√
a3 + 16nq(4H∗−3) + a4

nq(ε− ε2)
, n ≥ n0.

Iз iнтервалiв надiйностi для параметра Θ = 22−2H−1, H ∈ (0, H∗] отримаємо
iнтервали надiйностi для параметра Хюрста H:

Θ ∈ (Θn − r(ε, n),Θn + r(ε, n))⇐⇒

⇐⇒ H ∈ (1− 1

2
log2(1 + Θn + r(ε, n)), 1− 1

2
log2(1 + Θn − r(ε, n))).

Теорема 3. Нехай 0<δ <∆, H∗ ∈ (0, 1), H ∈ (0, H∗], q= max([ 1
4−4H∗

]+1; 2)
фiксованi числа. Параметр c належить вiдрiзку [δ,∆], 1 − ε – заданий коефi-
цiєнт довiри. Тодi

1) Якщо H∗ < 3
4
, то

(ĉn −
√

a1

nqε
, ĉn +

√
a1

nqε
),

(
1− 1

2
log2(22−2Ĥn + r(ε, n)), 1− 1

2
log2(22−2Ĥn − r(ε, n))

)
(20)

де ĉn = An, a1 = 12(∆ + σ2)2 + 9
4
ζ(4 − 4H∗), Ĥn = 1 − 1

2
log2

(
1 + Bn

An

)
, a4 =

= 18(∆ + 2σ2)2 + 4(23
2

∆ + 2σ2)2 + 9
4
ζ(4), n ≥ n0 = min{n| a1

nqδ2
< ε2},

r(ε, n) =
2

δ

√
10a1 + a4

nq(ε− ε2)

– iнтервали надiйностi з коефiцiєнтом довiри 1 − ε для параметрiв c, H вiд-
повiдно;

2) Якщо H∗ = 3
4
, то

(ĉn −
√

4a2 + 9q lnn

4nqε
, ĉn +

√
4a2 + 9q lnn

4nqε
)
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та iнтервал (20), де ĉn, Ĥn, a4 визначенi в 1), a2 = 12(∆ + σ2)2 + 9
4
,

n ≥ n0 = min{n|4a2+9q lnn
4nq

< ε2},

r(ε, n) =
2

δ

√
10a2 + 2, 25q lnn+ a4

nq(ε− ε2)

– iнтервали надiйностi з коефiцiєнтом довiри 1 − ε для параметрiв c, H вiд-
повiдно.

3) Якщо H∗ ∈ (3
4
, 1), то

(ĉn −
√
a3 + 16nq(4H∗−3)

nqε
, ĉn +

√
a3 + 16nq(4H∗−3)

nqε
)

та iнтервал (20), де ĉn, Ĥn, a4 визначенi в 1), a3 = 12(∆ + σ2)2,

n ≥ n0 = min{n|a3+16nq(4H
∗−3)

nq
< ε2},

r(ε, n) =
2

δ

√
a3 + 16nq(4H∗−3)

nq(ε− ε2)

– iнтервали надiйностi з коефiцiєнтом довiри 1 − ε для параметрiв c, H вiд-
повiдно.

5. Висновок. В роботi отриманi конзистентнi оцiнки для параметра Хюр-
ста дробового броунiвського руху з коварiацiйною функцiєю (1) i для сталої
c > 0 та побудованi довiрчi iнтервали в моделi спостереження з похибкою у
вимiрюваннях.
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Aiubova N. S. Estimation of parameters of the Fractional Brownian Motion by
observations with errors and confidence intervals.

Let BH(t), t ∈ R be a random process of fractional Brownian motion with zero mean
and covariance function

r(s, t) =
c

2
(|s|2H + |t|2H − |s− t|2H), s, t ∈ R

with parameters c, H, where c > 0, H ∈ (0, 1) is Hurst parameter. In this paper, consistent
estimates of the Hurst parameter H and parameter c are built based on observations of
fractional Brownian motion at time moments k + 1

2 , where k is a natural number with
additive errors. We assume that errors form a sequence of independent and identically-
distributed random variables with zero mean and variance σ2. This sequence of random
variables is independent of the fractional Brownian motion BH(t), t ∈ R. Let B̃H(k),
B̃H(k + 1

2 ) are observations of a random process BH(t) at points k, k + 1
2 , k ∈ N with

additive errors. To obtain consistent estimates for parameters c, H, we use statistics which
are constructed using increments of the first and second orders of the sequence of random
variables (B̃H(k), k ≥ 1):

S(1)
n =

1

n

n∑
k=1

(B̃H(k + 1)− B̃H(k))2,

S(2)
n =

1

n

n∑
k=1

(
B̃H(k + 1)− 2B̃H

(
k +

1

2

)
+ B̃H(k)

)2

, n ≥ 1.

To calculate variances of random variables S
(1)
n , S

(2)
n , the Isserlis formula is applied, which

occurs for random variables which have a compatible Gaussian distribution with zero mean.
The application of this formula is possible due to the Gausianness of the fractional Brownian
motion and errors of observations. Let it is known that the Hurst parameter H belongs
to the interval H ∈ (0, H∗], where H∗ ∈ (0, 1), is a fixed number, the natural number q

satisfies the inequality q > 1
4−4H∗ . Then statistics ĉn = An, Ĥn = 1 − 1

2 log2

(
1 + Bn

An

)
,

where An = S
(1)
nq − 2σ2, Bn = S

(2)
nq − 6σ2 are strictly consistent estimates of parameters c,

H. To prove the strict consistency of estimates, upper estimates of V arS
(1)
n , V arS

(2)
n are

obtained in the paper. The variance estimate of V arS
(1)
n depends on H∗ :

V arS(1)
n ≤ 2(c+ 2σ2)2

n
+

4(c+ 2σ2)2

n
+

4c21
n


ζ(4− 4H∗), H∗ < 3

4 ;

1 + lnn,H∗ = 3
4 ;

n4H∗−3

4H∗−3 , H
∗ ∈ ( 3

4 , 1),

Where c1 = max( 1
4 , 2H

∗(2H∗ − 1)),

ζ(s) = 1 +
1

2s
+ · · ·+ 1

ns
+ · · · , s > 1

is zeta function, whereas V arS
(2)
n = O

(
1
n

)
, n → ∞ for all H∗ ∈ (0, 1). In this article

confidence intervals with specified reliability coefficient 1− ε for parameters c, H are built.

Upper estimates of V arS
(1)
n , V arS

(2)
n are used to construct confidence intervals.

Keywords: fractional Brownian motion, Hurst parameter, consistent estimate, confidence
intervals, Baxter sums.
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