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ДОСЛIДЖЕННЯ IНТЕГРАЛЬНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ
ДIЛЕННЯМ ВIДРIЗКУ IНТЕГРУВАННЯ НАВПIЛ

Запропоновано новий пiдхiд для дослiдження та побудови наближених розв’язкiв
нелiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь, пiдпорядкованим нелiнiйним
iнтегральним крайовим умовам, якi залежать i вiд похiдної. В основi метода [6] ле-
жить перехiд вiд заданих iнтегральних крайових умов до параметризованих умов
модельного типу, якi мають простий вигляд початкових умов.

Для модельної параметризованої задачi побудована конструктивна чисельно-аналi-
тична схема, яка базується на параметризованих послiдовних наближеннях з покра-
щеними характеристиками збiжностi. Встановлено зв’язок мiж розв’язками модельної
та вихiдної крайової задачi.

В основi дослiдження iснування розв’язкiв розглядуваних крайових задач лежить
вивчення розв’язкiв скiнченно вимiрної системи наближених визначальних алгебраї-
чних рiвнянь. Ця система може бути записана в явному виглядi на основi побудованої
параметризованої послiдовностi. Таким чином вiд нескiнченно вимiрної задачi здiй-
снено перехiд до встановлення розв’язностi скiнченно вимiрної системи алгебраїчних
рiвнянь.

Доведено, що дiленням вiдрiзка iнтегрування навпiл, в два рази можна покращити
достатнi умови рiвномiрної збiжностi параметризованих послiдовних наближень. Цю
технiку i її переваги продемонстровано на прикладi iнтегральної крайової задачi, в
яких для виконання достатнiх умов збiжностi потрiбно подiлити вiдрiзок iнтегрування
навпiл.

Ключовi слова: звичайнi диференцiальнi рiвняння, нелiнiйна iнтегральна крайова
задача, неперервно диференцiйовний розв’язок, параметризацiя, умова Лiпшиця, дi-
лення вiдрiзку iнтегрування, збiжнiсть послiдовних наближень.

1. Вступ. У науковiй лiтературi вивчення розв’язкiв систем нелiнiйних звичай-
них диференцiальних рiвнянь, пiдпорядкованих рiзного вигляду iнтегральним
крайовим умовам, звертають досить багато уваги [3], [5], [7–10].

Дослiдження таких крайових задач пов’язано з властивостями спецiальних
послiдовностей функцiй. Головне обмеження пов’язане iз збiжнiстю цих послi-
довностей полягає в тому, що найбiльше власне значення матрицi Q, припуска-
ється меншим за одиницю:

Q =
3(b− a)

10
K (1)

r(Q) < 1. (2)
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У данiй роботi показано, що використовуючи вiдповiдну технiку дiлення
заданого iнтервалу на пiдiнтервали достатню умову вдається послабити в два
чи бiльше разiв.

2. Постановка задачi та зведення до двох модельних задач. Розгля-
немо нелiнiйну iнтегральну крайову задачу вигляду:

du(t)

dt
= f(t, u(t)), t ∈ [a, b], (3)∫ b

a

g(s, u(s), u′(s))ds =

∫ b

a

g (s, u(s), f(s, u(s))) ds = d, (4)

де f : [a, b] × D → Rn, g : [a, b] × D × D′ → Rn є неперервнi функцiї в деякiй
обмеженiй областi D ⊂ Rn, D

′ ⊂ Rn i d ∈ Rn заданий постiйний вектор.
Зафiксуємо деякi вiдкритi обмеженi областi Da, Da+b

2
, Db ⊂ Rn i цiкавимося

неперервно диференцiйовними розв’язками u крайової задачi (3),(4) такими, що

u(a) ∈ Da, u

(
a+ b

2

)
∈ Da+b

2
i u(b) ∈ Db. (5)

В загальному можемо вибрати Da, Da+b
2
, Db опуклими множинами.

На основi множин Da i Da+b
2

введемо в розгляд множину

Da,a+b
2

= (1− θ)z + θλ, z ∈ Da, λ ∈ Da+b
2
, θ ∈ [0, 1] , (6)

i її покомпонентний векторний ρx — окiл

Dx = B
(
Da,a+b

2
, ρx
)
. (7)

Аналогiчно, на основi множин Da+b
2

i Db визначимо множину

Da+b
2
,b = (1− θ)λ+ θη, λ ∈ Da+b

2
, η ∈ Db, θ ∈ [0, 1] , (8)

i її покомпонентний векторний ρy — окiл

Dy = B
(
Da+b

2
,b, ρ

y
)
. (9)

Важливо пiдкреслити, щоDx, Dy є обмеженi множини i надалi припускаєть-
ся, що умови Лiпшиця

f ∈ Lip(Kx, D
x), f ∈ Lip(Ky, D

y), (10)

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ Kx |u− v| , t ∈
[
a, a+b

2

]
, {u, v} ∈ Dx,

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ Ky |u− v| , t ∈
[
a+b

2
, b
]
, {u, v} ∈ Dy (11)

в цих областях виконується локально.
Ставимо задачу знаходження неперервно диференцiйовного розв’язку u за-

дачi (3), (4) для яких має мiсце включення (5).
Насамперед, спростимо iнтегральнi крайовi умови (4) i зведемо їх до пiдхо-

дящих умов модельного типу. Для цього введемо в розгляд векторнi параметри

z = col(z1, z2, . . . , zn), λ = col(λ1, λ2, . . . , λn), η = col(η1, η2, . . . , ηn) (12)

Роздiл 1: Математика i статистика
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формально поклавши

z = u(a), λ = u

(
a+ b

2

)
, η = u(b). (13)

Пiсля цього, замiсть крайової задачi (3), (4), використовуючи технiку дiлен-
ня вiдрiзку навпiл, будемо розглядати вiдповiдно на iнтервалах t ∈

[
a, a+b

2

]
та

t ∈
[
a+b

2
, b
]
, наступнi двi модельного типу параметризованi задачi (14)–(15) та

(16)-(17):
dx

dt
= f(t, x(t)), t ∈

[
a,
a+ b

2

]
, x(a) = z, (14)

dx

dt
= f(t, x(t)), t ∈

[
a,
a+ b

2

]
, x

(
a+ b

2

)
= λ, (15)

та
dy

dt
= f(t, y(t)), t ∈

[
a+ b

2
, b

]
, y

(
a+ b

2

)
= λ, (16)

dy

dt
= f(t, y(t)), t ∈

[
a+ b

2
, b

]
, y(b) = η, (17)

кожна з яких складається з двох задач Кошi, де z, λ, η ∈ Rn вважаються пара-
метрами. Зауважимо, що довжина iнтервалу в задачах (14)–(15) та (16)–(17) є
b−a

2
в протилежнiсть b− a у випадку вихiдної задачi (3), (4).
Технiка параметризацiї, яку будемо використовувати, полягає у тому, що

замiсть вихiдної задачi (3), (4) ми вивчаємо сiм’ю параметризованих модельних
задач (14)–(15) та (16)–(17). Пiсля цього, розв’язки вихiдної КЗ отримуються
вiдповiдним вибором чисельних значень введених параметрiв.

Зауваження 1. Множина розв’язкiв крайової задачi (3), (4) спiвпадає з
тiєю множиною розв’язкiв параметризованих задач (14)–(15) та (16)–(17),
якi задовольняють додатковим умовам (13).

Лема 1. ( [2], Лема 3.13). Нехай f : [τ, τ + I]→ Rn є неперервною функцiєю.
Тодi для довiльного t ∈ [τ, τ + I] , має мiсце нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣

t∫
τ

f(τ)− 1

I

τ+I∫
τ

f(s)ds

 dτ
∣∣∣∣∣∣ ≤ α1(t, τ, I) δ[τ,τ+I](f), (18)

де
α1(t, τ, I) = 2 (t− τ)

(
1− t− τ

I

)
, |α1(t, τ, I)| ≤ I

2
, t ∈ [τ, τ + I] , (19)

i

δ[τ,τ+I](f) =

max
t∈[τ,τ+I]

f(t)− min
t∈[τ,τ+I]

f(t)

2
.

Лема 2. ( [2], Лема 3.16). Нехай послiдовнiсть безперервних функцiй
{αm(t, τ, I)}∞m=0 для t ∈ [τ, τ + I] визначається рекурентним спiввiдношенням

αm+1(t, τ, I) =

(
1− t− τ

I

) t∫
τ

αm(s, τ, I)ds+
t− τ
I

τ+I∫
t

αm(s, τ, I)ds, (20)
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m = 0, 1, 2, ...., де
α0(t, τ, I) = 1,

тодi справедлива наступна оцiнка для t ∈ [τ, τ + I]:

αm+1(t, τ, I) ≤ 10

9

(
3I

10

)m
α1(t, τ, I), m > 0, (21)

αm+1(t, τ, I) ≤ 3I

10
αm(t, τ, I),m > 2,

де α1(t, τ, I) наводиться в (19).

3. Дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл та послiдовнi наближення.
Отже, ми пропонуємо замiсть IКЗ (3)–(4) дослiджувати спочатку окремо двi до-
помiжнi модельнi задачi (14)–(15) та (16)–(17). Для цього побудуємо пiдходящi
iтерацiйнi процеси i вивчатимемо їх властивостi.

Покладемо, що областю визначення по фазовiй змiннiй функцiї f в правiй
частинi системи (3) є множина Dx вигляду (7), тобто f :

[
a, a+b

2

]
×Dx → Rn.

Припустимо, що f ∈ Lip(Kx, D
x) з вектором ρx, який задовiльняє нерiвнiсть

ρx ≥ b− a
4

δ[a,a+b2 ],Dx(f), (22)

крiм того

r (Qx) < 1, Qx =
3(b− a)

20
Kx. (23)

Для параметризованої задачi (14)–(15) введемо в розгляд наступну рекурен-
тну параметризовану послiдовнiсть функцiй xm :

[
a, a+b

2

]
× Da × Da+b

2
→ Rn,

m = 0, 1, 2, ..., поклавши

x0(t, z, λ) = z +
2(t− a)

b− a
[λ− z] =

[
1− 2(t− a)

b− a

]
z +

2(t− a)

b− a
λ,

xm(t, z, λ) = z +

∫ t

a

f (s, xm−1(s, z, λ))ds−

− 2(t− a)

b− a

∫ a+b
2

a

f (s, xm−1(s, z, λ))ds− 2(t− a)

b− a
[λ− z] , t ∈

[
a,
a+ b

2

]
(24)

для всiх m = 1, 2, ..., z ∈ Rn i λ ∈ Rn.
Подiбно, для параметризованої задачi (16)–(17) на пiдiнтервалi

[
a+b

2
, b
]
по-

кладемо, що областю визначення по фазовiй змiннiй функцiї f є множина Dy

вигляду (9), крiм того припустимо, що f ∈ Lip(Ky, D
y) з вектором ρy, який

задовiльняє нерiвнiсть

ρy ≥ b− a
4

δ[a+b2
,b],Dy(f) (25)

i

r(Qy) < 1, Qy =
3(b− a)

20
Ky. (26)
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Для вивчення другої модельної задачi (16)–(17) введемо в розгляд парамет-
ризовану послiдовнiсть функцiй ym :

[
a+b

2
, b
]
× Da+b

2
× Db → Rn, m = 0, 1, 2, ...,

поклавши

y0(t, λ, η) = λ+
2t− a− b
b− a

[η − λ] =

[
1− 2t− a− b

b− a

]
λ+

2t− a− b
b− a

η,

ym = λ+

∫ t

a+b
2

f (s, ym−1(s, λ, η)) ds−

− 2t− a− b
b− a

∫ b

a+b
2

f (s, ym−1(s, λ, η)) ds+
2t− a− b
b− a

[η − λ] , t ∈
[
a+ b

2
, b

]
(27)

для всiх m = 1, 2, ..., λ ∈ Rn i η ∈ Rn.
Зауважимо, що всi члени послiдовностi функцiй (24), (27) задовольняють

модельнi крайовi умови (13) для всiх z, λ i η з Rn.
4. Збiжнiсть послiдовних наближень. Будемо використовувати послi-

довностi xm :
[
a, a+b

2

]
×Da×Da+b

2
→ Rn, m = 0, 1, 2, ..., i ym :

[
a+b

2
, b
]
×Da+b

2
×Db →

Rn ,m = 0, 1, 2, ... з формул (24) та (27) для дослiдженння розв’язкiв вихiдної
IКЗ (3), (4).

Наступне твердження показує, що послiдовнiсть функцiй (24) рiвномiрно
збiгається для всiх (z, λ) ∈ Da×Da+b

2
i ї ї гранична функцiя є розв’язком певної

адитивно збуреної задачi.

Теорема 1. Нехай iснує невiд’ємний вектор ρx такий, що f ∈ Lip(Kx, D
x)

на iнтервалi t ∈
[
a, a+b

2

]
i який задовольняє нерiвнiсть (22) та виконується

r(Qx) < 1,

де матриця Qx задана (23).
Тодi, для довiльної пари векторiв (z, λ) ∈ Da ×Da+b

2
:

1. Всi члени послiдовностi (24) є неперервно диференцiйовними функцiями
на iнтервалi t ∈

[
a, a+b

2

]
i задовольняють модельнi умови

xm (t = a, z, λ) = z, xm

(
t =

a+ b

2
, z, λ

)
= λ.

2. Послiдовностi функцiй (24) на iнтервалi t ∈
[
a, a+b

2

]
рiвномiрно збiгаєть-

ся при m→∞ до граничної функцiї

x∞ (t, z, λ) = lim
m→∞

xm(t, z, λ).

3. Гранична функцiя задовольняє умови

x∞ (a, z, λ) = z, x∞

(
a+ b

2
, z, λ

)
= λ.

4. Функцiя x∞ (t, z, λ) в областi Dx є єдиним неперервно диференцiйовним
розв’язком iнтегрального рiвняння

x(t) = z +

t∫
a

f(s, x(s))ds−
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− 2(t− a)

b− a

a+b
2∫

a

f(s, x(s))ds+
2(t− a)

b− a
[λ− z] , t ∈

[
a,
a+ b

2

]
. (28)

Iншими словами, x∞ (t, z, λ) є розв’язком наступної задачi Кошi для ади-
тивно збуреної системи:

dx

dt
= f(t, x) +

2

b− a
∆(z, λ), t ∈

[
a,
a+ b

2

]
,

x (a) = z,
(29)

де збурення ∆(z, λ) : Da×Da+b
2
→ Rn є вiдображенням, яке задається форму-

лою

∆(z, λ) = λ− z −

a+b
2∫

a

f(s, x∞ (s, z, λ))ds. (30)

5. Має мiсце наступна оцiнка:

|x∞ (t, z, λ)− xm (t, z, λ)| 6

6
10

9
α1

(
t, a,

a+ b

2

)
Qm
x (In −Qx)

−1 δ[a, b−a2 ],Dx(f), t ∈
[
a,
a+ b

2

]
,m ≥ 0, (31)

де

δ[a,a+b2 ],Dx(f) =
1

2

[
max

(t,x)∈[a,a+b2 ]×Dx
f(t, x)− min

(t,x)∈[a,a+b2 ]×Dx
f(t, x)

]
. (32)

Доведення. Справедливiсть твердження 1 перевiряється прямим обчисле-
нням. Аналогiчно [6] доведемо, що при умовах теореми для фiксованих z ∈ Da,
λ ∈ Da+b

2
i t ∈

[
a, a+b

2

]
, послiдовнiсть функцiй (24) належить областi D i є

послiдовнiстю Кошi у банаховому просторi C
([
a, a+b

2

]
,Rn

)
з стандартною рiв-

номiрною нормою.
Дiйсно з використанням оцiнки (18) з леми 1 для τ = a, I = b−a

2
, спiввiдно-

шення (24) при m = 0, t ∈
[
a, a+b

2

]
випливає, що

|x1 (t, z, λ)− x0 (t, z, λ)| ≤

≤ 1

2
α1

(
t, a,

b− a
2

)[
max

t∈[a,a+b
2

]
f (t, x0 (t, z, λ))− min

t∈[a,a+b
2

]
f (t, x0 (t, z, λ))

]

≤ α1

(
t, a,

b− a
2

)
δ[a,a+b2 ],Dx(f) ≤ b− a

4
δ[a,a+b2 ],Dx(f), (33)

приходимо до висновку, що x1 (t, z, λ) ∈ Dx, при (t, z, λ) ∈ [a, b]×Da ×Da+b
2
.

Використовуючи це i мiркуючи за iндукцiєю згiдно леми 2 легко встановити,
що

|xm (t, z, λ)− x0 (t, z, λ)| ≤ α1

(
t, a, b−a

2

)
δ[a,a+b2 ],Dx(f) ≤ b−a

4
δ[a,a+b2 ],Dx(f),

m = 2, 3 . . . ,
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це означає, що всi функцiї послiдовностi (24) мiстяться в областi Dx, для всiх
m = 1, 2, 3, . . . та (t, z, λ) ∈ [a, b]×Da ×Da+b

2
.

Розглянемо рiзницю функцiй

xm+1 (t, z, λ)− xm (t, z, λ) =

t∫
a

[f (s, xm(s, z, λ))− f (s, xm−1(s, z, λ))] ds−

− 2(t− a)

b− a

a+b
2∫

a

[f (s, xm(s, z, λ))− f (s, xm−1(s, z, λ))] ds, m = 1, 2, . . . (34)

i введемо позначення

rm(t, z, λ) = |xm (t, z, λ)− xm−1 (t, z, λ)| , m = 1, 2, . . . .

Вiдповiдно до рекурентного спiввiдношення (20) леми 2, використовуючи
умову Лiпшиця (11) i умову (21), для m = 1 з (34) i (33) випливає, що

r2(t, z, λ) ≤

≤ Kx

(1− 2(t−a)
b−a

) a∫
t

α1

(
s, a, b−a

2

)
ds+ 2(t−a)

b−a

t∫
b

α1

(
s, a, b−a

2

)
ds

 δ[a,a+b
2

],Dx(f) ≤

≤ Kxα2

(
t, a, b−a

2

)
δ[a,a+b

2
],Dx(f) ≤ 10

9
Qxα1

(
s, a, b−a

2

)
δ[a,a+b

2
],Dx(f),

де матриця Qx має вигляд (23). За iндукцiєю легко встановити, що

rm+1(t, z, λ) ≤ Km
x αm+1

(
t, a, b−a

2

)
δ[a,a+b

2
],Dx(f) ≤

≤ 10
9
Qm
x α1

(
t, a, b−a

2

)
δ[a,a+b

2
],Dx(f).

Таким чином, з урахуваннням останньої нерiвностi

|xm+j(t, z, λ)− xm(t, z, λ)| ≤
≤ |xm+j(t, z, λ)− xm+j−1(t, z, λ)|+ |xm+j−1(t, z, λ)− xm+j−2(t, z, λ)|+ . . .+

|xm+1(t, z, λ)− xm(t, z, λ)| =
j∑
i=1

rm+i(t, z, λ) ≤

≤ 10
9
α1

(
t, a, b−a

2

) j∑
i=1

Qm+i−1
x δ[a,a+b

2
],Dx(f) = 10

9
α1

(
t, a, b−a

2

)
Qm
x

j−1∑
i=0

Qi
xδ[a,a+b

2
],Dx(f),

(35)
де δ[a,a+b2 ],Dx(f) задається в (32). Оскiльки, максимальне власне значення ма-
трицi Qx вигляду (23) не перевищує одиницю, то

j−1∑
i=0

Qi
x ≤ (In −Qx)

−1 , lim
m→∞

Qm
x = 0n.

Таким чином, згiдно з критерiєм Кошi, з нерiвностi (35) випливає, що послi-
довнiсть функцiй {xm(t, z, λ)}∞m=0 вигляду (24) рiвномiрно збiгається в областi
(t, z, λ) ∈ [a, b]×Da ×Da+b

2
до граничної функцiї x∞(t, z, λ).
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Так як всi функцiї послiдовностi (24) задовольняють умови xm(a, z, λ) =
z, xm(b, z, λ) = λ для всiх значень введених параметрiв z ∈ Da, λ ∈ Da+b

2
,

можна зробити висновок, що гранична функцiя x∞(t, z, λ) також їх задовольняє.
Перейшовши у рiвностi (24) до границi при m → ∞ отримаємо, що гранична
функцiя задовольняє iнтегральне рiвняння (28) або що теж саме є розв’язком
задачi Кошi (29), де ∆(z, λ) задається формулою (30). При переходi до границi
при j →∞ у (24) отримаємо оцiнку (31), що i завершує доведення.

Теорема 2. Нехай iснує невiд’ємний вектор ρy такий, що f ∈ Lip(Ky, D
y)

на iнтервалi t ∈
[
a+b

2
, b
]
, який також задовольняє нерiвнiсть (25) i

r(Qy) < 1

де матриця Qy задана в (26).
Тодi для довiльної фiксованої пари векторiв (λ, η) ∈ Da+b

2
×Db:

1. Всi члени послiдовностi функцiї (27) є неперервно диференцiйовними на
iнтервалi t ∈

[
a+b

2
, b
]
i задовольняють модельнi умови

ym

(
t =

a+ b

2
, λ, η

)
= λ, ym (t = b, λ, η) = η.

2. Послiдовнiстi функцiй (27) на iнтервалi t ∈
[
a+b

2
, b
]
рiвномiрно збiгаєть-

ся при m→∞ до граничної функцiї

y∞ (t, λ, η) = lim
m→∞

ym(t, λ, η).

3. Гранична функцiя задовольняє умови

y∞

(
a+ b

2
, λ, η

)
= λ, y∞ (b, λ, η) = η.

4. Функцiя y∞ (t, λ, η) в областi Dy є єдиним неперервно диференцiйовним
розв’язком iнтегрального рiвняння

y(t) = λ+

t∫
a+b
2

f(s, y(s))ds−

−2t− a− b
b− a

b∫
a+b
2

f(s, y(s))ds+
2t− a− b
b− a

[η − λ] , t ∈
[
a+ b

2
, b

]
.

Iншими словами, y∞ (t, λ, η) є розв’язком наступної задачi Кошi для збуре-
ної системи диференцiальних рiвнянь:

dy

dt
= f(t, y) +

2

b− a
H(λ, η), t ∈

[
a+ b

2
, b

]
(36)

y

(
a+ b

2

)
= λ,
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де збурення H(λ, η) : Da+b
2
×Db → Rn є вiдображенням, яке задається форму-

лою

H(λ, η) = η − λ−
b∫

a+b
2

f(s, y∞ (s, λ, η))ds. (37)

5. Має мiсце наступна оцiнка:

|y∞ (t, λ, η)− ym (t, λ, η)| 6

6
10

9
α1

(
t,
a+ b

2
,
b− a

2

)
Qm
y (In −Qy)

−1 δ[a+b2
,b],Dy(f), t ∈

[
a+ b

2
, b

]
,m ≥ 0,

де

δ[a+b2
,b],Dy(f) =

1

2

[
max

(t,x)∈[a+b2
,b]×Dy

f(t, x)− min
(t,x)∈[a+b2

,b]×Dy
f(t, x)

]
.

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню теореми 1.
5. Граничнi функцiї i визначальнi рiвняння. Природно сподiвати-

ся, що граничнi функцiї x∞ (t, z, λ) i y∞ (t, λ, η) послiдовностей (24) i (27) на
пiдiнтервалах [a, a+b

2
], [a+b

2
, b] можуть бути корисними для отримання критерiя

розв’язностi IКЗ (3), (4). Виявляється, що функцiї

∆(z, λ) : Da ×Da+b
2
→ Rn i H(λ, η) : Da+b

2
×Db → Rn

якi заданi рiвняннями (30) i (37) дають можливiсть зробити такий висновок.
Насправдi, теореми 1 i 2 гарантують, що при зроблених допущеннях функцiї

x∞ (t, z, λ) :

[
a,
a+ b

2

]
→ Rn i y∞ (t, λ, η) :

[
a+ b

2
, b

]
→ Rn

є коректно визначеними для всiх (z, λ) ∈ Da ×Da+b
2

i (λ, η) ∈ Da+b
2
×Db. Тому,

якщо покласти

u∞(t, z, λ, η) :=

{
x∞ (t, z, λ) , якщо t ∈

[
a, a+b

2

]
y∞ (t, λ, η) , якщо t ∈

[
a+b

2
, b
] (38)

ми одержимо функцiю u∞(t, z, λ, η) : [a, b] × Da × Da+b
2
× Db → Rn, яка також

коректно визначена для тих же значень параметрiв (z, λ) ∈ Da×Da+b
2

i (λ, η) ∈
Da+b

2
× Db. Очевидно, що ця функцiя є неперервною, тому що в точцi t = a+b

2

маємо
x∞

(
a+ b

2
, z, λ

)
= y∞

(
a+ b

2
, λ, η

)
= λ. (39)

Поряд з рiвняннями (14) i (15) визначених вiдповiдно на iнтервалах
[
a, a+b

2

]
i
[
a+b

2
, b
]
, введемо в розгляд наступнi рiвняння з адитивним збуренням у правiй

частинi
dx

dt
= f(t, x) +

2

b− a
µx, t ∈

[
a,
a+ b

2

]
(40)

з початковою умовою
x(a) = z, (41)

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. Серiя «Мат. i iнформ.», 2019, Вип. № 2(35). ISSN 2616-7700



28 Я. В. ВАРГА, О. Г. РОШКО

та
dy

dt
= f(t, y) +

2

b− a
µy, t ∈

[
a+ b

2
, b

]
(42)

з початковою умовою

y

(
a+ b

2

)
= λ, (43)

де
µx = col (µx1 , ..., µ

x
n) , µy = col (µy1, ..., µ

y
n) ∈ Rn

вважаємо керуючими параметрами.

Теорема 3. Нехай z ∈ Da i λ ∈ Da+b
2

є фiксованi. Припустимо, що всi
умови теорем 1, 2 мають мiсце.

Тодi, для того, щоб розв’язки x (·, a, z) i y(·, a+b
2
, λ) задач Кошi (40), (41) i

(42), (43), вiдповiдно мали властивостi модельних умов

x(a) = z, x

(
a+ b

2
, a, z

)
= λ,

y

(
a+ b

2

)
= λ, y

(
b,
a+ b

2
, λ

)
= η,

необхiдно i достатньо, щоб керуючi параметри µx i µy були заданi формулами:

µx = λ− z −

a+b
2∫

a

f(s, x∞ (s, z, λ))ds

та

µy = η − λ−
b∫

a+b
2

f(s, y∞ (s, λ, η))ds,

де x∞ (·, z, λ) i y∞ (·, λ, η) є вiдповiдно граничними функцiями послiдовностей
(24) та (27). Бiльш того, в цьому випадку

x (·, a, z) = x∞ (·, z, λ) , y

(
·, a+ b

2
, λ

)
= y∞ (·, λ, η) .

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню теореми 2, [11].
Наступна теорема встановлює зв’язок функцiї (38) з розв’язком IКЗ (3), (4)

в термiнах нулiв функцiй ∆(z, λ) : Da×Da+b
2
→ Rn та H(λ, η) : Da+b

2
×Db → Rn,

якi визначенi в (30), (37).

Теорема 4. Нехай виконуються умови теорем 1, 2. Тодi:
1. Функцiя u∞ (t, z, λ, η) : [a, b] ×Da ×Da+b

2
×Db → Rn задана згiдно (38) є

неперервно диференцiйовним розв’язком IКЗ (3), (4) тодi i тiльки тодi, коли
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трiйка векторiв (z, λ, η) задовольняє систему 3n алгебраїчних рiвнянь

∆(z, λ) = λ− z −

a+b
2∫

a

f(s, x∞ (s, z, λ))ds = 0,

H(λ, η) = η − λ−
b∫

a+b
2

f(s, y∞ (s, λ, η))ds = 0,

P (z, λ, η) =

a+b
2∫

a

g
(
s, x∞ (s, z, λ) , x

′
∞ (s, z, λ)

)
ds+

+

b∫
a+b
2

g
(
s, y∞ (s, λ, η) , y

′
∞ (s, z, λ)

)
ds− d = 0.

(44)

2. Для будь-якого розв’язку U(·) задачi (3), (4) з властивiстю(
U (a) , U

(
a+ b

2

)
, U(b)

)
∈ Da ×Da+b

2
×Db,

iснує така трiйка векторiв (z0, λ0, η0) , що

U(·) = u∞(t, z0, λ0, η0),

де функцiя u∞(t, z0, λ0, η0) задана згiдно (38).

Доведення. Неперервна диференцiйовнiсть розв’язку

u∞ (t, z, λ, η) : [a, b]×Da ×Da+b
2
×Db → Rn

в точцi t = a+b
2

випливає з рiвнянь (39), (29), (36), та з перших двох формул сис-
теми (44), неперервна диференцiйовнiсть цiєї функцiї в iнших точках вiдрiзку
очевидна з їх означення.

Систему рiвнянь (44) називають системою визначальних рiвнянь тому, що
її коренi визначають розв’язки заданої крайової задачi.

Хоча Теорема 4 теоретично дає вiдповiдь як побудувати розв’язок КЗ (3),
(4), одначе її застосування пов’язане з труднощями, тому що явний вигляд
x∞ (t, z, λ), y∞ (t, λ, η) i функцiй

∆(z, λ) : Da ×Da+b
2
→ Rn, H(λ, η) : Da+b

2
×Db → Rn,

P (z, λ, η) : Da ×Da+b
2
×Db → Rn,

якi заданi в (44) зазвичай є невiдомими. Цi труднощi можуть бути подоланi,
якщо застосувати функцiї xm (s, z, λ) , ym (s, λ, η) для якогось фiксованого m.
На їх основi замiсть точної визначальної системи можна розглядати так звану
m-ту наближену систему визначальних рiвнянь:
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∆m(z, λ) = λ− z −

a+b
2∫

a

f(s, xm (s, z, λ) , )ds = 0,

Hm(λ, η) = η − λ−
b∫

a+b
2

f(s, ym (s, λ, η))ds = 0,

Pm(z, λ, η) =

a+b
2∫

a

g
(
s, xm (s, z, λ) , x

′
m (s, z, λ)

)
ds+

+

b∫
a+b
2

g
(
s, ym (s, λ, η) , y

′
m (s, z, λ)

)
ds− d = 0.

(45)

Зауважимо, що в противагу (44) m-та наближена визначальна система (45)
мiстить в собi члени, якi залежать вiд функцiй xm (·, z, λ) , ym (·, λ, η) i тому
вона явно може бути побудована.

Природно очiкувати, що наближення до невiдомого розв’язку задачi (3), (4)
може бути отримано на основi функцiї

um(t, z, λ, η) =

{
xm (t, z, λ) , якщо t ∈

[
a, a+b

2

]
ym (t, λ, η) , якщо t ∈

[
a+b

2
, b
] (46)

яка є
”
наближеним“ варiантом до (38) i яка коректно визначена для всiх t ∈ [a, b]

та (z, λ) ∈ Da ×Da+b
2
, (λ, η) ∈ Da+b

2
×Db.

Лема 3. Якщо вектори z, λ i η задовольняють наближену систему визна-
чальних рiвнянь (45), для деякого фiксованого m, тодi функцiя um(t, z, λ, η),
яка задана рiвнянням (46) є неперервно диференцiйовною на вiдрiзку [a, b] .

Приклад 1. Застосуємо технiку дiлення вiдрiзку навпiл, що описана вище
на вiдрiзку [0,1] до системи диференцiальних рiвнянь:

dx1(t)
dt

= t
4
x2

2(t)− 7
2
tx1(t) + 27

64
t3 + 3

5
t := f1(t, x1, x2),

dx2(t)
dt

= t2x1(t)− t
4
x2(t)− 1

8
t4 − 3

80
t2 + 1

4
:= f2(t, x1, x2),

(47)

з iнтегральними крайовими умовами∫ 1

0
sx1(s)x2(s)x′1(s)ds = 11

3840∫ 1

0
s2x2

2(s)x′2(s)ds = 1
320

(48)

Очевидно, що (47), (48) є окремим випадком (3), (4) при a := 0, b := 1,

f(t, x1, x2) :=

(
t
4
x2

2(t)− 7
2
tx1(t) + 27

64
t3 + 3

5
t

t2x1(t)− t
4
x2(t)−

(
1
8
t2 + 3

80

)
t2 + 1

4

)
g(t, x1, x2, x

′
1, x

′
2) :=

(
tx1x2x′1
t2x22x

′
2

)
, i d :=

(
11/3840
1/320

)
.

Можна перевiрити, що точний розв’язок IКЗ (47), (48) має вигляд:

x∗1 =
t2

8
+

1

10
, x∗2 =

t

4
. (49)
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Введемо наступнi параметри, згiдно (12), (13):

z : = x(0) = col(x1(0), x2(0)) = col(z1, z2),

λ : = x

(
1

2

)
= col

(
x1

(
1

2

)
, x2

(
1

2

))
= col (λ1, λ2) ,

η : = x(1) = col (x1 (1) , x2 (1)) = col (η1, η2) .

Нехай опуклi пiдмножини Da i Da+b
2
, де шукаємо значення розв’язку x(a) та

x(a+b
2

), мають вигляд:

Da = Da+b
2

= {(x1, x2) : 0.001 ≤ x1 ≤ 0.14, −0.1 ≤ x2 ≤ 0.14} .

А опуклi пiдмножини Da+b
2

i Db, де шукаємо значення розв’язку x(a+b
2

) та
x(b) виглядають наступним чином:

Da+b
2

= Db = {(y1, y2) : 0.12 ≤ y1 ≤ 0.23, 0.1 ≤ y2 ≤ 0.26} .

В цьому випадку опукла лiнiйна комбiнацiя Da,a+b
2

вигляду (6) для векторiв
z ∈ Da i λ ∈ Da+b

2
є наступною: Da,a+b

2
= Da = Da+b

2
, а опукла лiнiйна комбiнацiя

Da+b
2
,b вигляду (8) для векторiв λ ∈ Da+b

2
i η ∈ Db є наступною: Da+b

2
,b = Da+b

2
=

= Db.
Вектор ρx та ρy вибираємо наступним чином

ρx = ρy = col (0.7; 0.7) .

Таблиця 1. Наближенi значення параметрiв для точного розв’язку (49)

m=0 m=1 m=3 m=7
z1 0.06421701460 0.09906628668 0.1001168533 0.1000004488
z2 0.005996242672 0.0001225348381 -0.00001755409528 −5.536578960× 10−8

λ1 0.1058443567 0.1305971424 0.1313113474 0.1312502829
λ2 0.1298611545 0.1250915341 0.1249880058 0.1249999615
η1 0.2149835312 0.2247209962 0.2250320802 0.2250001206
η2 0.2513983582 0.2499957088 0.2499954852 0.2499999962

Отже, ρx – окiл Dx для Da,a+b
2

задається наступним чином

Dx = {(x1, x2) : −0.701 ≤ x1 ≤ 0.84, −0.8 ≤ x2 ≤ 0.84}

Векторний ρy – окiл Dy для Da+b
2
,b задається наступним чином

Dy = {(y1, y2) : −0.58 ≤ y1 ≤ 0.93, −0.6 ≤ y2 ≤ 0.96} .

Прямi обчислення показують, що умова Лiпшиця (10) для правої частини
системи диференцiальних рiвнянь (47) в областi D = Dx ∪ Dy виконується з
матрицею

K =

[
7/2 1/8
1 1/4

]
,

але в цьому випадку не виконується умова (2), оскiльки
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Q =
3

10

[
7/2 1/8
1 1/4

]
, r(Q) = 1.061405 > 1.

Пiсля дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл в областях Dx та Dy умова Лiпшиця
(11) виконується, вiдповiдно з матрицями Kx, Ky, на основi яких

Qx :=
3

20
Kx =

3

20

[
7/4 1/32
1/4 1/8

]
, r(Qx) = 0.2632 < 1,

Qy :=
3

20
Ky =

3

20

[
7/2 1/8
1 1/4

]
, r(Qy) = 0.5307 < 1.

Якщо вектори ρx, ρy вибрати як нижче вказано i обчислити δ[a,a+b
2

],Dx(f),
δ[a+b

2
,b],Dy(f), то отримаємо:

δ[a,a+b
2

],Dx(f) :=
1

2

[
max

(t,x)∈[0, 12 ]×Dx
f(t, x)− min

(t,x)∈[0, 12 ]×Dx
f(t, x)

]
=

[
1.392475,
0.295125

]
,

ρx =

[
0.7
0.7

]
≥ b− a

4
δ[a,a+b

2
],Dx(f) =

[
0.34811875,
0.07378125

]
.

δ[a+b
2
,b],Dy(f) :=

1

2

[
max

(t,x)∈[ 12 ,1]×Dy
f(t, x)− min

(t,x)∈[ 12 ,1]×Dy
f(t, x)

]
=

[
2.7577,

0.95

]
,

ρy =

[
0.7
0.7

]
≥ b− a

4
δ[a+b

2
,b],Dy(f) =

[
0.689425,

0.2375

]
.

Таким чином, ми перевiрили, що всi умови теорем 1, 2 для крайової задачi
(47), (48) мають мiсце.

Використовуючи пакет символьної математики Maple розв’язуємо наближе-
ну систему визначальних рiвнянь (45) при m = 0, 1, 3, 7 i отримуємо чисельнi
результати, якi представленi в таблицi 1.

На рис. 1 зображено графiки компонент точного (49) та наближеного розв’яз-
кiв на нульовiй i сьомiй iтерацiї.

а) перша компонента б) друга компонента
Рис. 1. Точний розв’язок (49) (лiнiя) та його нульове (�) i сьоме наближення

(×).
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Похибка сьомої апроксимацiї (m = 7) наступна:

max
t∈[0,1]

|x∗1(t)− x71(t)| ≤ 3 · 10−8, max
t∈[0,1]

|x∗2(t)− x72(t)| ≤ 5 · 10−8.

6. Висновки. У данiй статтi показано, що у тих випадках коли не викону-
ються достатнi умови збiжностi для модельної параметризованої послiдовностi
функцiй, а саме коли найбiльше власне значення певної матрицi, що визначає-
ться локальними умовами Лiпшиця, бiльше за одиницю, тодi доцiльно застосо-
вувати технiку дiлення вiдрiзку iнтегрування на пiдiнтервали.

Так, у випадку дiлення вiдрiзку iнтегрування [a, b] навпiл, вихiдна нелiнiйна
iнтегральна крайова задача зводиться до двох модельних параметризованих
задач, якi визначенi i вивчаються вiдповiдно на вiдрiзках

[
a, b+a

2

]
та
[
b+a

2
, b
]
.

Просто будуються двi модельнi параметризованi послiдовностi. Доводиться
їх рiвномiрна збiжнiсть. Встановлюється зв’язок розв’язкiв модельних задач з
розв’язком вихiдної iнтегральної задачi.

Доведено, що у випадку дiлення вiдрiзку iнтегрування навпiл в два раза
вдається покращити достатнi умови збiжностi побудованих послiдовностей.
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Varga I. V., Roshko O. H. Investigation of integral boundary value problems by
dividing the segment of integration in half.

We give a new approach for the investigation of existence and construction of on approxi-
mate solutions of nonlinear non-autonomous systems of ordinary differential equations

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. Серiя «Мат. i iнформ.», 2019, Вип. № 2(35). ISSN 2616-7700



34 Я. В. ВАРГА, О. Г. РОШКО

under nonlinear integral boundary conditions depending on the derivative. At the heart
of the method [6] are transition from given integral boundary conditions to parametrized
conditions model type, which have a simple appearance of the initial conditions.

For a model parametrized problem, a constructive numerical analytical schemes is cons-
tructed, which is built on parametrized approximations with improved convergence charac-
teristics. The connections between the solutions is established model and transitional of
the boundary value problems.

It is proved that by dividing the segment of integration in half, twice can be improved
sufficient conditions uniform convergence parametrized sequential approximations. This
technique and its advantages are shown in the example of integral boundary value problem,
in which to perform sufficient convergence conditions we need to divide the segment of
integration in half.

Keywords: ordinary differential equations, nonlinear integral boundary value problems,
continuously differentiated solution, Lipschitz condition, division segment integration, con-
vergence of successive approximations.
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