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НЕЗВIДНIСТЬ ОДНIЄЇ МАТРИЦI 8-ГО ПРЯДКУ НАД
ЛОКАЛЬНИМИ КIЛЬЦЯМИ ДОВЖИНИ БIЛЬШЕ 2

Розглядаються квадратнi матрицi, вигляду

(
0 ... 0 1
1 ... 0 0...
. . .

...
...

0 ... 1 0

)
· diag[

k︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1, t, . . . , t], де

k — натуральне число менше порядку матрицi, над комутативним локальним кiльцем
радикал Джекобсона якого є головним iдеалом породженим елементом t. Вiдомо, що
для k не взаємно простого з порядком матрицi всi розглядуванi матрицi звiднi. Якщо
радикал ненульовий, то всi розглядуванi матрицi з k = 1 або k на одиницю менше
порядку матрицi незвiднi а всi розглядуванi матрицi порядку менше 7 незвiднi тодi i
тiльки тодi, коли k взаємно просте з порядком матрицi. Якщо ступiнь нiльпотентностi
радикала 2, то матрицi M(t, 3, 7), M(t, 4, 7) є звiднi. Якщо радикал не нiльпотентний,
або ступiнь нiльпотентностi радикала вище 2, то всi розглядуванi матрицi порядку
менше 8 незвiднi тодi i тiльки тодi, коли k взаємно просте з порядком матрицi. Вiдо-
мо, отже, що M(t, 1, 8), M(t, 7, 8) є незвiднi а M(t, 2, 8), M(t, 4, 8), M(t, 6, 8) є звiднi. В
роботi показано незвiднiсть матрицi M(t, 5, 8). Крiм того, для довiльного комутатив-
ного локального кiльця з ненульовим радикалом, породженим елементом t, у випадку
подiбностi розглядуваних матриць довiльного порядку до ( D B

0 A ) (тобто їх звiдностi),
описується вигляд, до якого подiбна квадратна матриця D. В цьому випадку, порядок
D не менше 2 а всi стовпцi, окрiм можливо одного, який складається з усiх елементiв
кратних t, одержаного вигляду мiстять рiвно один ненульовий елемент рiвний 1 або
добутку t на оборотнiй множник. Для доведення незвiдностi матрицi M(t, 5, 8) пока-
зано, що подiбнiсть до матрицi ( D B

0 A ), за 6 можливими випадками знайденого вигляду
D неможливi. Випадки класифiковано за кiлькiстю одиниць та порядком матрицi D
вiд 2 до 4. А також показано, що неможливiсть подiбностi в iнших випадках зводиться
до розглянутих.

Ключовi слова: мономiальна матриця, незвiдна матриця, матриця порядку 8, ло-
кальне кiльце, кiльце головних iдеалiв, радикал Джекобсона.

1. Вступ. Задача про опис, з точнiстю до подiбностi, матриць над комута-
тивним кiльцем, що не є полем, мiстить в собi нерозв’язну задачу лiнiйної ал-
гебри про пару матриць над полем вже для локальних кiлець головних iдеалiв.
Для кiлець з нiльпотентним радикалом це вперше доведено в 1976 р. В. М. Бон-
даренком [1]. В таких випадках стає актуальною задача дослiджень, з точнiстю
до подiбностi, матриць спецiального вигляду.

Далi через K будемо позначати комутативне локальне кiльце, радикал Дже-
кобсона якого tK 6= 0 (t ∈ K). Нехай k i n натуральнi числа, k < n. Розглянемо
мономiальну матрицю порядку n над кiльцем K вигляду:
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M(t, k, n) =


k︷ ︸︸ ︷

0 ... 0
1 ... 0... ...

...
0 ... 1
0 ... 0... ...

...
0 ... 0

0 ... 0 t
0 ... 0 0... ...

...
...

0 ... 0 0
t ... 0 0... ...

...
...

0 ... t 0

 . (1)

Нерозкладнiсть розглядуваних матриць та достатня умова нерозкладностi пев-
ного узагальнення цих матриць одержано в [2]. З результатiв П. М. Гудивка та
одного з авторiв [3] випливає наступне твердження.

Теорема 1. Нехай K — комутативне локальне кiльце, радикал Джекоб-
сона якого tK 6= 0 (t ∈ K). Матрицi M(t, 1, n), M(t, n − 1, n) порядку n > 1
незвiднi над кiльцем K.

Було показано [4], що для (n, k) > 1 матриця M(t, k, n) звiдна над кiльцем
K, а для n < 7, (n, k) = 1 матриця M(t, k, n) незвiдна. Якщо t2 = 0 в [4, 6]
показано, що матрицi M(t, 3, 7), M(t, 4, 7) звiднi. Якщо t2 6= 0 в [5] показано,
що всi матрицi M(t, k, 7) незвiднi. Для таких матриць 8-го порядку над тим же
кiльце вiдомо, що M(t, 1, 8), M(t, 7, 8) є незвiднi а M(t, 2, 8), M(t, 4, 8), M(t, 6, 8)
є звiднi. В роботi показано незвiднiсть матрицi M(t, 5, 8).

2. Про звiднiсть матриць M(t, k, n). Через K∗ будемо позначати муль-
типлiкативну групу кiльця K а M = (mij + tK) — матрицю над полем K/tK
отриману з матрицi M = (mij) над кiльцем K редукцiєю за модулем tK.

Теорема 2. Нехай n i k натуральнi числа, k < n, K — комутативне ло-
кальне кiльце, радикал Джекобсона якого tK (t ∈ K, t 6= 0). Якщо матриця
M(t, k, n) подiбна (над K) до матрицi N = (D B

0 A ), де D — квадратна матриця
порядку m (0 < m < n), тодi D подiбна (над K) до



k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0
1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1
0 . . . 0
0 . . . 0... . . . ...
0 . . . 0

td1,k′+1 0 . . . 0 td1m

td2,k′+1 0 . . . 0 0...
... . . . ...

...
tdk′+1,k′+1 0 . . . 0 0
tdk′+2,k′+1 0 . . . 0 0
tdk′+3,k′+1 tdk′+3,k′+2 . . . 0 0...

... . . . ...
...

tdm,k′+1 0 . . . tdm,m−1 0


(2)

для деякого k′ (0 < k′ < k), де dij ∈ K∗, якщо i− j ≡ 1 (mod m).

Доведення. З [5, Теорема 2, с. 38] випливає, що D подiбна до матрицi



k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0
1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1
0 . . . 0... . . . ...
0 . . . 0

td1,k′+1 . . . td1m

td2,k′+1 . . . td2m... . . . ...
tdk′+1,k′+1 . . . tdk′+1,m

tdk′+2,k′+1 . . . tdk′+2,m... . . . ...
tdm,k′+1 . . . tdmm


, (3)
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для деякого 0 < k′ < m. Це, зокрема, означає, що D 6= 0. Позначимо через
Tij(d), де i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j, d ∈ K, перетворення подiбностi, що полягає
в додаваннi до j-го стовпця i-го стовпця домноженого на d з одночасним до-
даванням до i-го рядка j-го рядка домноженого на −d. Очевидно, результат
послiдовного виконання двох перетворень Tij(d) та Ti′j′(d′) не залежить вiд їх
порядку, якщо i = i′ або j = j′. В результатi виконання Tk′,k′+2(−tdk′+1,k′+2), . . . ,
Tk′,m(−tdk′+1,m) над матрицею (3) одержимо для деяких d′ij ∈ K матрицю

k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 0 0
1 . . . 0 0 0... . . . ...

...
...

0 . . . 1 0 0
0 . . . 0 1 0
0 . . . 0 0 1
0 . . . 0 0 0... . . . ...

...
...

0 . . . 0 0 0

td1,k′+1 td1,k′+2 . . . td1m

td2,k′+1 td2,k′+2 . . . td2m...
... . . . ...

tdk′−1,k′+1 tdk′−1,k′+2 . . . tdk′−1,m

td′k′,k′+1 td′k′,k′+2 . . . td′k′,m
tdk′+1,k′+1 0 . . . 0
tdk′+2,k′+1 tdk′+2,k′+2 . . . tdk′+2,m...

... . . . ...
tdm,k′+1 tdm,k′+2 . . . tdmm


. (4)

Проводячи перетворення далi Tk′−1,k′+2(−td′k′,k′+2), . . . , Tk′−1,m(−td′k′,m), аналогi-
чно потiм Tk′−2,k′+2(−td′′k′−1,k′+2), . . . , Tk′−2,m(−td′′k′−1,m) i так до T1,k′+2(−td(k′−1)

2,k′+2),
. . . , T1,m(−td(k′−1)

2,m ). Одержимо для деяких d′′ij, . . . , d
(k′)
ij ∈ K матрицю



k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0
1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1
0 . . . 0
0 . . . 0... . . . ...
0 . . . 0

td
(k′)
1,k′+1 td

(k′)
1,k′+2 . . . td

(k′)
1,m−1 td

(k′)
1m

td
(k′−1)
2,k′+1 0 . . . 0 0...

... . . . ...
...

tdk′+1,k′+1 0 . . . 0 0
tdk′+2,k′+1 tdk′+2,k′+2 . . . tdk′+2,m−1 tdk′+2,m

tdk′+3,k′+1 tdk′+3,k′+2 . . . tdk′+3,m−1 tdk′+3,m...
... . . . ...

...
tdm,k′+1 tdm,k′+2 . . . tdm,m−1 tdm,m


. (5)

Якщо d
(k′)
1,k′+2 ≡ . . . ≡ d

(k′)
1m ≡ 0 (mod tK) то матриця M(t, k, n) подiбна

над K/t2K до матицi вигляду N =
(
D′ B′

0 A′

)
, де D′ = (tdk′+1+i,k′+1+j) (i, j =

1, . . . ,m− k′− 1). Тодi D′ = 0, a це суперечить [5, Теорема 2, с. 38]. Не зменшу-
ючи загальностi, будемо вважати, що d(k′)

1m ∈ K∗. В результатi виконання пере-
творень Tm,k′+2

(
−d(k′)

1,k′+2(d
(k′)
1m )−1

)
, . . . , Tm,m−1

(
−d(k′)

1,m−1(d
(k′)
1m )−1

)
над матрицею

(5) одержимо для деяких d(k′+1)
ij ∈ K матрицю

k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0

1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1

0 . . . 0

0 . . . 0... . . . ...
0 . . . 0

td
(k′)
1,k′+1 0 . . . 0 td

(k′)
1m

td
(k′−1)
2,k′+1 0 . . . 0 0...

... . . . ...
...

tdk′+1,k′+1 0 . . . 0 0

tdk′+2,k′+1 td
(k′+1)
k′+2,k′+2 . . . td

(k′+1)
k′+2,m−1 tdk′+2,m

tdk′+3,k′+1 td
(k′+1)
k′+3,k′+2 . . . td

(k′+1)
k′+3,m−1 tdk′+3,m...

... . . . ...
...

td
(k′+1)
m,k′+1 td

(k′+1)
m,k′+2 . . . td

(k′+1)
m,m−1 td

(k′+1)
m,m


. (6)
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З [5, Теорема 2, с. 38] також отримуємо, що хоча б одне з чисел d(k′+1)
m,k′+2, . . . ,

d
(k′+1)
m,m−1 оборотне. Не зменшуючи загальностi, будемо вважати, що d(k′+1)

m,m−1 ∈ K∗.
В результатi виконання над (6) перетворень Tm−1,k′+2

(
−d(k′+1)

m,k′+2(d
(k′+1)
m,m−1)−1

)
, . . . ,

Tm−1,m−2

(
−d(k′+1)

m,m−2(d
(k′+1)
m,m−1)−1

)
, Tm−1,m

(
−d(k′+1)

m,m (d
(k′+1)
m,m−1)−1

)
одержимо для де-

яких d(k′+2)
ij ∈ K матрицю

k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0

1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1

0 . . . 0

0 . . . 0... . . . ...
0 . . . 0

0 . . . 0

td
(k′)
1,k′+1 0 . . . 0 0 td

(k′)
1m

td
(k′−1)
2,k′+1 0 . . . 0 0 0...

... . . . ...
...

...
tdk′+1,k′+1 0 . . . 0 0 0

tdk′+2,k′+1 td
(k′+2)
k′+2,k′+2 . . . td

(k′+2)
k′+2,m−2 td

(k′+1)
k′+2,m−1 td

(k′+2)
k′+2,m

tdk′+3,k′+1 td
(k′+2)
k′+3,k′+2 . . . td

(k′+2)
k′+3,m−2 td

(k′+1)
k′+3,m−1 td

(k′+2)
k′+3,m...

... . . . ...
...

...
td

(k′+2)
m−1,k′+1 td

(k′+2)
m,k′+2 . . . td

(k′+2)
m−1,m−2 td

(k′+2)
m−1,m−1 td

(k′+2)
m−1,m

td
(k′+1)
m,k′+1 0 . . . 0 td

(k′+1)
m,m−1 0


. (7)

Продовжуючи аналогiчно далi одержимо для деяких d
(m)
ij ∈ K, d(m)

k′+3,k′+2, . . . ,
d

(m)
m,m−1, d

(k′)
1m ∈ K∗ матрицю

k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0

1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1

0 . . . 0

0 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 0

td
(k′)
1,k′+1 0 . . . 0 td

(k′)
1m

td
(k′−1)
2,k′+1 0 . . . 0 0...

... . . . ...
...

tdk′+1,k′+1 0 . . . 0 0

td
(m)
k′+2,k′+1 td

(m)
k′+2,k′+2 . . . td

(m)
k′+2,m−1 td

(m)
k′+2,m

td
(m)
k′+3,k′+1 td

(m)
k′+3,k′+2 . . . 0 0...

... . . . ...
...

td
(m)
m,k′+1 0 . . . td

(m)
m,m−1 0


. (8)

Враховуючи оборотнiсть d
(m)
k′+3,k′+2 виконаємо над матрицею (8) перетворення

Tk′+2,k′+3

(
d

(m)
k′+2,k′+2(d

(m)
k′+3,k′+2)−1

)
. Тодi для деяких d(m+1)

ij ∈ K одержимо



k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0

1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 1

0 . . . 0

0 . . . 0
0 . . . 0... . . . ...
0 . . . 0

td
(k′)
1,k′+1 0 0 . . . 0 td

(k′)
1m

td
(k′−1)
2,k′+1 0 0 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
tdk′+1,k′+1 0 0 . . . 0 0

td
(m+1)
k′+2,k′+1 0 td

(m+1)
k′+2,k′+3 . . . td

(m)
k′+2,m−1 td

(m)
k′+2,m

td
(m)
k′+3,k′+1 td

(m)
k′+3,k′+2 td

(m+1)
k′+3,k′+3 . . . 0 0

td
(m)
k′+4,k′+1 0 td

(m)
k′+4,k′+3 . . . 0 0...

...
... . . . ...

...
td

(m)
m,k′+1 0 0 . . . td

(m)
m,m−1 0


. (9)

Проводячи аналогiчнi перетворення далi для деяких d(2m)
ij ∈ K одержимо
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

k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0

1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1

0 . . . 0

0 . . . 0... . . . ...
0 . . . 0

td
(k′)
1,k′+1 0 . . . 0 td

(k′)
1m

td
(k′−1)
2,k′+1 0 . . . 0 0...

... . . . ...
...

tdk′+1,k′+1 0 . . . 0 0

td
(2m)
k′+2,k′+1 0 . . . 0 td

(2m)
k′+2,m

td
(2m)
k′+3,k′+1 td

(m)
k′+3,k′+2 . . . 0 td

(2m)
k′+3,m...

... . . . ...
...

td
(2m)
m,k′+1 0 . . . td

(m)
m,m−1 td

(2m)
m,m


. (10)

Враховуючи оборотнiсть d(k′)
1m виконаємо над останньою матрицею перетворення

Tk′+2,1

(
d

(2m)
k′+2,m(d

(k′)
1m )−1

)
, . . . , Tm,1

(
d

(2m)
m,m (d

(k′)
1m )−1

)
. Тодi для деяких d

(2m+1)
ij ∈ K

одержимо



k′︷ ︸︸ ︷
td

(2m+1)
11 0 . . . 0

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

td
(2m+1)
k′+2,1 0 . . . 0

td
(2m+1)
k′+3,1 0 . . . 0
...

... . . . ...
td

(2m+1)
m1 0 . . . 0

td
(k′)
1,k′+1 0 . . . 0 td

(k′)
1m

td
(k′−1)
2,k′+1 0 . . . 0 0

td
(k′−2)
3,k′+1 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

tdk′+1,k′+1 0 . . . 0 0

td
(2m)
k′+2,k′+1 0 . . . 0 0

td
(2m)
k′+3,k′+1 td

(m)
k′+3,k′+2 . . . 0 0

...
... . . . ...

...
td

(2m)
m,k′+1 0 . . . td

(m)
m,m−1 0


. (11)

Перетворення T12

(
td

(2m+1)
11

)
, Tk′+2,2

(
td

(2m+1)
k′+2,1

)
, . . . , Tm,2

(
td

(2m+1)
m,1

)
, зведуть ма-

трицю (11) для деяких d(2m+2)
ij ∈ K до вигляду



k′︷ ︸︸ ︷
0 td

(2m+2)
12 . . . 0

1 td
(2m+2)
22 . . . 0

0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

0 td
(2m+2)
k′+2,2 . . . 0

0 td
(2m+2)
k′+3,2 . . . 0

...
... . . . ...

0 td
(2m+2)
m2 . . . 0

td
(k′)
1,k′+1 0 . . . 0 td

(k′)
1m

td
(k′−1)
2,k′+1 0 . . . 0 0

td
(k′−2)
3,k′+1 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

tdk′+1,k′+1 0 . . . 0 0

td
(2m)
k′+2,k′+1 0 . . . 0 0

td
(2m)
k′+3,k′+1 td

(m)
k′+3,k′+2 . . . 0 0

...
... . . . ...

...
td

(2m)
m,k′+1 0 . . . td

(m)
m,m−1 0


. (12)

Проводячи аналогiчнi перетворення далi для деяких d(3m)
ij ∈ K одержимо
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D(3m) =



k′︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0
1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 1
0 . . . 0
0 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 0

td
(3m)
1,k′+1 0 . . . 0 td

(k′)
1m

td
(3m)
2,k′+1 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

td
(3m)
k′+1,k′+1 0 . . . 0 0

td
(3m)
k′+2,k′+1 0 . . . 0 0

td
(3m)
k′+3,k′+1 td

(m)
k′+3,k′+2 . . . 0 0

...
... . . . ...

...
td

(3m)
m,k′+1 0 . . . td

(m)
m,m−1 0


. (13)

D(3m), до якої подiбнаD, має вигляд (2). Нехай 1 6 i 6 m, i−k′−1 ≡ 1 (mod m).

Залишилося показати, що d(3m)
i,k′+1 ∈ K∗. Припустимо d(3m)

i,k′+1 ∈ tK, тодi td(3m)
i,k′+1 ∈

t2K. Легко побувати стовпчик S = (α1, . . . , αk′ , 1, αk′+2, . . . , αm)T , що над K/t2K
DS = 0. Такий стовпчик є першим стовпчиком деякої оборотної матрицi C
порядку m на K/t2K i перший стовпчик DC, як i C−1DC нульовий. Оскiльки
нульова 1 × 1-матриця не подiбна матрицi вигляду (3), то маємо протирiччя
до [5, Теорема 2, с. 38]. Тому d(3m)

i,k′+1 ∈ K∗. Теорема доведена.
3. Незвiднiсть матрицi M(t, 5, 8). Нехай далi K — комутативне локальне

кiльце, радикал Джекобсона якого tK (t ∈ K, t2 6= 0). Покажемо незвiднiсть
матрицi M(t, 5, 8).

Лема 1. Для жодного d12 ∈ K∗ матриця M(t, 5, 8) не є подiбна над K до
матрицi вигляду (

D B
0 A

)
, де D =

(
0 td12

1 td22

)
.

Доведення. Без втрати загальностi, можна вважати, що t3 = 0. Припу-
стимо, подiбнiсть матриць M(t, 5, 8) ∼ (D B

0 A ) . Тодi iснує така матриця C ∈
GL(8, K), що C−1MC = (D B

O A ) , тобто

MC = C

(
D B
O A

)
. (14)

Нехай

C = (ci,j), (i, j = 1, . . . , 8) i C ′ =



c11 c12

c21 c22

c31 c32

c41 c42

c51 c52

c61 c62

c71 c72

c81 c82


.

Тодi з рiвностi (14) отримаємо: M(t, 5, 8)C ′ = C ′D, тобто
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tc81 tc82

c11 c12

c21 c22

c31 c32

c41 c42

c51 c52

tc61 tc62

tc71 tc72


=



c12 tc11d12 + tc12d22

c22 tc21d12 + tc22d22

c32 tc31d12 + tc32d22

c42 tc41d12 + tc42d22

c52 tc51d12 + tc52d22

c62 tc61d12 + tc62d22

c72 tc71d12 + tc72d22

c82 tc81d12 + tc82d22


. (15)

Позначимо через (15)[i,j] скалярну рiвнiсть (M(t, 5, 8)C ′)ij = (C ′D)ij. Тодi:

(15)[1,1] : c12 = tc81, (15)[7,1] : c72 = tc61,
(15)[6,1] : c51 = c62, (15)[8,1] : c82 = tc71.

(15)[5,1], (15)[6,2] : c41 = c52 = tc61d12 + tc51d22,
(15)[4,1], (15)[5,2] : c31 = c42 = tc51d12 + tc41d22,
(15)[3,1], (15)[4,2] : c21 = c32 = tc41d12 + tc31d22,
(15)[2,1], (15)[3,2] : c11 = c22 = tc31d12 + tc21d22,

З цих рiвностей, зокрема, c12 = c22 = c32 = c42 = c52 = c72 = c82 = 0. З
оборотностi C випливає, що c62 6= 0. Тобто c51 = c62 ∈ K∗. Вилучаючи невiдомi
за тими ж рiвностями з (15) oтримуємо систему iз 4 рiвнянь:

tc51 = tc71d12 + t2c61d22,
t2c61 = tc81d12 + t2c71d22,
t2c71 = t2c81d22,
tc81 = 0.

З 3-го рiвняння випливає, що c71 = c81d22 + tc′71, a з 4-го: c81 = t2c′81 для
деяких c′71, c

′
81 ∈ K. А тодi з 1-го рiвняння отримуємо, що tc51 ≡ 0 (mod t2K),

що неможливо, бо c51 ∈ K∗. Лема доведена.

Лема 2. Для жодного d13, d32,∈ K∗ матриця M(t, 5, 8) не є подiбна над K
до матрицi вигляду(

D B
0 A

)
, де D =

 0 td12 td13

1 td22 0
0 td32 0

 .

Доведення. Без втрати загальностi, можна вважати, що t3 = 0. Припу-
стимо, подiбнiсть матриць M(t, 5, 8) ∼ (D B

0 A ) . Тодi iснує така матриця C ∈
GL(8, K), що

C = (ci,j), (i, j = 1, . . . , 8), C ′ =



c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

c41 c42 c43

c51 c52 c53

c61 c62 c63

c71 c72 c73

c81 c82 c83


i M(t, 5, 8)C ′ = C ′D.
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Тобто

tc81 tc82 tc83

c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

c41 c42 c43

c51 c52 c53

tc61 tc62 tc63

tc71 tc72 tc73


=



c12 tc11d12 + tc12d22 + tc13d32 tc11d13

c22 tc21d12 + tc22d22 + tc23d32 tc21d13

c32 tc31d12 + tc32d22 + tc33d32 tc31d13

c42 tc41d12 + tc42d22 + tc43d32 tc41d13

c52 tc51d12 + tc52d22 + tc53d32 tc51d13

c62 tc61d12 + tc62d22 + tc63d32 tc61d13

c72 tc71d12 + tc72d22 + tc73d32 tc71d13

c82 tc81d12 + tc82d22 + tc83d32 tc81d13


. (16)

Тодi:

(16)[1,1] : c12 = tc81, (16)[5,3] : c43 = tc51d13,
(16)[2,1], (16)[3,2] : c11 = c22 = tc31d12 + tc32d22 + tc33d32, (16)[6,1] : c62 = c51,

(16)[2,3] : c13 = tc21d13, (16)[6,3] : c53 = tc61d13,
(16)[3,1], (16)[4,2] : c32 = c21 = tc41d12 + tc31d22 + tc43d32, (16)[7,1] : c72 = tc61,

(16)[3,3] : c23 = tc31d13, (16)[8,1] : c82 = tc71.
(16)[4,1], (16)[5,2] : c42 = c31 = tc51d12 + tc41d22 + tc53d32,

(16)[4,3] : c33 = tc41d13,
(16)[5,1], (16)[6,2] : c52 = c41 = tc61d12 + tc51d22 + tc63d32,

З цих рiвностей, зокрема, c12 = c22 = c32 = c42 = c52 = c72 = c82 = 0. З
оборотностi C випливає, що c62 6= 0. Тобто c51 = c62 ∈ K∗. Вилучаючи невiдомi
за тими ж рiвностями з (16) oтримуємо систему iз 7 рiвнянь:

tc51 = tc71d12 + t2c61d22 + tc73d32,
t2c61 = tc81d12 + t2c71d22 + tc83d32,
tc63 = tc71d13,
t2c71 = t2c81d22,
tc73 = tc81d13,
tc81 = 0,
tc83 = 0.

З 1-го рiвняння випливає, що c51 = c71d12 + tc61d22 + c73d32 + t2c′51,
з 4-го: c71 = c81d22 + tc′71, з 5-го: c73 = c81d13 + t2c′73,
з 6-го: c81 = t2c′81, з 7-го: c83 = t2c′83 для деяких c′51, c

′
71, c

′
73, c

′
81,

c′83 ∈ K. Тодi c51 = tc61d22 + t2c′51 +d32 (t2c′73 + t2d13c
′
81)+d12 (tc′71 + t2d22c

′
81) ∈ tK,

що неможливо. Лема доведена.

Лема 3. Для жодного d13 ∈ K∗ матриця M(t, 5, 8) не є подiбна над K до
матрицi вигляду

(
D B
0 A

)
, де D =

 0 0 td13

1 0 td23

0 1 td33

 .

Доведення. Без втрати загальностi, можна вважати, що t3 = 0. Припу-
стимо, подiбнiсть матриць M(t, 5, 8) ∼ (D B

0 A ) . Тодi iснує така матриця C ∈
GL(8, K), що
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C = (ci,j), (i, j = 1, . . . , 8), C ′ =



c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

c41 c42 c43

c51 c52 c53

c61 c62 c63

c71 c72 c73

c81 c82 c83


i M(t, 5, 8)C ′ = C ′D.

Тобто 

tc81 tc82 tc83

c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

c41 c42 c43

c51 c52 c53

tc61 tc62 tc63

tc71 tc72 tc73


=



c12 c13 tc11d13 + tc12d23 + tc13d33

c22 c23 tc21d13 + tc22d23 + tc23d33

c32 c33 tc31d13 + tc32d23 + tc33d33

c42 c43 tc41d13 + tc42d23 + tc43d33

c52 c53 tc51d13 + tc52d23 + tc53d33

c62 c63 tc61d13 + tc62d23 + tc63d33

c72 c73 tc71d13 + tc72d23 + tc73d33

c82 c83 tc81d13 + tc82d23 + tc83d33


. (17)

Тодi:
(17)[2,2], (17)[1,1] : c23 = c12 = tc81, (17)[7,1] : c72 = tc61,
(17)[1,2], (17)[8,1] : c13 = tc82 = t2c71, (17)[7,2] : c73 = tc62,
(17)[6,2], (17)[5,1] : c63 = c52 = c41, (17)[8,2] : c83 = tc72.

(17)[6,1] : c62 = c51,
(17)[4,1], (17)[5,2], (17)[6,3] : c31 = c42 = c53 = tc61d13 + tc51d23 + tc41d33,
(17)[3,1], (17)[4,2], (17)[5,3] : c21 = c32 = c43 = tc51d13 + tc41d23 + tc31d33,
(17)[2,1], (17)[3,2], (17)[4,3] : c11 = c22 = c33 = tc41d13 + tc31d23 + tc21d33,

З цих рiвностей, зокрема, c13 = c23 = c33 = c43 = c53 = c73 = c83 = 0. З
оборотностi C випливає, що c63 6= 0. Тобто c41 = c63 ∈ K∗. Вилучаючи невiдомi
за тими ж рiвностями з (17) oтримуємо систему iз 5 рiвнянь:

0 = t2c41d
2
13 + t2c81d23,

tc41 = tc71d13 + t2c61d23 + t2c51d33,
t2c51 = tc81d13 + t2c71d23,
t2c71 = t2c51d

2
13 + 2t2c41d13d23 + t2c81d33,

tc81 = t2c61d
2
13 + 2t2c51d13d23 + t2c41d

2
23 + 2t2c41d13d33.

З 2-го рiвняння випливає, що c41 = c71d13 + tc61d23 + tc51d33 + t2c′41, a з 5-го:
c81 = tc61d

2
13 + 2tc51d13d23 + tc41d

2
23 + 2tc41d13d33 + t2c′81, для деяких c′41, c

′
81 ∈ K.

Тодi c41 ≡ c71d14 (mod tK) i c71 ∈ K∗. А тодi з 1-го рiвняння отримуємо, що 0 =
t2c41d

2
13 + t2c81d23 = t2(c71d13 + tc61d23 + tc51d33 + t2c′41)d2

13 + t2(tc61d
2
13 +2tc51d13d23 +

tc41d
2
23 + 2tc41d13d33 + t2c′81)d23 = t2c71d

3
13, що неможливо, бо c71, d13 ∈ K∗. Лема

доведена.
Лема 4. Для жодного d14, d32, d43 ∈ K∗ матриця M(t, 5, 8) не є подiбна над

K до матрицi вигляду

(
D B
0 A

)
, де D =


0 td12 0 td14

1 td22 0 0
0 td32 0 0
0 td42 td43 0

 .
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Доведення. Без втрати загальностi, можна вважати, що t3 = 0. Припу-
стимо, подiбнiсть матриць M(t, 5, 8) ∼ (D B

0 A ) . Тодi iснує така матриця C ∈
GL(8, K), що

C = (ci,j), (i, j = 1, . . . , 8), C ′ =



c11 c12 c13 c14

c21 c22 c23 c24

c31 c32 c33 c34

c41 c42 c43 c44

c51 c52 c53 c54

c61 c62 c63 c64

c71 c72 c73 c74

c81 c82 c83 c84


i M(t, 5, 8)C ′ = C ′D.

Тобто



tc81tc82tc83tc84

c11 c12 c13 c14

c21 c22 c23 c24

c31 c32 c33 c34

c41 c42 c43 c44

c51 c52 c53 c54

tc61tc62tc63tc64

tc71tc72tc73tc74


=



c12 tc11d12 + tc12d22 + tc13d32 + tc14d42 tc14d43 tc11d14

c22 tc21d12 + tc22d22 + tc23d32 + tc24d42 tc24d43 tc21d14

c32 tc31d12 + tc32d22 + tc33d32 + tc34d42 tc34d43 tc31d14

c42 tc41d12 + tc42d22 + tc43d32 + tc44d42 tc44d43 tc41d14

c52 tc51d12 + tc52d22 + tc53d32 + tc54d42 tc54d43 tc51d14

c62 tc61d12 + tc62d22 + tc63d32 + tc64d42 tc64d43 tc61d14

c72 tc71d12 + tc72d22 + tc73d32 + tc74d42 tc74d43 tc71d14

c82 tc81d12 + tc82d22 + tc83d32 + tc84d42 tc84d43 tc81d14


.

(18)
Тодi:

(18)[1,1] : c12 = tc81, (18)[4,4] : c34 = tc41d14,
(18)[8,1] : c82 = tc71, (18)[4,3] : c33 = tc44d43,
(18)[7,1] : c72 = tc61, (18)[3,4] : c24 = tc31d14,
(18)[6,3] : c54 = tc61d14, (18)[3,3] : c23 = tc34d43,
(18)[6,3] : c53 = tc64d43, (18)[2,4] : c14 = tc21d14,
(18)[6,1] : c62 = c51, (18)[2,3] : c13 = tc24d14.
(18)[5,4] : c44 = tc51d14,
(18)[5,3] : c43 = tc54d43,

(18)[5,1], (18)[6,2] : c41 = c52 = tc61d12 + tc51d22 + tc63d32 + tc64d42,
(18)[4,1], (18)[5,2] : c31 = c42 = tc51d12 + tc41d22 + tc53d32 + tc54d42,
(18)[3,1], (18)[4,2] : c21 = c32 = tc41d12 + tc31d22 + tc43d32 + tc44d42,
(18)[2,1], (18)[3,2] : c11 = c22 = tc31d12 + tc21d22 + tc33d32 + tc34d42,

З цих рiвностей, зокрема, c12 = c22 = c32 = c42 = c52 = c72 = c82 = 0. З
оборотностi C випливає, що c62 6= 0. Тобто c51 = c62 ∈ K∗. Вилучаючи невiдомi
за тими ж рiвностями з (18) oтримуємо систему iз 10 рiвнянь:
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tc51 = tc71d12 + t2c61d22 + tc73d32 + tc74d42,
t2c61 = tc81d12 + t2c71d22 + tc83d32 + tc84d42,
tc63 = tc74d43,
tc64 = tc71d14,
t2c71 = t2c81d22,
tc73 = tc84d43,
tc74 = tc81d14,
tc81 = 0,
tc83 = 0,
tc84 = 0.

З 1-го рiвняння випливає, що c51 = c71d12 + tc61d22 + c73d32 + c74d42 + t2c′51

(c′51 ∈ K), з 5-го та 8-го: c71 ≡ c81d22 ≡ 0 (mod tK), з 6-го та 10-го: c73 ≡
c84d43 ≡ 0 (mod t2K), з 7-го та 8-го: c74 ≡ c81d14 ≡ 0 (mod t2K). Тодi c51 ∈ tK,
що неможливо. Лема доведена.

Лема 5. Для жодного d14, d43 ∈ K∗ матриця M(t, 5, 8) не є подiбна над K
до матрицi вигляду

(
D B
0 A

)
, де D =


0 0 td13 td14

1 0 td23 0
0 1 td33 0
0 0 td43 0

 .

Доведення. Без втрати загальностi, можна вважати, що t3 = 0. Припу-
стимо, подiбнiсть матриць M(t, 5, 8) ∼ (D B

0 A ) . Тодi iснує така матриця C ∈
GL(8, K), що

C = (ci,j), (i, j = 1, . . . , 8), C ′ =



c11 c12 c13 c14

c21 c22 c23 c24

c31 c32 c33 c34

c41 c42 c43 c44

c51 c52 c53 c54

c61 c62 c63 c64

c71 c72 c73 c74

c81 c82 c83 c84


i M(t, 5, 8)C ′ = C ′D.

Тобто

tc81tc82tc83tc84

c11 c12 c13 c14

c21 c22 c23 c24

c31 c32 c33 c34

c41 c42 c43 c44

c51 c52 c53 c54

tc61tc62tc63tc64

tc71tc72tc73tc74


=



c12 c13 tc11d13 + tc12d23 + tc13d33 + tc14d43 tc11d14

c22 c23 tc21d13 + tc22d23 + tc23d33 + tc24d43 tc21d14

c32 c33 tc31d13 + tc32d23 + tc33d33 + tc34d43 tc31d14

c42 c43 tc41d13 + tc42d23 + tc43d33 + tc44d43 tc41d14

c52 c53 tc51d13 + tc52d23 + tc53d33 + tc54d43 tc51d14

c62 c63 tc61d13 + tc62d23 + tc63d33 + tc64d43 tc61d14

c72 c73 tc71d13 + tc72d23 + tc73d33 + tc74d43 tc71d14

c82 c83 tc81d13 + tc82d23 + tc83d33 + tc84d43 tc81d14


.

(19)
Тодi:
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(19)[1,1], (19)[2,2] : c23 = c12 = tc81, (19)[2,4] : c14 = tc21d14,
(19)[1,2] : c13 = tc82, (19)[3,4] : c24 = tc31d14,
(19)[7,1] : c72 = tc61, (19)[4,4] : c34 = tc41d14,
(19)[7,2] : c73 = tc62, (19)[5,4] : c44 = tc51d14,
(19)[8,1] : c82 = tc71, (19)[5,4] : c54 = tc61d14.
(19)[8,2] : c83 = tc72, (19)[6,1] : c62 = c51

(19)[5,1], (19)[6,2] : c63 = c52 = c41

(19)[4,1], (19)[5,2], (19)[6,3] : c31 = c42 = c53 = tc61d13 + tc51d23 + tc41d33 + tc64d43,
(19)[3,1], (19)[4,2], (19)[5,3] : c21 = c32 = c43 = tc51d13 + tc41d23 + tc31d33 + tc54d43,
(19)[2,1], (19)[3,2], (19)[4,3] : c11 = c22 = c33 = tc41d13 + tc31d23 + tc21d33 + tc44d43,

З цих рiвностей, зокрема, c13 = c23 = c33 = c43 = c53 = c73 = c83 = 0. З
оборотностi C випливає, що c63 6= 0. Тобто c41 = c52 = c63 ∈ K∗. Вилучаючи
невiдомi за тими ж рiвностями з (19) oтримуємо систему iз 8 рiвнянь:



0 = t2c41d
2
13 + t2c81d23,

tc41 = tc71d13 + t2c61d23 + t2c51d33 + tc74d43,
t2c51 = tc81d13 + t2c71d23 + tc84d43,
tc64 = tc71d14,
t2c71 = t2c51d

2
13 + 2t2c41d13d23 + t2c81d33,

tc74 = tc81d14,
tc81 = t2c61d

2
13+2t2c51d13d23+t2c41d

2
23+2t2c41d13d33+t2c64d13d43+t2c41d14d43,

tc84 = t2c41d13d14.

З 2-го рiвняння випливає, що c41 = c71d13 + tc61d23 + tc51d33 + c74d43 + t2c′41,
з 6-го: c74 = c81d14 + t2c′74, з 7-го: c81 = tc′81, де c′41, c

′
74, c

′
81 ∈ K. Тодi c41 =

c71d13 + tc61d23 + tc51d33 + t2c′41 + d43 (t2c′74 + td14c
′
81) ∈ K∗

Якщо d13 ∈ tK то з останньої рiвностi c41 ∈ tK, що неможливо. Якщо
d13 ∈ K∗, то з 1-го рiвняння останньої системи випливає, що c41 ≡ −c81d23d

−2
13

(mod tK). Тодi c41 ≡ −tc′81d23d
−2
13 ≡ 0 (mod tK), що неможливо. Лема доведена.

Лема 6. Для жодного d14 ∈ K∗ матриця M(t, 5, 8) не є подiбна над K до
матрицi вигляду

(
D B
0 A

)
, де D =


0 0 0 td14

1 0 0 td24

0 1 0 td34

0 0 1 td44

 .

Доведення. Без втрати загальностi, можна вважати, що t3 = 0. Припу-
стимо, подiбнiсть матриць M(t, 5, 8) ∼ (D B

0 A ) . Тодi iснує така матриця C ∈
GL(8, K), що
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C = (ci,j), (i, j = 1, . . . , 8), C ′ =



c11 c12 c13 c14

c21 c22 c23 c24

c31 c32 c33 c34

c41 c42 c43 c44

c51 c52 c53 c54

c61 c62 c63 c64

c71 c72 c73 c74

c81 c82 c83 c84


i M(t, 5, 8)C ′ = C ′D.

Тобто

tc81tc82tc83tc84

c11 c12 c13 c14

c21 c22 c23 c24

c31 c32 c33 c34

c41 c42 c43 c44

c51 c52 c53 c54

tc61tc62tc63tc64

tc71tc72tc73tc74


=



c12 c13 c14 tc11d14 + tc12d24 + tc13d34 + tc14d44

c22 c23 c24 tc21d14 + tc22d24 + tc23d34 + tc24d44

c32 c33 c34 tc31d14 + tc32d24 + tc33d34 + tc34d44

c42 c43 c44 tc41d14 + tc42d24 + tc43d34 + tc44d44

c52 c53 c54 tc51d14 + tc52d24 + tc53d34 + tc54d44

c62 c63 c64 tc61d14 + tc62d24 + tc63d34 + tc64d44

c72 c73 c74 tc71d14 + tc72d24 + tc73d34 + tc74d44

c82 c83 c84 tc81d14 + tc82d24 + tc83d34 + tc84d44


. (20)

Тодi:

(20)[1,1],(20)[2,2], (20)[3,3] : c12 =c23 =c34 = tc81,
(20)[1,2],(20)[2,3] : c13 =c24 = tc82,

(20)[1,3] : c14 = tc83,
(20)[4,1],(20)[5,2],(20)[6,3] : c31 =c42 =c53 =c64,

(20)[5,1],(20)[6,2] : c41 =c52 =c63,
(20)[6,1] : c51 =c62,

(20)[3,1],(20)[4,2],(20)[5,3],(20)[6,4] : c21 =c32 =c43 =c54 = tc61d14+tc51d24+tc41d34+tc31d41,
(20)[2,1],(20)[3,2],(20)[4,3],(20)[5,4] : c11 =c22 =c33 =c44 = tc51d14+tc41d24+tc31d34+tc21d41,

(20)[7,1] : c72 = tc61, (20)[8,1] : c82 = tc71,
(20)[7,2] : c73 = tc62, (20)[8,2] : c83 = tc72,
(20)[7,3] : c74 = tc63, (20)[8,3] : c84 = tc73.

З цих рiвностей, зокрема, c14 = c24 = c34 = c44 = c54 = c74 = c84 = 0. З
оборотностi C випливає, що c64 6= 0. Тобто c31 = c42 = c53 = c64 ∈ K∗. Вилучаючи
невiдомi за тими ж рiвностями з (20) oтримуємо систему iз 6 рiвнянь:



0 = t2c51d
2
14 + t2c81d24 + t2c41d14d24 + t2c31d14d34,

0 = t2c61d
2
14 + 2t2c51d14d24 + t2c41d

2
24 + t2c81d34 + t2c41d14d34+

t2c31d24d34 + t2c31d14d44,
tc31 = tc71d14 + t2c61d24 + t2c51d34 + t2c41d44,
t2c41 = tc81d14 + t2c71d24,
t2c71 = tc31d14 + t2c61d14d24 + t2c51d

2
24 + t2c51d14d34 + 2t2c41d24d34+

t2c31d
2
34 + t2c81d44 + t2c31d24d44,

tc81 = tc41d14 + tc31d24 + t2c61d14d34 + t2c51d24d34 + t2c41d
2
34 + t2c51d14d44+

t2c41d24d44 + 2t2c31d34d44.

З 3-го рiвняння випливає, що c31 = c71d14 + tc61d24 + tc51d34 + tc41d44 + t2c′31, з
6-го: c81 = c41d14 +c31d24 + tc61d14d34 + tc51d24d34 + tc41d

2
34 + tc51d14d44 + tc41d24d44 +
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2tc31d34d44 + t2c′81, де c′31, c
′
81 ∈ K. Тодi c31 ≡ c71d14 (mod tK) i c71 ∈ K∗. Вилуча-

ючи c31 та c81 отримаємо нову систему, що мiстить рiвняння

t2c71 = tc71d
2
14 + 2t2c61d14d24 + t2c51d

2
24 + 2t2c51d14d34+

2t2c41d24d34 + t2c71d14d
2
34 + 2t2c41d14d44 + 2t2c71d14d24d44.

Звiдси випливає, що tc71d
2
14 ≡ 0 (mod t2K), що неможливо, бо c71, d14 ∈ K∗.

Лема доведена.

Теорема 3. Нехай K — комутативне локальне кiльце, радикал Джекоб-
сона якого tK (t ∈ K, t2 6= 0). Матриця M(t, 5, 8) незвiдна над K.

Доведення. Припустимо матриця M(t, 5, 8) звiдна над K. Тодi матриця
M(t, k, n) подiбна (над K) до матрицi N = (D B

0 A ) , де D — квадратна матриця
порядку m (0 < m < n). Очевидно, перестановкою рядкiв i тою ж переста-
новкою стовпчикiв матрицяM(t, 5, 8)T зводиться доM(t, 5, 8). ТобтоM(t, 5, 8)T

подiбна до M(t, 5, 8). Але маємо також подiбнiсть

NT =

(
DT 0
BT AT

)
∼
(
AT BT

0 DT

)
.

Тобто, можна вважати, що m ≤ n − m, або m ≤ 4. За теоремою 2, можна
вважати, що D матриця вигляду (2) в якому (k′,m) ∈ {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 4),
(2, 4), (3, 4)}. В кожному з цих випадкiв одержуємо протирiччя з лемами 1, 2,
3, 4, 5, 6 вiдповiдно. Теорема доведена.

Автори щиро вдячнi професору В. М. Бондаренку за увагу до роботи i цiннi
поради.
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We consider a monomial n×n-matrices of form

(
0 ... 0 1
1 ... 0 0...

. . .
...

...
0 ... 1 0

)
·diag[

k︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1, t, . . . , t], where

k is an integer smaller than the size of the matrix over the commutative local ring with
Jacobson’s radical which is the principle ideal generated by the element t. It is known that
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for k which is not coprime to the size of the matrix all matrix are reducible. If the radical
is nonzero, then all considered matrices with k = 1 or k per unit less than the size of the
matrix are irreducible and all considered matrices of size less than 7 are irreducible if and
only if k is coprime with the size of the matrix. If the degree of nilpotency of radical is 2,
then the matrices M(t, 3, 7), M(t, 4, 7) are reducible. If the radical is not nilpotent, or the
degree of nilpotency of the radical is higher than 2, then all considered matrices of order
less than 8 are irreducible if and only if k is coprime with the size of matrix. It is known
that M(t, 1, 8), M(t, 7, 8) are irreducible and M(t, 2, 8), M(t, 4, 8), M(t, 6, 8) are reducible.
The paper shows the irreducibility of the matrix M(t, 5, 8). In addition, for an arbitrary
commutative local ring with a non-zero radical generated by t, if the considered matrix of
arbitrary size similar to ( D B

0 A ), (that is, their reducibility) describes the form to which a
square matrix D is similar. In this case, the order D is not less than 2 and D is similar
to form with all columns contains exactly one non-zero element equal to 1 or the product
of invertible element and t except possibly one, which consists of all elements of multiples
t. To prove that the matrix M(t, 5.8) is irreducible, it is shown that the similarity to the
matrix ( D B

0 A ), for 6 cases of the form D are not possible. The cases are classified by the
number of units and the matrix order D from 2 to 4. It is also shown that the impossibility
of similarity in other cases is reduced to considered.

Keywords: monomial matrix, irreducible matrix, 8× 8-matrix, local ring, principle ideal
ring, Jacobson radical.
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