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РОЗШИРЕНI БIНАРНI КОДИ ГОЛЕЯ ЗА ГРУПОВОЮ
АЛГЕБРОЮ ОДНIЄЇ ГРУПИ

Розширенi бiнарнi коди Голея є прикладом екстремальних бiнарних самодуальних
кодiв типу II (лiнiйних бiнарних самодуальних кодiв з вiдстаню Хемiнга мiж довiль-
ними кодовими словами кратною 4, що має найбiльшу можливу мiнiмальну вiдстань
Хемiнга серед таких кодiв з фiксованою розмiрнiстю простору кодових слiв та їх дов-
жиною). Такi коди вивчалися довгий перiод i було встановлено багато рiзних констру-
кцiй для побудови цих кодiв. Крiм того, розширенi бiнарнi коди Голея можна легко
одержати з бiнарних кодiв Голея i навпаки. А останнi є досконалими i разом з бiнарни-
ми кодами Хемiнга дають всi можливi параметри нетривiальних бiнарних досконалих
кодiв.

У статтi розглядається конструкцiя лiнiйних бiнарних кодiв, зокрема, розширених
бiнарних кодiв Голея за груповою алгеброю F2G скiнченної групи G = (C6×C2) o C2

порядку n = 24 над полем з двох елементiв F2. Розширений бiнарний код Голея визна-
чається як будь-який бiнарний лiнiйний код, для якого довжина кодових слiв рiвна
24, розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв – 12, а мiнiмальна вiдстань Хемiнга коду –
8, тобто будь-який лiнiйний бiнарний [24,12,8]-код. При дослiдженнi даних кодiв за-
стосовуємо елементи теорiї зображень, зокрема розглядаємо регулярне зображення
v → σ(v) алгебри F2G. Для даного елемента v визначаємо бiнарний код C(v), як пiд-
простiр простору Fn

2 породжений рядками матрицi σ(v). Було використано критерiя
самодуальних кодiв C(v) для довiльної скiнченної групи G порядку 24 та знайдено
легко вивiрюванi необхiднi умови самодуальностi бiнарного коду C(v) для елементiв v
групової алгеброю F2G групи G = (C6 ×C2) o C2. В результатi числових обчислень,
що передбачає перевiрку знайдених необхiдних умов, отримаємо кiлькiсть елементiв
v ∈ F2G, що C(v) є самодуальним кодом. Кiлькiснi результати поданi для порiвняння
з кiлькiстю тих же елементiв при умовi v = v∗. Ранiше в такому виглядi розширенi
бiнарнi коди Голея були знайденi тiльки для елементiв v, що v = v∗. При обчисле-
ннях отримано всi 27 648 елементiв v групової алгебри F2G, що C(v) є розширеним
бiнарним кодом Голея.

Ключовi слова: групова алгебра, розширенi бiнарнi коди, коди Голея, самодуальнi
коди, коди над полями.

1. Вступ. Розглянемо конструкцiю лiнiйних бiнарних кодiв запропоновану
Т. Харлi в [1]. Метод реалiзовує пiонерський пiдхiд С. Д. Бермана [2] (див.
також [11]), що розглядає одностороннi iдеали в групових алгебрах скiнченних
груп над скiнченними полями, як коди над тими ж полями.

Нехай F2 — поле з двох елементiв, G = {g1, g2, . . . , gn} — скiнченна група
порядку n. Нехай v = αg1g1 + αg2g2 + . . . + αgngn ∈ F2G (αi ∈ F2). Визначимо
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матрицю σ(v) ∈M(n,F2) вигляду

σ(v) =


αg−1

1 g1
αg−1

1 g2
. . . αg−1

1 gn

αg−1
2 g1

αg−1
2 g2

. . . αg−1
2 gn

...
... . . . ...

αg−1
n g1

αg−1
n g2

. . . αg−1
n gn

 .

Вiдображення v → σ(v) розглядається в теорiї зображень скiнченних груп над
полями, як регулярне зображення алгебри F2G, що вiдповiдає такому порядку
g−1

1 , g−1
2 , . . . , g−1

n елементiв групи G. Для заданого елемента v ∈ F2G визначаємо
бiнарний код: C(v), як пiдпростiр простору Fn2 породжений рядками матрицi
σ(v). В просторi Fn2 вводиться скалярний добуток [(v1, . . . , v1), (w1, . . . , w1)] =∑n

i=1 viwi i вiдповiдне ортогональне доповнення C⊥ = {v ∈ Fn2 |[v, w] = 0, w ∈
C}. Бiнарний код C називається самоортогональним, якщо C ⊂ C⊥ i самоду-
альним — якщо C = C⊥. Зрозумiло, що код C(v) самоортогональний, якщо
σ(v)σ(v)T = 0. Для елемента v = αg1g1 + αg2g2 + . . . + αgngn ∈ F2G позначимо
v∗ = αg1g

−1
1 + αg2g

−1
2 + . . .+ αgng

−1
n ∈ F2G. Легко бачити, що σ(v)T = σ(v∗).

Розглядаючи лiнiйний код над полем з двох елементiв, використовуватиме-
мо термiн [n, k, d]-код для позначення лiнiйних бiнарних кодiв, де n — довжи-
на кодових слiв, k — розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв i d — мiнiмальна
вiдстань Хемiнга коду. Легко бачити, що вiдстань Хемiнга мiж довiльними ко-
довими словами бiнарного самодуального коду парна. Бiнарний самодуальний
код, для якого вiдстань Хемiнга мiж довiльними кодовими словами кратна 4
називається бiнарним самодуальним кодом типу II, а в iншому випадку бiнар-
ним самодуальним кодом типу I. Верхня межа мiнiмальної вiдстанi бiнарних
самодуальних кодiв була знайдена в [3].

Теорема 1. Нехай dI(n) i dII(n) мiнiмальна вiдстань бiнарного коду дов-
жини n типу I i II, вiдповiдно. Тодi

dII(n) ≤ 4
[ n

24

]
+ 4

i
dI(n) ≤

{
4
[
n
24

]
+ 4 if n 6≡ 22 (mod 24),

4
[
n
24

]
+ 6 if n ≡ 22 (mod 24).

Тут [x] позначає цiлу частину числа x.

Бiнарний самодуальний код типу I i II, мiнiмальна вiдстань якого досягає
вказаних в теоремi крайнiх значень, називається екстремальним. Прикладами
екстремальних бiнарних самодуальних кодiв типу II є розширенi бiнарнi коди
Голея (див. [8]), якi вперше було розглянуто Марселем Дж. E. Голеєм в статтi [4]
в 1949 роцi. З тих пiр такi коди вивчали багато разiв i були встановленi багато
рiзних конструкцiй для побудови цих кодiв в [5–7]. Розширений бiнарний код
Голея визначається, як будь-який бiнарний лiнiйний [24,12,8]-код.

У [9] розширений бiнарний код Голея було побудовано у виглядi C(v) для
деякого елемента v з групової алгебри F2S4, де S4 — симетрична група порядку
24. У [7] аналогiчний результат одержано для групи D24 дiедра порядку 24. При
побудовi використовувалася таке твердження.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Теорема 2 ( [7]). Нехай G скiнченна група порядку 24 з елементом v гру-
пової алгебри F2G. Якщо

1) v = v∗,

2) v2 = 0,

3) rank(σ(v)) = 12,

тодi код C(v) самодуальний.

У [10] встановлено, що з 15 неiзоморфних груп 24-го порядку таким способом
можна побудувати код також для груп (C6×C2)oC2, C3×D8, C2×A4. Теоре-
ма 2 дає достатню умову, щоб код C(v) був розширеним бiнарним кодом Голея
для елемента v групової алгебри F2G групи G порядку 24. В [10] показано, що
для решти груп 24-го порядку розширений бiнарний код Голея за теоремою 2
побудувати не можна. Скористаємося таким очевидним критерiєм.

Теорема 3. Нехай G скiнченна група порядку 24 з елементом v групової
алгебри F2G. Код C(v) самодуальний тодi i тiльки тодi, коли

1) vv∗ = 0,

2) rank(σ(v)) = 12.

В статтi знаходяться всi елементи v групової алгебри F2((C6×C2)oC2), що
C(v) є розширеним бiнарним кодом Голея.

2. Побудова кодiв за групою G = (C6 × C2) o C2.

Лема 1. Нехай G = (C6 × C2) o C2 = 〈x, y, z |x3 = 1, y4 = 1, z2 = 1, yz =
zy3, xy = yx2, xz = zx〉,

v =
3∑
i=0

(αi+1 + αi+5x+ αi+9x
2)yi + (αi+13 + αi+17x+ αi+21x

2)yiz.

Якщо код C(v) самодуальний, тодi
∑24

i=1 αi = 0,

(α1 + α3 + α5 + α7 + α9 + α11)(α2 + α4 + α6 + α8 + α10 + α12)+

(α13 + α15 + α17 + α19 + α21 + α23)(α14 + α16 + α18 + α20 + α22 + α24) = 0,

(α1 +α3 +α5 +α7)(α13 +α15 +α21 +α23)+(α1 +α3 +α9 +α11)(α13 +α15 +α17 +α19)+

(α2+α4+α6+α8)(α14+α16+α22+α24)+(α2+α4+α10+α12)(α14+α16+α18+α20) = 0.

(α1+α5)(α23+α15)+(α1+α9)(α15+α19)+(α2+α6)(α22+α14)+(α2+α10)(α14+α18)+

(α3 + α7)(α21 + α13) + (α3 + α11)(α13 + α17) + (α4 + α8)(α24 + α16)+

(α4 + α12)(α16 + α20) = 0,

α1 + (α1 +α5)(α1 +α9) +α2 + (α2 +α6)(α2 +α10) +α3 + (α3 +α7)(α3 +α11) +α4+

(α4 +α8)(α4 +α12)+α13 +(α13 +α17)(α13 +α21)+α14 +(α14 +α18)(α14 +α22)+α15+

(α15 + α19)(α15 + α23) + α16 + (α16 + α20)(α16 + α24) = 0.
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Доведення. Обчислення в групi G = (C6×C2)oC2 показують, що σ(v) має
вигляд:

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14 α15 α16 α17 α18 α19 α20 α21 α22 α23 α24
α4 α1 α2 α3 α12 α9 α10 α11 α8 α5 α6 α7 α16 α13 α14 α15 α24 α21 α22 α23 α20 α17 α18 α19
α3 α4 α1 α2 α7 α8 α5 α6 α11 α12 α9 α10 α15 α16 α13 α14 α19 α20 α17 α18 α23 α24 α21 α22
α2 α3 α4 α1 α10 α11 α12 α9 α6 α7 α8 α5 α14 α15 α16 α13 α22 α23 α24 α21 α18 α19 α20 α17
α9 α10 α11 α12 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α21 α22 α23 α24 α13 α14 α15 α16 α17 α18 α19 α20
α8 α5 α6 α7 α4 α1 α2 α3 α12 α9 α10 α11 α20 α17 α18 α19 α16 α13 α14 α15 α24 α21 α22 α23
α11 α12 α9 α10 α3 α4 α1 α2 α7 α8 α5 α6 α23 α24 α21 α22 α15 α16 α13 α14 α19 α20 α17 α18
α6 α7 α8 α5 α2 α3 α4 α1 α10 α11 α12 α9 α18 α19 α20 α17 α14 α15 α16 α13 α22 α23 α24 α21
α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α1 α2 α3 α4 α17 α18 α19 α20 α21 α22 α23 α24 α13 α14 α15 α16
α12 α9 α10 α11 α8 α5 α6 α7 α4 α1 α2 α3 α24 α21 α22 α23 α20 α17 α18 α19 α16 α13 α14 α15
α7 α8 α5 α6 α11 α12 α9 α10 α3 α4 α1 α2 α19 α20 α17 α18 α23 α24 α21 α22 α15 α16 α13 α14
α10 α11 α12 α9 α6 α7 α8 α5 α2 α3 α4 α1 α22 α23 α24 α21 α18 α19 α20 α17 α14 α15 α16 α13
α13 α16 α15 α14 α17 α20 α19 α18 α21 α24 α23 α22 α1 α4 α3 α2 α5 α8 α7 α6 α9 α12 α11 α10
α14 α13 α16 α15 α22 α21 α24 α23 α18 α17 α20 α19 α2 α1 α4 α3 α10 α9 α12 α11 α6 α5 α8 α7
α15 α14 α13 α16 α19 α18 α17 α20 α23 α22 α21 α24 α3 α2 α1 α4 α7 α6 α5 α8 α11 α10 α9 α12
α16 α15 α14 α13 α24 α23 α22 α21 α20 α19 α18 α17 α4 α3 α2 α1 α12 α11 α10 α9 α8 α7 α6 α5
α21 α24 α23 α22 α13 α16 α15 α14 α17 α20 α19 α18 α9 α12 α11 α10 α1 α4 α3 α2 α5 α8 α7 α6
α18 α17 α20 α19 α14 α13 α16 α15 α22 α21 α24 α23 α6 α5 α8 α7 α2 α1 α4 α3 α10 α9 α12 α11
α23 α22 α21 α24 α15 α14 α13 α16 α19 α18 α17 α20 α11 α10 α9 α12 α3 α2 α1 α4 α7 α6 α5 α8
α20 α19 α18 α17 α16 α15 α14 α13 α24 α23 α22 α21 α8 α7 α6 α5 α4 α3 α2 α1 α12 α11 α10 α9
α17 α20 α19 α18 α21 α24 α23 α22 α13 α16 α15 α14 α5 α8 α7 α6 α9 α12 α11 α10 α1 α4 α3 α2
α22 α21 α24 α23 α18 α17 α20 α19 α14 α13 α16 α15 α10 α9 α12 α11 α6 α5 α8 α7 α2 α1 α4 α3
α19 α18 α17 α20 α23 α22 α21 α24 α15 α14 α13 α16 α7 α6 α5 α8 α11 α10 α9 α12 α3 α2 α1 α4
α24 α23 α22 α21 α20 α19 α18 α17 α16 α15 α14 α13 α12 α11 α10 α9 α8 α7 α6 α5 α4 α3 α2 α1


.

Безпосереднi обчислення показують, що матриця σ(v)σ(v)T = σ(vv∗) набуває
вигляду: 

γ1 γ2 0 γ2 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ6 γ5 γ6 0 0 0 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0
γ2 γ1 γ2 0 γ6 γ3 γ6 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 0 0 0 0 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8
0 γ2 γ1 γ2 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ6 γ3 γ6 0 0 0 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0
γ2 0 γ2 γ1 γ6 γ5 γ6 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 0 0 0 0 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7
γ3 γ6 γ5 γ6 γ1 γ2 0 γ2 γ3 γ4 γ5 γ4 γ7 0 γ8 0 0 0 0 0 γ7 0 γ8 0
γ4 γ3 γ4 γ5 γ2 γ1 γ2 0 γ6 γ3 γ6 γ5 0 γ5 0 γ8 0 0 0 0 0 γ7 0 γ8
γ5 γ6 γ3 γ6 0 γ2 γ1 γ2 γ5 γ4 γ3 γ4 γ8 0 γ7 0 0 0 0 0 γ8 0 γ7 0
γ4 γ5 γ4 γ3 γ2 0 γ2 γ1 γ6 γ5 γ6 γ3 0 γ6 0 γ7 0 0 0 0 0 γ8 0 γ7
γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ6 γ5 γ6 γ1 γ2 0 γ2 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 0 0 0 0
γ6 γ3 γ6 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ2 γ1 γ2 0 0 γ5 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 0 0 0
γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ6 γ3 γ6 0 γ2 γ1 γ2 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 0 0 0 0
γ6 γ5 γ6 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ2 0 γ2 γ1 0 γ6 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 0 0 0
0 0 0 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ1 γ2 0 γ2 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ6 γ5 γ6
0 0 0 0 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 γ2 γ1 γ2 0 γ6 γ3 γ6 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5
0 0 0 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 0 γ2 γ1 γ2 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ6 γ3 γ6
0 0 0 0 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 γ2 0 γ2 γ1 γ6 γ5 γ6 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3
γ7 0 γ8 0 0 0 0 0 γ7 0 γ8 0 γ3 γ6 γ5 γ6 γ1 γ2 0 γ2 γ3 γ4 γ5 γ4
0 γ7 0 γ8 0 0 0 0 0 γ7 0 γ8 γ4 γ3 γ4 γ5 γ2 γ1 γ2 0 γ6 γ3 γ6 γ5
γ8 0 γ7 0 0 0 0 0 γ8 0 γ7 0 γ5 γ6 γ3 γ6 0 γ2 γ1 γ2 γ5 γ4 γ3 γ4
0 γ8 0 γ7 0 0 0 0 0 γ8 0 γ7 γ4 γ5 γ4 γ3 γ2 0 γ2 γ1 γ6 γ5 γ6 γ3
γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 0 0 0 0 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ6 γ1 γ2 0 γ2
0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 0 0 0 γ6 γ3 γ6 γ5 γ4 γ8 γ4 γ5 γ2 γ1 γ2 0
γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 0 0 0 0 γ5 γ4 γ3 γ4 γ5 γ4 γ3 γ6 0 γ2 γ1 γ2
0 γ8 0 γ7 0 γ8 0 γ7 0 0 0 0 γ6 γ5 γ6 γ3 γ4 γ7 γ4 γ3 γ2 0 γ2 γ1



,

де γ1 = α1 + α2 + α3 + α4 + α5 + α6 + α7 + α8 + α9 + α10 + α11 + α12 + α13 + α14 +
+ α15 + α16 + α17 + α18 + α19 + α20 + α21 + α22 + α23 + α24;
γ2 = (α1 +α3)(α4 +α2)+(α5 +α7)(α12 +α10)+(α6 +α8)(α9 +α11)+(α13 +α15)(α16 +
+ α14) + (α17 + α19)(α24 + α22) + (α18 + α20)(α21 + α23);
γ3 = α1 + (α1 +α5)(α1 +α9) +α2 + (α2 +α6)(α2 +α10) +α3 + (α3 +α7)(α3 +α11) +
+ α4 + (α4 + α8)(α4 + α12) + α13 + (α13 + α17)(α13 + α21) + α14 + (α14 + α18)(α14 +
+ α22) + α15 + (α15 + α19)(α15 + α23) + α16 + (α16 + α20)(α16 + α24);
γ4 = (α1 +α3)(α8 +α6)+(α2 +α4)(α5 +α7)+(α9 +α11)(α12 +α10)+(α13 +α15)(α20 +
+ α18) + (α14 + α16)(α17 + α19) + (α21 + α23)(α24 + α22);
γ5 = (α1 +α5)(α11 +α3) + (α1 +α9)(α3 +α7) + (α2 +α6)(α12 +α4) + (α2 +α10)(α4 +
+α8)+(α13 +α17)(α23 +α15)+(α13 +α21)(α15 +α19)+(α14 +α18)(α24 +α16)+(α14 +
+ α22)(α16 + α20);
γ6 = (α1 +α3)(α12 +α10)+(α2 +α4)(α9 +α11)+(α5 +α7)(α8 +α6)+(α13 +α15)(α24 +
+ α22) + (α14 + α16)(α21 + α23) + (α17 + α19)(α20 + α18);
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γ7 = (α1 + α5)(α21 + α13) + (α1 + α9)(α13 + α17) + (α2 + α6)(α24 + α16) + (α2 +
+ α10)(α16 + α20) + (α3 + α7)(α23 + α15) + (α3 + α11)(α15 + α19) + (α4 + α8)(α22 +
+ α14) + (α4 + α12)(α14 + α18);
γ8 = (α1 + α5)(α23 + α15) + (α1 + α9)(α15 + α19) + (α2 + α6)(α22 + α14) + (α2 +
+ α10)(α14 + α18) + (α3 + α7)(α21 + α13) + (α3 + α11)(α13 + α17) + (α4 + α8)(α24 +
+ α16) + (α4 + α12)(α16 + α20).

Звiдси отримаємо,
γ2 + γ4 + γ6 = (α1 +α3 +α5 +α7 +α9 +α11)(α2 +α4 +α6 +α8 +α10 +α12) + (α13 +
+ α15 + α17 + α19 + α21 + α23)(α14 + α16 + α18 + α20 + α22 + α24);

γ7 + γ8 = (α1 + α3 + α5 + α7)(α13 + α15 + α21 + α23) + (α1 + α3 + α9 + α11)(α13 +
+ α15 + α17 + α19) + (α2 + α4 + α6 + α8)(α14 + α16 + α22 + α24) + (α2 + α4 + α10 +
+ α12)(α14 + α16 + α18 + α20).

Якщо код C(v) самодуальний, то за умовою 1 теореми 3 виконуються умови:
vv∗ = 0 i σ(v)σ(v)T = σ(vv∗) = 0 a, отже, γi = 0 (i = 1, . . . , 8). Тодi γ1 = 0,
γ2 + γ4 + γ6 = 0, γ7 + γ8 = 0, γ8 = 0, γ3 = 0. Звiдси отримуємо вiдповiдно
рiвняння наведенi у висновку леми.

Одним з знайдених елементiв є, наприклад, v = y2+x2+x2y2+yz+xz+xy3z+
x2y2z+ x2y3z. Для нього v∗ = y2 + x+ xy2 + yz+ x2z+ xy3z+ xy2z+ x2y3z 6= v∗.
В таблицi подано добутки всiх доданкiв з v на доданки з v∗.

Таблиця 1. Таблиця добуткiв доданкiв з v на доданки з v∗

y2 x xy2 yz x2z xy3z xy2z x2y3z
y2 1 xy2 x y3z x2y2z xyz xz x2yz
x2 x2y2 1 y2 x2yz xz y3z y2z xy3z
x2y2 x2 y2 1 x2y3z xy2z yz z xyz
yz y3z x2yz x2y3z 1 xy x2y2 x2y3 xy2

xz xy2z x2z x2y2z xy3 1 x2y x2y2 y
xy3z xyz y3z yz xy2 x2y3 1 y x2

x2y2z x2z y2z z x2y xy2 y3 1 xy3

x2y3z x2yz xy3z xyz x2y2 y3 x xy 1

Таким чином, vv∗ = 0. З вигляду v одержимо, що

σ(v) =



0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0


.

Звичайно важко дати теоретичне обґрунтування, але обчислення в GAP пока-
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зують, що rank(σ(v)) = 12, а мiнiмальна вiдстань Хемiнга коду C(v) рiвна 8.
Тобто C(v) є розширений бiнарний код Голея.

3. Числовi результати. Групова алгебра F2((C6 ×C2) oC2) складається,
очевидно, з 224 = 16 777 216 елементiв v. Зрозумiло vv∗ = 0 тодi i тiльки тодi,
коли σ(vv∗) = 0. Всi iншi стовпчики матрицi σ(vv∗) = 0 отримуються з першого
деякою змiною порядку його компонент, тому vv∗ = 0 тодi i тiльки тодi, коли
перший стовпчик σ(vv∗) = σ(v)σ(v∗) нульовий. Ми органiзовуємо наступний
порядок обчислень в GAP при переборi v з групової алгебри F2((C6×C2)oC2).

початок

v:=0, D:=∅

v задовольняє умови леми 1

перший стовпчик σ(v)σ(v∗) нульовий

rank(σ(v)) = 12

обчислюємо мiнiмальну
вiдстань Хемiнга коду
C(v) та заносимо в D

змiнюємо v на на-
ступне значення з
F2((C6 × C2) o C2)

v прийняв всi значення з F2((C6 × C2) o C2)

D

кiнець

так

нi

так

нi

так

нi

такнi

В результатi обчислень одержуємо кiлькiсть елементiв v ∈ F2((C6×C2)oC2),
що C(v) — самодуальний код. Подаємо цi результати для порiвняння з кiлькiстю
тих же елементiв при умовi v = v∗.

Таблиця 2. Кiлькiсть елементiв з групової алгебри F2((C6 × C2) o C2)

Мiнiмальна вiдстань Хемiнга C(v) 2 4 6 8
Кiлькiсть елементiв v, що v = v∗ 416 4 192 576 576

Кiлькiсть елементiв v 11 520 182 016 27 648 27 648

Таким чином, iснує рiвно 27 648 елементiв v ∈ F2((C6 × C2) o C2), що C(v) є
розширеним бiнарним кодом Голея.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Ця стаття при-
свячена дослiдженню конструкцiй розширених бiнарних кодiв Голея за гру-
повою алгеброю F2G групи G = (C6 × C2) o C2. Знайдено 27 648 елементiв
v ∈ F2((C6×C2)oC2), що C(v) є розширеним бiнарним кодом Голея. В подаль-
ших дослiдженнях можна буде розглянути iншi групи порядку 24 або групи
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вищих порядкiв для отримання кодiв бiльшої довжини.
Автори щиро вдячнi професору Бондаренку В. М. за кориснi поради та змi-

стовнi дискусiї при пiдготовцi роботи.
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Extended binary Golay codes are examples of extreme binary self-dual codes of Type II
(linear binary self-dual codes with Hamming distance between arbitrary codewords which
are multiples of 4 that has the highest possible minimum Hamming distance among such
codes with a fixed dimension of codeword space and their length). These codes have been
studied for a long time and many different constructions have been established to build
these codes. In addition, extended binary Golay codes are easy to obtain from binary
Golay codes and vice versa. The latter are perfect codes and together with binary codes
they give us all possible parameters of nontrivial binary perfect codes.

In the paper the construction of linear binary codes, in particular of binary Golay codes
extended by the group algebra F2G of finite group G = (C6×C2) o C2 of order n = 24 over
the field of two elements F2 has been considered. Extended binary Golay code is defined
as any binary linear code, for which the length of the codewords is 24, the dimension of the
subspase of the codewords is 12 and the minimum Hamming distance of the code is 8, that
is, any [24,12,8]-code. Considering these codes, we apply the elements of the presentation
theory, in particular regular presentations v → σ(v) of algebra F2G. For the element v we
define the binary code C(v) as the subspace of Fn

2 generated by the rows of the matrix
σ(v). The criterion of self-dual codes C(v) for an arbitrary finite group G of order 24 was
used and easily verified necessary conditions for binary code C(v) for elements v of group
algebra F2G of the group G = (C6 × C2) o C2 to be self-dual was found. As a result of
numerical calculations which involves verifying the found necessary conditions, we get the
number of elements v ∈ F2G that C(v) is self-dual. Quantitative results for comparison
with the number of the same elements when v = v∗ are presented. Previously, in this form,
extended binary Golay codes were found only for elements v that v = v∗. As a result of
calculations we obtained all 27 648 elements v of group algebra F2G that C(v) is extended
binary Golay code.

Keywords: group algebra, extended binary codes, Golay codes, self-dual codes, codes
over fields.
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