
ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ НАДНАПIВГРУП. . . 7

УДК 512.53+512.64
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2020.1(36).7-15

В. М. Бондаренко1, О. В. Зубарук2

1 Iнститут математики НАН України,
провiдний науковий спiвробiтник вiддiлу алгебри i топологiї,
доктор фiзико-математичних наук
vitalij.bond@gmail.com
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-5064-9452
2 Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка,
голова циклової комiсiї вчителiв математики УФМЛ,
канд. фiз.-мат. наук
sambrinka@ukr.net
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3620-4262

ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ НАДНАПIВГРУП
НАПIВГРУПИ, ПОРОДЖЕНОЇ ДВОМА ВЗАЄМНО

АНУЛЬОВНИМИ IДЕМПОТЕНТАМИ

Матричнi зображення скiнченних напiвгруп над полями вивченi не в такiй мiрi,
як зображення груп. Зображення скiнченних груп над полями вивченi достатньо до-
бре; зокрема, повнiстю визначено зображувальний тип для довiльного поля. Якщо
характеристика p поля K не дiлить порядок групи (класичний випадок), група має, з
точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число нерозкладних зображень; така група на-
зивається групою скiнченного зображувального типу над K. Якщо ж характеристика
p дiлить порядок групи (модулярний випадок), група має скiнченний зображувальний
тип лише тодi, коли її силовська p-пiдгрупа циклiчна. В цьому випадку для бiльшостi
скiнченних груп задача про опис їх зображень включає в себе задачу про класифiка-
цiю пар матриць з точнiстю до подiбностi. Такi групи називаються дикими, а групи,
що допускають явний опис зображень, — ручними. Ручнi та дикi групи в модулярному
випадку повнiстю описав перший автор разом з Ю. А. Дроздом.

В теорiї зображень напiвгруп найбiльша кiлькiсть робiт присвячена незвiдним
зображенням. Серед старих результатiв є лише окремi результати про напiвгрупи
скiнченного зображувального типу, а саме для скiнченної цiлком простої напiвгру-
пи (I. С. Понiзовський) та деяких напiвгруп всiх перетворень скiнченної множини
(I. С. Понiзовський, К. Рiнгель). Щодо випадкiв, коли число нерозкладних зобра-
жень нескiнченне, то найбiльш вiдомими є результати з теорiї зображень алгебр, якi
можна переформулювати в термiнах зображень напiвгруп: опис зображень алгебри
< a, b | ab = ba = 0 > (I. М. Гельфанд, В. А. Пономарьов i Л. О. Назарова, А. В. Рой-
тер, В. В. Сергейчук, В. М. Бондаренко) та алгебри < a, b | a2 = b2 = 0 > (В. М.
Бондаренко i К. Рiнгель).

Якщо ж говорити не про окремi напiвгрупи, а про класи напiвгруп, то слiд вiдзна-
чити роботи про зображення напiвгруп, породжених iдемпотентами з частковим ну-
льовим множенням (В. М. Бондаренко, О. М. Тертична), зображення напiвгруп Рiса
(С. М. Дяченко), напiвгруп, породжених потентними елементами (В. М. Бондаренко,
О. В. Зубарук) i зображення прямих добуткiв симетричної напiвгрупи другого степе-
ня (В. М. Бондаренко, Е. М. Костишин). Такi напiвгрупи можуть мати як скiченне,
так i нескiнченне число нерозкладних зображень.

В. М. Бондаренко i Я. В. Зацiха описали зображувальнi типи напiвгруп третього
порядку над полем i вказали канонiчну форму матричних зображень для довiльної
напiвгрупи скiнченного зображувального типу. Ця стаття присвячена дослiдженню
аналогiчних задач для наднапiвгруп комутативних напiвгруп.

Ключовi слова: поле, наднапiвгрупа, визначальнi спiввiдношення, матричнi зобра-
ження, ручна i дика напiвгрупа, напiвгрупа скiнченного i нескiнченного типiв, кано-
нiчна форма.
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1. Вступ. Ця робота присвячена матричним зображенням напiвгруп спе-
цiального вигляду, якi будуються по заданiй напiвгрупi.

Найпростiшими напiвгрупами є напiвгрупи порядку n = 2, 3. Напiвгрупи
порядку 2 (а їх чотири) природним чином вкладаються в напiвгрупи третього
порядку (шляхом зовнiшнього приєднання нульового чи одиничного елемента)
i тому нами не розглядаються.

Напiвгрупи третього порядку вперше описав Т. Тамура в 1953 р. [1].
Г. Е. Форсайт в 1955 р. [2] отримав аналогiчний результат за допомогою комп’ю-
терної програми. В обох статтях опис отримано в термiнах таблиць Келi. Пiзнi-
ше вони вивчалися, зокрема, в [3]– [6]. Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi
визначальнi спiввiдношення для всiх напiвгруп третього порядку (з точнiстю
до iзоморфiзму i дуальностi) вказанi в роботi [6].

Напiвгрупу назвемо майже циклiчною, якщо вона отримується iз деякої
циклiчної напiвгрупи (тобто, яка задається одним твiрним елементом i одним
визначальним спiввiдношенням) шляхом зовнiшнього приєднання нульового чи
одиничного елемента. Такi напiвгрупи, як i циклiчнi, не цiкавi з точки зору
теорiї зображень (по сутi її матричне зображення задається однiєю матрицею).
Згiдно роботи [6] комутативнi напiвгрупи третього порядку, що не є нi циклiч-
ними, нi майже циклiчними, вичерпуються такими напiвгрупами:

a) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;
b) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = 0;
c) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = 0, cb = 0;
d) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = c, cb = c.
Всi виписанi системи твiрних є мiнiмальними. В круглих дужках вказано

всi елементи напiвгрупи, а в кутових дужках вказано мiнiмальну систему твiр-
них. Тривiальнi визначальнi спiввiдношення для одиничного i нульового твiр-
них (якщо вони є) не виписуються.

Згiдно [6, Теорема 1] напiвгрупи b)−d) є напiвгрупами скiнченного зображу-
вального типу над довiльним полем K (тобто мають, з точнiстю до еквiвалент-
ностi, скiнченне число нерозкладних зображень), а напiвгрупа a) — ручною
напiвгрупою нескiнченного зображувального типу. Нагадаємо, що напiвгрупа
називається ручною (вiдповiдно дикою), якщо задача про опис її зображень є
ручною (вiдповiдно дикою); вiдносно означення ручних та диких матричних
задач див. роботу Ю. А. Дрозда [7].

У цiй статтi розглядається напiвгрупа c), породжена двома взаємно анульов-
ними iдемпотентами, яку позначимо через T .

Позначимо визначальнi спiввiдношення b2 = b, c2 = c, bc = 0, cb = 0 вiдпо-
вiдно через (b), (c), (bc), (cb) i введемо наступнi напiвгрупи:

T (b) := T \ (b) := (0, b, c) = 〈b, c〉: c2 = c, bc = 0, cb = 0;

T (c) := T \ (c) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, bc = 0, cb = 0;

T (bc) := T \ (bc) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = 0;

T (cb) := T \ (cb) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = 0.

Покладемо

Роздiл 1: Математика i статистика
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T (x,y) := T \ {(x), (y)} для x, y ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x 6= y;

T (x,y,z) := T \{(x), (y), (z)} для x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x 6= y, x 6= z, y 6= z;

Очевидно, що при перестановцi x, y, z напiвгрупи T (x,y) i T (x,y,z) не змiню-
ються. Кожна iз введених напiвгруп має фактор-напiвгрупу, iзоморфну напiв-
групi T , тобто є наднапiвгрупою напiвгрупи T .

Сформулюємо тепер основний результат цiєї статтi.
Всi матричнi зображення розглядаються над довiльним фiксованим полем

K.

Теорема 1. Для довiльного поля K мають мiсце наступнi твердження.

1) T (x) — напiвгрупа скiнченного зображувального типу для
x ∈ {(bc), (cb)};

2) T (x) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
x ∈ {(b), (c)};

3) T (x,y) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
x, y ∈ {(b), (c)} або x, y ∈ {(bc), (cb)};

4) T (x,y) — дика напiвгрупа для x ∈ {(b), (c)}, y ∈ {(bc), (cb)} або
x ∈ {(bc), (cb)}, y ∈ {(b), (c)};

5) T (x,y,z) — дика напiвгрупа для довiльних x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}.
2. Доведення твердження 1) теореми 1. Завжди вважаємо (див. у

зв’язку з цим [8]), що матриця зображення, яка вiдповiдає нульовому (вiдповiд-
но одиничному) елементу напiвгрупи, якщо вiн є, — нульова (вiдповiдно одини-
чна). Матриця зображення, що вiдповiдає твiрному елементу b, c позначається
вiдповiдно через B,C. E позначає одиничну матрицю будь-якого розмiру n× n
(n ≥ 0).

Твердження 1) теореми 1 випливає iз наступного твердження.

Теорема 2. Канонiчна форма для матричних зображень напiвгруп T (x) при
x ∈ {(bc), (cb)} така:

2.1) T (bc) := T \ (bc) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = 0;

B =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , C =


0 0 E 0 0
0 0 0 0 0
0 0 E 0 0
0 0 0 E 0
0 0 0 0 0

 ;

2.2) T (cb) := T \ (bc) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = 0;

B =


0 0 E 0 0
0 0 0 0 0
0 0 E 0 0
0 0 0 E 0
0 0 0 0 0

 , C =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Доведення. Розглянемо спочатку випадок 2.1.
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Матрицi B,C можна приводити одночасними перетвореннями подiбностi
(саме такi перетворення вiдповiдають еквiвалентним зображенням). За допомо-
гою вказаних перетворень приведемо матрицю B до нормальної форми Жор-
дана в такому виглядi:

B =

(
E 0
0 0

)
.

Зауважимо, що матрицю C, яка при цьому якимось чином змiниться, будемо
знову позначати через C, щоб не нагромаджувати iндекси (i цим принципом
будемо користуватися завжди). Тодi, пiсля розбиття матрицi C на блоки (такого
ж розмiру, як i блоки матрицi B), вона має вигляд

C =

(
C1 C2

C3 C4

)
,

де C1, C2, C3, C4 – деякi матрицi. Використаємо рiвнiсть CB = 0 (яка вiдповiдає
визначальному спiввiдношенню cb = 0):(

C1 C2

C3 C4

)(
E 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Iз цих рiвностей отримуємо, що C має вигляд

C =

(
0 C2

0 C4

)
.

Оскiльки C2 = C, то маємо, що C4C2 = C2 i C2
4 = C4. Перетвореннями подiбнос-

тi можна привести матрицю C4 до нормальної форми Жордана у виглядi

C4 =

(
E 0
0 0

)
(яка переставно подiбна прямiй сумi вiдповiдних клiтин Жордана).

Розiб’ємо матрицю C на новi блоки:

C =

0 C12 C13

0 E 0
0 0 0

 .

З спiввiдношення C2 = C маємо, що C13 = 0.
Далi з’ясуємо, коли матричне зображення R = {B,C} еквiвалентне матрич-

ному зображенню R = {B,C} такого ж вигляду, а саме

B =

 E 0 0
0 0 0
0 0 0

 , C =

 0 C12 0
0 E 0
0 0 0

 .

Нехай X — оборотна матриця, така що B = XBX−1, C = XCX−1, що еквi-
валентно BX = XB,CX = XC. Зрозумiло, що з подiбностi матриць B i B
випливає їх рiвнiсть.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Спочатку використаємо рiвнiсть BX = XB (де матриця X розбита на блоки
у вiдповiдностi з розбиттям матриць B i C): E 0 0

0 0 0
0 0 0

 X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33

 =

 X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33

 E 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Як наслiдок, отримуємо: X11 X12 X13

0 0 0
0 0 0

 =

 X11 0 0
X21 0 0
X31 0 0

 .

Прирiвнявши блоки обох матриць, маємо: X12 = 0, X13 = 0, X21 = 0, X31 = 0, а
отже,

X =

 X11 0 0
0 X22 X23

0 X32 X33

 .

Далi розглянемо рiвнiсть CX = XC: 0 C12 0
0 E 0
0 0 0

 X11 0 0
0 X22 X23

0 X32 X33

 =

 X11 0 0
0 X22 X23

0 X32 X33

 0 C12 0
0 E 0
0 0 0

 .

Це означає, що 0 C12X22 C12X23

0 X22 X23

0 0 0

 =

 0 X11C12 0
0 X22 0
0 X32 0

 .

Внаслiдок цiєї рiвностi одержуємо, що X23 = 0, X32 = 0,

C12X22 = X11C12,

тобто (в еквiвалентнiй формi)

C12 = X11C12X
−1
22 .

З вище сказаного

C12 =

(
E 0
0 0

)
.

При цьому треба розбити додатково матрицю B на новi блоки, вiдповiдно
до розбиття матрицi C.

B =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , C =


0 0 E 0 0
0 0 0 0 0
0 0 E 0 0
0 0 0 E 0
0 0 0 0 0

 .

Випадок 2.2 випливає iз випадку 2.1 в силу симетрiї напiвгрупи T (b↔ c).
Теорема доведена.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700
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3. Доведення тверджень 2) i 3) теореми 1. В силу симетрiї напiв-
групи T для доведення твердження 2) достатньо розглянути випадок x = (b).
Доведення проводимо за тiєю ж схемою, що i для твердження 1).

Матрицi B,C можна приводити одночасними перетвореннями подiбностi. За
допомогою вказаних перетворень приведемо матрицю C до нормальної форми
Жордана в такому виглядi:

C =

(
E 0
0 0

)
.

Тодi, пiсля розбиття матрицi B на блоки (такого ж розмiру, як i блоки матрицi
C), вона має вигляд

B =

(
B1 B2

B3 B4

)
,

де B1, B2, B3, B4 – деякi матрицi. Використаємо рiвнiсть BC = 0 (яка вiдповiдає
визначальному спiввiдношенню bc = 0):(

B1 B2

B3 B4

)(
E 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Iз цих рiвностей отримуємо, що B має вигляд

B =

(
0 B2

0 B4

)
.

Використаємо рiвнiсть CB = 0 (яка вiдповiдає визначальному спiввiдношенню
cb = 0): (

E 0
0 0

)(
0 B2

0 B4

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Iз цих рiвностей отримуємо, що B має вигляд

B =

(
0 0
0 B4

)
.

Далi з’ясуємо, коли матричне зображення R = {B,C} еквiвалентне матрич-
ному зображенню R = {B,C} такого ж вигляду, а саме

B =

(
0 0
0 B4

)
, C =

(
E 0
0 0

)
.

Нехай X — оборотна матриця, така що B = XBX−1, C = XCX−1, що еквi-
валентно BX = XB,CX = XC. Зрозумiло, що з подiбностi матриць C i C
випливає їх рiвнiсть.

Спочатку використаємо рiвнiсть CX = XC (де матриця X розбита на блоки
у вiдповiдностi з розбиттям матриць B i C):(

E 0
0 0

)(
X11 X12

X21 X22

)
=

(
X11 X12

X21 X22

)(
E 0
0 0

)
.
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Як наслiдок, отримуємо:(
X11 X12

0 0

)
=

(
X11 0
X21 0

)
.

Прирiвнявши блоки обох матриць, маємо: X12 = 0, X21 = 0, а отже,

X =

(
X11 0
0 X22

)
.

Далi розглянемо рiвнiсть BX = XB:(
0 0
0 B4

)(
X11 0
0 X22

)
=

(
X11 0
0 X22

)(
0 0
0 B4

)
.

Це означає, що (
0 0
0 B4X22

)
=

(
0 0
0 X22B4

)
.

Внаслiдок цiєї рiвностi одержуємо, що B4X22 = X22B4, тобто (в еквiвалентнiй
формi)

B4 = X22B4X
−1
22 .

Отже, задача про еквiвалентнiсть зображень напiвгрупи T (b) еквiвалентна
задачi про подiбнiсть однiєї матрицi (без спiввiдношень), а значить є ручною
нескiнченного зображувального типу.

Твердження 3) при x, y ∈ {(b), (c)} випливає iз результатiв роботи [9], а при
x, y ∈ {(bc), (cb)} — iз результатiв роботи [10] (див. 3.6).

4. Доведення тверджень 4) i 5) теореми 1.
В силу симетрiї напiвгрупи T для доведення твердження 4) достатньо роз-

глянути випадок x = (b), y = (bc). Доведення таке ж, як i доведення твердження
2 (при x = (b)). Якщо в ньому iгнорувати спiввiдношення bc = 0, то матриця B
матиме вигляд

B =

(
0 0
B3 B4

)
,

а матриця X не змiниться.
Отже, задача про еквiвалентнiсть зображень напiвгрупи T (b,bc) еквiвалентна

задачi про еквiвалентнiсть зображень сагайдака, що має вершини 1, 2 i стрiл-
ки (2, 1), (2, 2) (першiй стрiлцi вiдповiдає матриця B3, а другiй — B4), а цей
сагайдак є диким згiдно робiт [11], [12].

Твердження 5) випливає iз твердження 4).

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В роботi вив-
чаються матричнi зображення наднапiвгруп спецiального вигляду напiвгрупи
третього порядку, яка породжена двома взаємно анульовними iдемпотентами.
Описано їх зображувальний тип над довiльним полем, а у випадку наднапiвгруп
скiнченного зображувального типу вказана канонiчна форма їхнiх матричних
зображень.

Отриманi результати (разом з вiдповiдними методами дослiджень) знайдуть
застосування при вивченнi зображень iнших напiвгруп.
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Bondarenko V. M., Zubaruk O. V. On matrix representations of oversemigroups
of semigroups generated by two mutually annihilating idempotents.

Matrix representations of finite semigroups over fields are studied not so well as for
finite groups. Representations of finite groups over fields are studied sufficiently well; in
particular, the criterions of representation type are fully defined for an arbitrary field. If
the characteristic p of a field K does not divide the order of a group (classical case), then
the group has, up to equivalence, finite number of non-decomposable representations; such
group is called a group of finite representation type. If the characteristic p divides the
order of a group (modular case), then the group has finite representation type only if its
Sylow p-subgroup is cyclic. In this case for most finite groups the problems of describing
their representations includes the problem on classification, up to similarity, of the pairs
of matrices. Such groups are called wild, and groups that allow explicit descriptions of
representations are called tame. The tame and wild groups in modular case are fully
described by the first author together with Yu. A. Drozd.

In the theory of representations of semigroups, the largest number of works are de-
voted to irreducible representations. Among the old results, there are only some results
on semigroups of finite representation type, namely, for a finite quite simple semigroup
(I. S. Ponizovsky) and some semigroups of all transformations of a finite set (I. S. Poni-
zovsky, C. Ringel). In cases, when the numbers of non-decomposable representations is
infinite, the most famous are the results from the theory of representations of algebras
that can be reformulated in terms of representations of semigroups: the description of
representations of the algebra < a, b | ab = ba = 0 > (I. M. Gelfand, V. A. Ponomarev and
L. O. Nazarova, A. V. Roiter, V. V. Sergeichuk, V. M. Bondarenko) and the algebra
< a, b | a2 = b2 = 0 > (V. M. Bondarenko and C. Ringel).

If we are not talking about individual semigroups, but about semigroup classes, then
it should be noted works about on representations of the semigroups generated by idem-
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potents with partial zero multiplication (V. M. Bondarenko, O. M. Tertychna), represen-
tations of the Rees semigroups (S. M. Dyachenko), semigroups generated by the potential
elements (V. M. Bondarenko, O. V. Zubaruk) and representations of direct products of
the symmetric second-order semigroup (V. M. Bondarenko, E. M. Kostyshyn). Such semi-
groups can have both a finite and infinite representation type.

V. M. Bondarenko and Ja. V. Zatsikha described representation types of the third-order
semigroups over a field, and indicate the canonical form of the matrix representations for
any semigroup of finite representation type. This article is devoted to the study of similar
problems for oversemigroups of commutative semigroups.

Keywords: field, oversemigroup, defining relations, matrix representations, tame and wild
semigroup, semigroup of finite and infinite types, canonical form.
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