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КВАЗIЛIНIЙНI СИСТЕМИ ПАРАБОЛIЧНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ В ДИВЕРГЕНТНI ФОРМI З

ФОРМ-ОБМЕЖЕНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

В роботi дослiджуються квазiлiнiйнi системи параболiчних диференцiальних рiв-
нянь в дивергентнi формi другого порядку з сингулярними коефiцiєнтами за умов
форм-обмеженостi i лiнiйного росту нелiнiйного збурення. Встановлюється iснування
розв’язку першої крайової задачi для квазiлiнiйної системи параболiчних диференцi-
альних рiвнянь за умов форм-обмеженостi i лiнiйного росту в просторi Соболева. Роз-
глядаються умови за яких нелiнiйне збурення параболiчного диференцiального опера-
тору обмежене лiнiйною функцiєю з коефiцiєнтами, якi можуть бути сингулярними за
просторовою змiною, в лiнiйному випадку цi коефiцiєнти належать функцiональним
класам Като та Неша.

Ключовi слова: квазiлiнiйнi системи, параболiчнi системи, простiр Соболева, дивер-
гентна форма, форм-обмеженiсть, сингулярнi коефiцiєнти, умови сингулярностi.

1. Вступ. У всьому Евклiдовому просторi Rl, l ≥ 3 розглянемо квазiлiнiйну
систему параболiчних диференцiальних рiвнянь в дивергентнi формi

∂

∂t
~u−

∑
i,j=1,...,l

∂

∂xi

(
aij(t, x, ~u)

∂

∂xj
~u

)
+~b(x, ~u,∇~u) = 0, l > 2 (1)

за умов строгої елiптичностi, тобто, що виконується наступна нерiвнiсть

ν
l∑

i=1

ξi
2 ≤

∑
ij=1,...,l

aijξiξj ≤ µ
l∑

i=1

ξi
2 ∀ξ ∈ Rl.

Подiбнi квазiлiнiйнi системи параболiчних диференцiальних рiвнянь друго-
го порядку вивчаються протягом довгого часу. Основнi напрями дослiджень –
регулярнiсть розв’язкiв та iснування розв’язку крайових задач були визначенi
19-ою i 20-ою проблемами Гiльберта [7], на розв’язання, яких були направленi
зусилля багатьох видатних математикiв. Зокрема, дослiдження С.Н. Бернштей-
на, Ж. Лере [9], Ж. Лiонса [8], М.I. Вiшика, Шаудера [9], Ш. Брезiса [18], А.
Пазi [18, 21], Г. Мiнтi [33, 34], Ф. Браудера [19, 20], Де Джорджi, Д. Неша [38],
Ю. Мозера [36], О.А. Ладиженської [9, 10], Н. Н. Уральцевої [9], Ж. Серрi-
на, Трудiнгера, Ю. А. Дубинського, С.I. Похожаєва, I.В. Скрипника [12], Н.В.
Крилова [1, 6]i iнших. У витокiв створення основ теорiї нелiнiйних еволюцiйних
рiвнянь стояли такi видатнi математики, як I. Хiлле, Р. Фiллiпс, К. Iосiда [4],
М.I. Вiшик, Т.Като [28-30], Й.Комура [31, 32], I. Мiядера [35], Ж.Л. Лiонс [8],
С.Г. Крейн, М.О. Красносельський [6], П.Є. Соболєвський, В. Барбю [13] i iншi.
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В данiй статтi розробляється комбiнацiя методу напiвгруп та методу апрi-
орних оцiнок [46-50]. Для пояснення цього пiдходу розглянемо у всьому Евклi-
довому просторi Rl, l ≥ 3 рiвняння теплопровiдностi

∂tu = ∆u.

Фундаментальний розв’язок цього рiвняння задається формулою

p0(t, x, y) = (4πt)−
l
2 exp

(
−|x− y|

2

4t

)
, t > 0, x, y ∈ Rl.

Використовуючи фундаментальний розв’язок рiвняння теплопровiдностi, мо-
жна дослiдити бiльш складний варiант рiвняння дифузiї у наступному виглядi

Lu =

[
∂

∂t
−

∑
i,k=1,..,l

akj(t, x)∇k∇j −
∑

k=1,...,l

bk(t, x)∇k

]
u(t, x) = 0, (2)

за умов ∃ν, µ : 0 < ν ≤ µ <∞ такi, що

ν
l∑

i=1

ξi
2 ≤

∑
ij=1,...,l

aij(t, x)ξiξj ≤ µ
l∑

i=1

ξi
2,

i лiнiйне збурення bk(t, ·) : Rl 7→ Rl.
Будемо використовувати наступнi позначення

∇ ◦ a ◦ ∇u =
∑

i,j=1,...,l

∂

∂xi
aij

∂

∂xj
u,

b∇u = b ◦ ∇u =
∑
i=1,...,l

bi
∂

∂xi
u.

Розглянемо фундаментальний розв’язок

p0(t, x; τ, y) = (2π)−l
∫

exp

ixη − t∫
τ

a (γ, y) η2dγ

 dη

параболiчного рiвняння

[∂t − akj(t, y)∇k∇j]u(t, x) = 0.

Можна показати, що

p0(t, x; τ, y) = (2π)−l
∫

exp

ixη − t∫
τ

a (γ, y) η · ηdγ

 dη =

=
(
2
√
π
)−ldet

 t∫
τ

a (γ, y) dγ

−
1
2

exp

 − t∫
τ

a (γ, y) dγ

−1

(x, x)

4

 .
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З умов елiптичностi маємо

ν
l∑

i=1

ξi
2(t− τ) ≤

t∫
τ

a (γ, y) dγη · η ≤ µ

l∑
i=1

ξi
2(t− τ),

ν
l∑

i=1

ξi
2(t− τ)−1 ≤

 t∫
τ

a (γ, y) dγ

−1

η · η ≤ µ
l∑

i=1

ξi
2(t− τ)−1,

тодi одержуємо оцiнку фундаментального розв’язку параболiчного рiвняння за
допомогою Гаусової щiльностi

(
2
√
π
)−l

ν
−l
2 (t− τ)

−l
2 exp

(
−ν |x|2

4(t− τ)

)
≤ p0(t, x; τ, y) ≤

≤
(
2
√
π
)−l

µ
l
2 (t− τ)

−l
2 exp

(
− |x|2

4µ(t− τ)

)
.

Фундаментальний розв’язок рiвняння (2) може бути представлений у вигля-
дi

p1(t, x; τ, z) = p0(t, x− z; τ, z) +

t∫
τ

dη

∫
p0(t, x− y; η, y)F (η, y; τ, z)dy

де F (η, y; τ, z) - щiльнiсть фундаментального розв’язку параболiчного рiвняння.
Остання рiвнiсть може бути переписана у виглядi

p1(t, x; τ, z) = p0(t, x− z; τ, z) +

t∫
τ

dη

∫
p0(t, x− y; η, y)b ◦ ∇p0(η, y; τ, z)dy.

Оскiльки клас PKβ(A) складається з функцiй f ∈ L1
loc(R

l, dlx) для яких вико-
нується нерiвнiсть ∣∣〈f |h|2〉∣∣ ≤ β

〈
A

1
2h,A

1
2h
〉

+ c (β) ||h||22

для всiх гладких функцiй h ∈ D
(
A

1
2

)
тодi, якщо припустити, що b ◦ a−1 ◦ b ∈

PKβ(A) для деяких β < 1, одержимо нерiвнiсть

|〈∇h ◦ bh〉| ≤
√
β 〈Ah, h〉+ c (β)

1

2
√
β
||h||22, h ∈ D

(
A

1
2

)
i у вiдповiдностi з КЛМН-теорем, iснує C0- напiвгрупа L∞- стиску e−tΛn , 2

2−
√
β
≤

n ≤ ∞ така, що Λ2 = A+ b ◦ ∇.
В частинному випадку, якщо A є оператором Лапласа отримуємо оцiнку

|〈∇h ◦ bh〉| ≤
√
β ‖∇h‖2 +

c(β)

2β
‖h‖2 ∀h ∈ D(∆).
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Теорема 1. Нехай

a(·) : Ω→ Rl ⊗Rl, a(·) ∈
[
L1
loc (Ω)

]l×l
,

ν
l∑

i=1

ξi
2 ≤

∑
ij=1,...,l

aij(t, x)ξiξj, для деяких ν > 0,

при q > l
2
, l > 2 i збурення b · ∇ задовольняє умову

b ◦ a−1 ◦ b ∈ Lq + L∞.

Тодi
1) Оператор B1 = B1 (b) = ∇ ◦ b визначений на областi

D (B1) =
{
u ∈ L1; |∇u| ∈ L1

loc; b ◦ ∇u ∈ L1
}

є A1 - обмеженим, тобто, D (B1) ⊃ D (A1) i для всiх α > 0, k (α) < ∞
виконується нерiвнiсть

‖B1h‖1 ≤ α ‖A1h‖1 + k (α) ‖h‖1 , h ∈ D (A1) .

2) Iснують числа s > 0 i β (s) < 1 такi, що∫ s

0

∥∥B1e
−tA1h

∥∥
1
dt ≤ β(s) ‖h‖1 , h ∈ D (A1) .

3) Оператор A1 +B1 визначений на множинi D (A1) породжуєC0- напiвгрупу
T t1 сумiсну з T t = exp (−t (A+ b ◦ ∇)) i для якої є справедливою оцiнка

∥∥T t1∥∥1→1
≤ 1

1− β(s)
exp

(
−t log (1− β(s))

s

)
, t > 0.

Контрприклад . Розглянемо лiнiйний оператор −Λp ⊃ ∇a∇−b∇ з областю
визначенняD(Ap), який породжує голоморфну напiвгрупу в просторi Lp

(
Rl, dlx

)
.

Припустимо, що виконується умова b◦a−1◦b ∈ PKβ(A) i позначимо bn = χnb, де
bn = χnb iндикаторна функцiя множини

{
x ∈ Rl : (b ◦ a−1 ◦ b) (x) ≤ n

}
, i iснує

рiвномiрна на t ∈ [0, 1] границя

strong Lp − lim
n→∞

exp(−tΛp(bn)) = exp(−tΛp(b)).

Тодi,
якщо β < 1, p ∈

[
2

2−
√
β
, ∞

[
то оператор A + b∇ породжує C0- напiвгрупу

стиску, для якої виконуються нерiвностi

‖exp(−tΛp)‖p→p ≤ exp

(
c(β)t

p− 1

)
,

‖exp(−tΛp)‖p→s ≤ C exp

(
c(β)t√
β

)
t
−(s−p)l

2ps ,
2

2−
√
β
< p < s ≤ ∞;
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134 М. I. ЯРЕМЕНКО

якщо 1 ≤ β < 4, p < s ∈
[

2
2−
√
β
, ∞

[
то операторна сума A+ b∇ визначена

некоректно, але напiвгрупа iснує i може бути заданою у виглядi границi

exp(−tΛp(b)) ≡ strong Lp − lim
n→∞

exp(−tΛp(bn)), t ≥ 0,

дана границя є означенням напiвгрупи.
Основною метою даної роботи є встановлення умов щодо нелiнiйностi

за яких перша крайова задача для даної системи (1) буде мати принаймнi один
розв’язок.

2. Постановка задачi та оцiнка енергетичного типу. Розглянемо па-
раболiчну систему

∂

∂x
uk −M(~u) = 0, k = 1, . . . , N, l > 2,

де позначено нелiнiйний диференцiальний векторний оператор, вигляду:

M(~u) =
∑

i,j=1,...,l

∂

∂xi

(
aij(t, x, ~u)

∂

∂xj
uk
)
− bk(x, ~u,∇~u) k = 1, . . . , N, l > 2,

за умов: для довiльного елементу ~u ∈ W p
1 (Rl, dlx), l > 2 iснують такi постiйнi

додатнi величини v(~u), µ(~u), що виконується наступнi нерiвностi

1. v(~u)
l∑

i=1

ξ2
i ≤

∑
ij=1,...,l

aij(t, x, ~u)ξiξj ≤ µ(~u)
l∑

i=1

∀ξ ∈ Rl;

2. |aij(t, x, ~u)ξiξj − aij(t, x,~v)ξiξj| ≤ µ6

l∑
i=1

ξ2
i ∀ξ ∈ Rl;

3. b(t, x, y, z) є вимiрною векторною функцiєю своїх аргументiв i b ∈ LllocRl;

4. вектор-функцiя b(t, x, y, z) майже скрiзь задовольняє нерiвностi:

|b(t, x, u,∇u)| ≤ µ1(x)|∇u|+ µ2(x)|u|+ µ3(x),

де µ2
1 ∈ PKβ(A), µ2 ∈ PKβ(A), функцiя µ3 ∈ Lp(Rl);

5. прирiст вектор-функцiї b(x, y, z) майже скрiзь задовольняє умову:

|b(t, x, u,∇u)− b(t, x, v,∇v)| ≤ µ4(x) |∇(u− v)|+ µ5(x) |u− v| ,

де µ2
4 ∈ PKβ(A), µ5 ∈ PKβ(A).

Побудуємо форму h :

(
N
×
1
W p

1 (Rl, dlx)

)
×
(
N
×
1
W q

1 (Rl, dlx)

)
→ R:

h(u, v) ≡ 〈u(t, u), v(t, u)〉 |T0 −
T∫
0

〈
u(t, u), ∂

∂t
v(t, u)

〉
+

+
T∫
0

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂
∂xj
u, ∂

∂xi
v

〉
dt+

T∫
0

〈b, v〉 dt,
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яку будемо вважати визначеною для всiх елементiв u ∈ W p
1 (Rl, dlx) та v ∈

W q
1 (Rl, dlx).
Якщо функцiю v вибрати v(t) = u(t) |u(t)|p−2, ∂tv = (p− 1) |u|p−2 ∂tu, тодi

отримаємо

h(u, u |u|p−2) = ‖u‖pp
∣∣∣T
0

+∫ T
0

(
− (p− 1)

〈
u, |u|p−2 ∂tu

〉
+
〈∑

i,j=1,...,l aij
∂
∂xj
u, ∂

∂xi

(
u |u|p−2)〉) dt+

+
∫ T

0

〈
b, u |u|p−2〉 dt,

h(u, u |u|p−2) = 1
p
‖u‖pp

∣∣∣T
0

+ 4p−1
p2

∫ T
0

〈∑
i,j=1,...,l aij

∂
∂xj

(
u |u|

p−2
2

)
, ∂
∂xi

(
u |u|

p−2
2

)〉
dt+

+
∫ T

0

〈
b, u |u|p−2〉 dt,

Покладемо
∥∥u |u|p−2

∥∥q =
〈
|u|(p−1)q

〉
= ‖u‖p = ‖w‖2, тодi отримаємо оцiнку

енергетичного типу

|h(u, u|u|p−2)| ≤ 1
p
‖w‖2

∣∣∣T
0

+ 4p−1
p2

T∫
0

〈∇w ◦ a ◦ ∇w〉 dτ+

+
(

1
qσq

+ c(β)
p
ε2 + c(β) + 1

qγq

) T∫
0

‖w‖2 dt+

+
(

1
p

(
1
ε2

+ βε2
)

+ β
) T∫

0

〈∇w ◦ a ◦ ∇w〉 dt+ γp

p

T∫
0

‖µ3‖p dt.

3. Перша крайова задача. Розглянемо першу крайову задачу для квазi-
лiнiйної системи параболiчних диференцiальних рiвнянь, у виглядi

∂

∂t
uk −

∑
i,j=1,...,l

∂

∂xi

(
aij(t, x, ~u)

∂

∂xj
uk
)

+ bk(x, ~u,∇~u) = 0, k = 1, . . . , N, l > 2

(3)
з граничними умовами

~u (S(T )) = 0, ~u (0, x) = ~ϕ (x) .

Доведемо iснування розв’язку цiєї задачi у функцiональному просторi V 2
1 .

Для цього припустимо, що {~vk (x)} , k = 1, 2, . . . , є ортогональним базисом в
просторi Wm

1,0(Rl, dlx), l > 2, таким, що 〈~vk, ~vr〉 = δkr i max |~vk,∇~vk| ≤ ck < ∞.
Наближений розв’язок ~un (t, x) будемо шукати у виглядi ~un =

∑
i=1,...,n

~cni (t)~vi (x),

де коефiцiєнти ~cni (t) визначаються з системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь

〈∂t~un, ~vr〉+

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂

∂xj
~un,

∂

∂xi
~vr

〉
+
〈
~b,~vr

〉
= 0, r = 1, . . . , n,

i початкових умов
~cni (0) = 〈~ϕ,~vi〉 , i = 1, . . . , n.
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136 М. I. ЯРЕМЕНКО

Оскiльки другий i третiй доданки є вимiрними i обмеженими на всiх множи-
нах {t ∈ [0, T ] , |~cni | ≤ const} функцiями вiд t, тому, якщо всi можливi розв’яз-
ки рiвномiрно обмеженi на [0, T ] то на iнтервалi [0, T ] iснує розв’язок ~cni (t), який
задовольняє початкову умову ~cni (0) = 〈~ϕ,~vi〉 , i = 1, . . . , n.

Функцiї 〈~un, ~vi〉 , n, i = 1, . . . , є неперервними по t ∈ [0, T ]. Потрiбно пока-
зати, що функцiї 〈~un, ~vi〉 , n є рiвностепенно неперервнi по t ∈ [0, T ] для всiх
фiксованих i.

Якщо всi можливi розв’язки рiвномiрно обмеженi на [0, T ] i функцiї 〈~un, ~vi〉,
n ∈ N є рiвностепенно неперервнi по t ∈ [0, T ] для всiх фiксованих i, тодi iз по-
слiдовностi розв’язкiв ~un (t, x) можна видiлити пiдпослiдовнiсть ~un(s) таку, що
пiдпослiдовнiсть ∂

∂xj
~un(s) (t, x) збiгається до ∂

∂xj
~u (t, x) слабко в просторi Лебе-

га. Позначимо цю пiдпослiдовнiсть ~un(s) через ~un, тобто, будемо вважати, що
початкова послiдовнiсть спiвпадає з пiдпослiдовнiстю.

Встановимо апрiорну оцiнку розв’язкiв на [0, T ], для цього помножимо∫ T

0

〈∂t~un, ~vr〉 dt+

∫ T

0

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂

∂xj
~un,

∂

∂xi
~vr

〉
dt+

∫ T

0

〈
~b,~vr

〉
dt = 0,

де r = 1, . . . , n, на ~cnr i просумуємо по r вiд 1 до n, одержимо

1

2
‖~un‖2

2 +

∫ T

0

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂

∂xj
~un,

∂

∂xi
~unr

〉
dt+

∫ T

0

〈
~b, ~un

〉
dt = 0, r = 1, . . . , n

оцiнюємо

1
2
‖~un‖2

2

∣∣T
0

+ ν
T∫
0

‖∇~un‖2
2 dt ≤

(
1

2σ2 + c(β)
2
ε2 + c (β) + 1

2γ2

) T∫
0

‖~un‖2
2 dt+

+
(

1
2

(
1
ε2

+ βε2
)

+ β
) T∫

0

‖∇~un‖2
2 dt+ γ2

2

T∫
0

‖µ3‖2 dt.

З останньої нерiвностi випливає апрiорна оцiнка послiдовностi розв’язкiв ~un (t, x).
Покажемо, що ~u (t, x) є розв’язком, для довiльної функцiї w =

∑
i=1,...,n

di (t)~vi (x),

де di (t) неперервнi функцiї узагальненi похiднi яких є обмеженими на iнтервалi
[0, T ]. Множину таких функцiй ~w =

∑
i=1,...,n

~di (t)~vi (x) позначимо ℘ (n).

Складемо iнтегральнi тотожностi

−
∫ t

0

〈~un, ∂t ~w〉 dt+ 〈~un, ~w〉|t0 +

∫ t

0

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂

∂xj
~un,

∂

∂xi
~w

〉
dt+

∫ t

0

〈
~b, ~w

〉
dt = 0,

t ∈ [0, T ] .

Оскiльки функцiя ~un (t, x) належить множинi ℘ (n) ∀n ∈ N то перейдемо
до границi при n→∞, одержимо

−
∫ t

0

〈~u, ∂t ~w〉 dt+ 〈~u, ~w〉|t0 +

∫ t

0

〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂

∂xj
~u,

∂

∂xi
~w

〉
dt+

∫ t

0

〈
~b, ~w

〉
dt = 0,
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де t ∈ [0, T ]. Ця тотожнiсть справедлива для довiльної функцiї w ∈
⋃
n∈N ℘ (n).

Отже, функцiя ~u (t, x) є розв’язком першої крайової задачi. Залишилося до-
вести, що функцiй 〈~un, ~vi〉 , n ∈ N є рiвностепенно неперервнi по t ∈ [0, T ] для
всiх фiксованих i, дiйсно, одержуємо

|〈~un (t+ ∆t, x)− ~un (t, x) , ~vr〉| ≤
t+∆t∫
t

∣∣∣∣∣
〈 ∑
i,j=1,...,l

aij
∂
∂xj
~un,

∂
∂xi
~vr

〉∣∣∣∣∣ dt+
+

t+∆t∫
t

∣∣∣〈~b,~vr〉∣∣∣ dt ≤ ( 1
2σ2 + c(β)

2
ε2 + c (β) + 1

2γ2

) t+∆t∫
t

‖~un‖2
2 dt+

+
(

1
2

(
1
ε2

+ βε2
)

+ β + µ
) t+∆t∫

t

‖∇~un‖2
2 dt+ γ2

2

t+∆t∫
t

‖µ3‖2 dt.

≤ const ·∆t ∆t→0−→ 0

що доводить рiвностепенну неперервнiсть функцiй 〈~un, ~vi〉 , n ∈ N.
Отже, доведено теорему 1.
Теорема 1. Нехай виконуються умови 1-5. Тодi перша крайова задача для

системи (3) для довiльної функцiї ~ϕ (x) ∈ L2 має принаймнi один розв’язок в
просторi V 2

1 при t ∈ [0, T ] i виконується умова

lim
∆t→0

‖u (t+ ∆t, x)− u (t, x)‖2
2

∆t
= 0.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Встановлено,
що перша крайова задача для квазiлiнiйної системи параболiчних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку за умов форм-обмеженостi i лiнiйного росту
має розв’язок у просторi Соболева. В наступних умовах данi планується роз-
ширити клас систем, якi можуть бути дослiдженi за допомогою даного методу.
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Yaremenko M. I. Quasilinear system of parabolic differential equations in the
divergent form under form-boundary conditions.

In this article we study quasilinear systems of parabolic differential equations in di-
vergent forms of the second order with the singular coefficients under conditions of form-
boundedness and linear growth of nonlinear perturbation. The existence of a solution of
the first boundary value problem for a quasilinear system of parabolic differential equations
under conditions of bounded forms and linear growth in Sobolev space is established. We
consider the conditions under which nonlinear perturbation is bounded by a linear function
with coefficients that can be spatially singular, in the linear case these coefficients belong
to the Kato and Nash functional classes.
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