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ДО СТАТТI БАССА I ПАЙКА

Присвячено свiтлiй пам’ятi Юрiя Васильовича Козаченка
В 1984 роцi Р. Пайк та Р. Басс [1] запропонували вивчати рiвномiрнi по класу

множин граничнi теореми для випадкових величин, якi залежать вiд множин з пев-
ного класу. У цiй роботi доводиться природне узагальнення теореми Басс-Пайка про
рiвномiрний пiдсилений закон великих чисел для випадкових процесiв, iндексованих
множинами. Замiсть сум випадкових величин по множинах, як у Басса–Пайка, ми
розглядаємо бiльш загальну ситуацiю випадкових зарядiв та мiр. Оскiльки рiвномiр-
ний закон великих чисел для випадкових зарядiв та мiр не може виконуватись для
довiльного класу множин, то ми використовуємо умову Басса-Пайка про рiвномiрну
малiсть мiри Лебега δ-околiв множин класу. У випадку випадкових зарядiв ми вико-
ристовуємо додаткову умову про iснування мажорантної мiри. Цю умову у випадку
випадкових мiр можна, звичайно, опустити. Метод доведення основного результату
цiєї статтi в цiлому є модифiкацiєю методу Басса-Пайка.

У рядi наслiдкiв основного результату ми наводимо вiдповiднi результати для кон-
кретних ситуацiй. Зокрема, у наслiдку 2 ми показуємо як можна позбутися додаткової
умови для випадкових зарядiв. У наслiдку 4 розглянуто випадок не обов’язково не-
залежних або однаково розподiлених випадкових величин. Виявляється, що замiсть
цього можна лише припустити, що виконується не рiвномiрний пiдсилений закон ве-
ликих чисел. Бiльше того, гранична константа у цьому результатi не обов’язково має
бути невипадковою. Для такої ж постановки у наслiдку 5 показано як можна позбу-
тися додаткової умови, яку ми накладаємо на випадковi заряди. Нарештi у наслiдку
6 розглянуто випадок, коли випадкова мiра породжується певним випадковим проце-
сом.

Ще один основний результат цiєї статтi стосується рiвномiрного пiдсиленого закону
великих чисел для аналога процесу вiдновлення. Як i у випадку сум незалежних одна-
ково розподiлених випадкових величин, цей результат справджується у припущеннi
iснування першого моменту. Жодного результата стосовно такого узагальненого про-
цесу вiдновлення ранiше вiдомо не було.

Ключовi слова: посилений закон великих чисел, випадковий заряд, процес вiднов-
лення, рiвномiрний посилений закон великих чисел, випадковий процес, iндексований
множинами.

1. Вступ. Пiдсилений закон великих чисел для однаково розподiлених ви-
падкових величин Бернуллi було доведено у 1909 роцi Е. Борелем. Загальний
випадок незалежних випадкових величин було розглянуто Колмогоровим, який

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 37, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



46 В. Ю. БОГДАНСЬКИЙ, О. I. КЛЕСОВ

довiв, що у випадку iснування першого моменту

Sn
n
→ E[X1] майже напевно,

де Sn = X1 + · · · + Xn – кумулятивнi суми незалежних однаково розподiле-
них випадкових величин Xk, k ≥ 1, з скiнченим математичним сподiванням. У
подальшому цей результат узагальнювали у рiзних напрямках. Вiдома теорема
Марцинкевича–Зiгмунда – це фактично результат про швидкiсть збiжностi у
пiдсиленому законi великих чисел Колмогорова. Особлива увага придiлялася
сумам залежних випадкових величин, а також сумам випадкових елементiв в
абстрактних банахових просторах. Новий напрямок з’явився у 80-их роках XX
сторiччя, який стосувався кратних сум випадкових величин. Цей випадок вiд-
рiзнявся вiд усiх попереднiх тим, що множини, за якими здiйснюються пiдсумо-
вування (прямокутники [1, n1]×· · ·× [1, nd]), не утворюють зростаючу послiдов-
нiсть. Наслiдком цiєї особливостi є бiльш обмежливi моментнi умови (див. [2]).
Ще бiльш загальна конструкцiя сум за множинами з певного класу з’явилася в
роботах Басса та Пайка (див., наприклад, [1]). При цьому твердження Басса та
Пайка виконувались рiвномiрно за класом множин, що спричиняло необхiднiсть
накладати певнi обмеження на класи множин. Аналоги теореми Басса–Пайка
про пiдсилений закон великих чисел для так званих керованих сум доведено
в [3], де знайденi достатнi умови для

S(n)

n
→ E[X1] майже напевно,

де S(n) – це суми (не обов’язково кумулятивнi) незалежних однаково розподi-
лених випадкових величин Xk, k ≥ 1. Низку результатiв, аналогiчних теоремi
Басса–Пайка, можна знайти в [4] та [5].

В цiй роботi ми продовжуємо дослiдження, розпочатi в [5]. Основним ре-
зультатом статтi стосовно рiвномiрного пiдсиленого закону великих чисел для
сум за множинами є теорема 2. Оскiльки рiвномiрний закон великих чисел для
випадкових зарядiв та мiр не може виконуватись для довiльного класу множин,
то ми використовуємо умову Басса-Пайка про рiвномiрну малiсть мiри Лебега
δ-околiв множин класу. У випадку випадкових зарядiв ми використовуємо дода-
ткову умову про iснування мажорантної мiри. Цю умову у випадку випадкових
мiр можна, звичайно, опустити.

Iншим основним результатом цiєї статтi є теорема 3 про рiвномiрний пiдси-
лений закон великих чисел для аналога процесу вiдновлення, а не для сум. Як
i у випадку сум незалежних однаково розподiлених випадкових величин, цей
результат справджується у припущеннi iснування першого моменту. Жодного
результата стосовно такого узагальненого процесу вiдновлення ранiше вiдомо
не було.

2. Теорема Басса–Пайка. У статтi [3] розглядається версiя ПЗВЧ для
сум незалежних однаково розподiлених випадкових величин з наборiв, що не
обов’язково мiстять один одного.

У статтi [4] наводиться версiя ПЗВЧ для випадкових зарядiв.
У статтi [1] Р. Басс i Р. Пайк довели наступне твердження (яке є версiєю

рiвномiрного ПЗВЧ):

Роздiл 1: Математика i статистика
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Теорема 1. Позначимо:
kB – множина {kx : x ∈ B}, де k ∈ R, B ⊂ Rd;
Rd

+ – множина точок з додатними координатами в Rd;
J = {1, 2, . . .}d – множина точок з цiлими координатами в Rd

+.
Нехай A – деяка сукупнiсть борелевських пiдмножин [0, 1]d ⊂ Rd, така, що

r(δ) ≡ sup
A∈A
|A(δ)| → 0, δ → 0, (1)

де A(δ) = {x : ρ(x, ∂A) < δ} – δ-окiл границi множини A; |A| – мiра Лебега
множини A ∈ Rd.

Нехай {Xj}, j ∈ J, – сукупнiсть незалежних i однаково розподiлених ви-
падкових величин зi скiнченним математичним сподiванням EXj = µ < ∞.
Позначимо S(B) =

∑
j∈BXj. Тодi

sup
A∈A

∣∣∣∣S(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, n→∞,м.н.

У цiй статтi наводиться його природне узагальнення i декiлька наслiдкiв
з цього узагальнення. Також доводиться аналогiчне твердження для процесу
вiдновлення.

3. Основний результат.

Теорема 2. Нехай:
A – деяка сукупнiсть борелевських пiдмножин I, де I = (0, 1]d - пiвiнтервал

в Rd;
X – деякий випадковий заряд. Тут пiд “випадковим зарядом” розумiємо

функцiю, задану на B×Ω, де B – сукупнiсть обмежених борелевських пiдмно-
жин Rd

+, що є зарядом при фiксованому ω ∈ Ω, а при фiксованому B ∈ B –
випадковою величиною. Аналогiчно визначаємо випадкову мiру.

Припустимо, що на A та X накладенi наступнi умови:
1) Для A виконується (1).
2) Iснує Y – випадкова мiра, задана на обмежених борелевських пiдмно-

жинах Rd
+, така, що Y ≥ |X|, i майже напевно ∃ µ, λ ∈ R, що ∀B ∈ C

виконується:

X(nB)

nd
→ µ · |B|, n→∞, (2)

Y (nB)

nd
→ λ · |B|, n→∞. (3)

Тут C – сукупнiсть множин
(

0,
j

m

]
⊂ I, де j ∈ J , m ∈ N; (x, y] – пiвiнтервал

в Rd, x, y ∈ Rd i всi координати y бiльшi за вiдповiднi координати x.
Позначимо через µ(ω) i λ(ω) вiдповiднi майже напевно визначенi функцiї

Ω→ R.
Тодi

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, n→∞,м.н. (4)
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Доведення. Доведення аналогiчне до доведення теореми 1 з [1].
Позначимо Cm

j = 1
m

(j − 1, j], де j ∈ J,m ∈ N i j ∈ mI; B – сукупнiсть всiх
можливих множин, якi є об’єднаннями деяких Cm

j при фiксованому m.
Спочатку покажемо, що якщо для деякого ω iснує таке µ, що ∀B ∈ C вико-

нується (12), тодi умова (12) виконується також для ∀B ∈ B.
Дiйсно, помiтимо, що якщо (12) виконується для двох множин B1 i B2, що

не перетинаються, тодi умова (12) також виконується для B1 ∪B2. Дiйсно,

lim
n→∞

X(n(B1 ∪B2))

nd
= lim

n→∞

X(n(B1))

nd
+ lim

n→∞

X(n(B2))

nd
=

= µ · |B1|+ µ · |B2| = µ · |B1 ∪B2|.

Аналогiчно, якщо (12) виконується для B1 i B2, причому B1 ⊂ B2, то (12)
виконується для B2\B1:

lim
n→∞

X(n(B2\B1))

nd
= lim

n→∞

X(n(B2))

nd
− lim
n→∞

X(n(B1))

nd
= µ·|B2|−µ·|B1| = µ·|B2\B1|.

Покажемо, що кожну множину B ∈ B можна отримати за декiлька кро-
кiв з множин C шляхом застосування цих двох операцiй. Оскiльки B ∈ B є
об’єднанням множин Cm

j , то достатньо довести, що кожну множину вигляду

(x, y] =

(
j1

m
,
j2

m

]
⊂ I, де j1, j2 ∈ J , можна отримати з множин C шляхом засто-

сування другої з цих операцiй за скiнченну кiлькiсть крокiв.
Позначимо x = (x1, ..., xd), y = (y1, ..., yd), де xi ∈ {0, 1, ...,m − 1}, yi ∈

{1, 2, ...,m}. Скористаємося iндукцiєю за k, де k ∈ {0, 1, ..., d} – найменше чи-
сло, для якого xl = 0, ∀k < l ≤ d. При k = 0 твердження очевидне. Якщо
твердження виконується для k = s < d, то воно також виконується для k =
s + 1, оскiльки якщо x = (x1, ..., xs+1, 0, ..., 0), x′ = (x1, ..., xs, 0, ..., 0), то (x, y] =
(x′, y]\(x′, (y1, y2, ..., ys, xs+1, ys+2, ..., yd)].

Застосовуючи аналогiчнi мiркування для (3), отримаємо, що майже напевно
∃ µ, λ ∈ R, що ∀B ∈ B виконуються (12) i (3).

Позначимо B′m =
⋃

j :Cmj ⊆B
Cm
j , B′′m =

⋃
j :Cmj ∩B 6=∅

Cm
j , де B ⊂ Rd

+, m ∈ N.

Помiтимо, що для всiх ω, для яких визначено µ i λ, i для всiх m ∈ N вико-
нується

lim sup
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣ ≤ Xm + Ym + Zm,

де

Xm = lim sup
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)−X(nA′m)

nd

∣∣∣∣ ,
Ym = lim sup

n→∞
sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA′m)

nd
− µ|A′m|

∣∣∣∣ ,
Zm = |µ| · sup

A∈A
|A\A′m|.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Отже, для доведення (4) достатньо показати, що для всiх ω, для яких ви-
значено µ i λ (а µ i λ визначенi майже напевно), виконується Xm, Ym, Zm → 0,
m→∞.

Zm → 0,m→∞, оскiльки Zm ≤ |µ| · r(
√
d/m)→ 0,m→∞, внаслiдок (1).

Оскiльки A′m ∈ B, ∀A ∈ A,∀m ∈ N, то внаслiдок (12) отримаємо, що

lim sup
n→∞

∣∣∣∣X(nA′m)

nd
− µ|A′m|

∣∣∣∣ = 0, i, оскiльки {A′m |A ∈ A} мiстить скiнченну кiль-

кiсть елементiв, то Ym = 0, ∀m ∈ N.

Помiтимо, що Xm ≤ lim sup
n→∞

supA∈A

∣∣∣∣Y (n(A′′m\A′m))

nd

∣∣∣∣. Оскiльки (A′′m\A′m) ∈ B,

∀A ∈ A, ∀m ∈ N, то внаслiдок (3) lim sup
n→∞

∣∣∣∣Y (n(A′′m\A′m))

nd

∣∣∣∣ = λ · |A′′m\A′m|, i,

оскiльки {A′′m\A′m |A ∈ A} мiстить скiнченну кiлькiсть елементiв, то Xm ≤
λ · supA∈A |A′′m\A′m| ≤ λ · r(

√
d/m)→ 0,m→∞.

Наслiдок 1. Якщо X – випадкова мiра, то додаткова умова на iснування
Y , звiсно, не вимагається.

Наслiдок 2. Нехай {Xj | j ∈ J} – незалежнi i однаково розподiленi випад-
ковi величини з E[|Xj|] < ∞ i E[Xj] = µ, S(B) =

∑
j∈BXj, T (B) =

∑
j∈B |Xj|.

Тодi якщо X(B) ≡ S(B), то при Y (B) ≡ T (B), λ = E[|Xj|] виконується умова
теореми (2).

Доведення. Дiйсно, оскiльки C є злiченою множиною, то достатньо до-
вести, що ∀B ∈ C твердження (12) i (3) виконуються майже напевно. Це є

наслiдком закона великих чисел:
X(nB)

nd
=
X(nB)

W (nB)
· W (nB)

nd
→ µ · |B|, n → ∞,

м.н.; для (3) аналогiчно. Тут через W (A) ми позначаємо кiлькiсть цiлих точок,
що належать множинi A ⊂ Rd

+.
У статтi [5] показується, що твердження теореми 1 залишається еквiвален-

тним при замiнi умови «A – деяка сукупнiсть борелевських пiдмножин [0, 1]d ⊂
Rd» на умову «A - деяка сукупнiсть борелевських пiдмножин (0, 1]d ⊂ Rd».
Отже, теорема 1 є наслiдком теореми 2.

Наслiдок 3. Якщо X(B) ≡
∑

j∈J |B ∩ C1
j | ·Xj, де {Xj | j ∈ J} – незалежнi

i однаково розподiленi випадковi величини з E[|Xj|] < ∞ i E[Xj] = µ, то при
Y (B) =

∑
j∈J |B ∩ C1

j | · |Xj|, λ = E[|Xj|] виконується умова теореми (2).

Доведення. Знову ж, для (12) достатньо довести, що ∀B ∈ C виконується
X(nB)

nd
→ µ · |B|, n→∞, м.н. Покажемо це.

Скористаємося позначеннями S(B) i T (B) з наслiдка (2). Помiтимо, що

|X(nB) − S(nB)| ≤ T (n(0, x + 1
n
]) − T (nB), де B = (0, x]. Оскiльки

S(nB)

nd
→

µ · |B|, T (nB)

nd
→ λ · |B|, n→∞, м.н., то достатньо довести, що

T (n(0, x+ 1
n
])

nd
→

λ · |B|, n → ∞, м.н. Нехай Bm = (0, x + 1
m

], де m ∈ N, B0 = B. Тодi майже

напевно справедливо, що ∀m ≥ 0 виконується
T (nBm)

nd
→ λ · |Bm|, n → ∞. Не-

важко зрозумiти, что для цих ω ∀m ∈ N виконується λ · |B| = limn→∞
T (nB)

nd
≤
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lim inf
T (nBn)

nd
≤ lim sup

T (nBn)

nd
≤ lim sup

T (nBm)

nd
= λ · |Bm|. Оскiльки m бере-

ться довiльно, то отримуємо потрiбне твердження. (3) доводиться аналогiчно.

Наслiдок 4. Якщо X(A) = S(A), як у наслiдку 2, але {Xj} не обов’язково
незалежнi i однаково розподiленi, проте на них накладена умова

S(k)

|k|
→ µ(ω), |k| → ∞,м.н., (5)

де S(x) ≡ S((0, x]), k ∈ J , i T також задовольняє аналогiчнiй умовi, то умова
теореми 2 виконується, оскiльки якщо для ω виконується (5), то для нього

∀B = (0, x] ∈ C виконується
S(nx)

nd
=
S([nx])

|[nx]|
· |[nx]|
nd

→ µ · |B|, n → ∞; тут

[y] = ([y1], [y2], ..., [yd]), якщо y = (y1, y2, ..., yd) ∈ Rd.

Наслiдок 5. Якщо X(A) = S(A), як у наслiдку 2, але {Xj} не обов’язко-
во незалежнi i однаково розподiленi, проте ∃µ, λ ∈ R, що для будь-якої по-

слiдовностi {Xji}, i ≥ 1, виконується, що
1

n

∑n
i=1Xji → µ, n → ∞, м.н. i

1

n

∑n
i=1 |Xji | → λ, n→∞, м.н., то умова теореми 2 виконується.

Доведення цього таке ж саме, як у наслiдку 2.

Наслiдок 6. Нехай f(x) – випадкова функцiя Rd
+ → R, така, що вона по-

роджує випадковий заряд X((0, x]) = f(x), x ∈ Rd
+, який є обмеженим на

борелевських пiдмножинах Rd
+. Якщо покласти A = {(0, x]|x ∈ I}, то, оче-

видно, умова (1) теореми 2 буде виконуватись. Нехай при цьому заряд, що
породжується функцiєю f , є невiд’ємним, i iснує така випадкова величина µ,
що ∀x ∈ I ∩Q виконується

f(nx)

nd
→ µ|x|, n→∞,м.н.,

де Q – множина точок Rd з рацiональними координатами.
Тодi

sup
x∈I

∣∣∣∣f(nx)

nd
− µ|x|

∣∣∣∣→ 0, n→∞,м.н.

Теорема 3. Нехай X(B) i A задовольняють умову теореми 1. Припустимо
додатково, що:

X(nA)→ +∞, n→∞, ∀A ∈ A,м.н. (6)

i

X(B) ≤ X(C), ∀B,C,B ⊂ C,м.н. (7)

Позначимо через Nt(A) найменше натуральне число, починаючи з якого для
всiх натуральних чисел виконується X(nA) > t (для кожного A ∈ A i t > 0
це буде випадкова величина, що згiдно з (6) визначена м.н.).
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Тодi

sup
A∈A

∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, t→∞,м.н.

Доведення.
З теореми 2 маємо (4). З (4) i умов (6) i (7) випливає, що майже напевно

виконуються всi наступнi твердження:

X(nA)→ +∞, n→∞,∀A ∈ A, (8)

X(B) ≤ X(C),∀B,C,B ⊂ C, (9)

i

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, n→∞. (10)

Покажемо, що для всiх ω, для яких виконуються цi три твердження, вико-
нується також наступне твердження:

sup
A∈A

∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, t→∞. (11)

Очевидно, що внаслiдок (8) i (9) виконується X(nI) → +∞, n → ∞, тобто
можна казати про Nt(I). Помiтимо, що якщо t > X(I), то внаслiдок (9) ∀A ∈ A

Nt(A) ≥ Nt(I) ≥ 2. Для таких t ∀A ∈ A виконується:

X(Nt(A) · A) > t ≥ X((Nt(A)− 1) · A),

а тому

∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣ ≤ max

{∣∣∣∣X(Nt(A) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣X((Nt(A)− 1) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣} ≤∣∣∣∣X(Nt(A) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣+

∣∣∣∣X((Nt(A)− 1) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣ = I1 + I2.

I2 ≤
∣∣∣∣X((Nt(A)− 1) · A)

(Nt(A)− 1)d
− µ|A|

∣∣∣∣ · (Nt(A)− 1

Nt(A)

)d
+ µ · |A| ·

∣∣∣∣∣1−
(
Nt(A)− 1

Nt(A)

)d∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣X((Nt(A)− 1) · A)

(Nt(A)− 1)d
− µ|A|

∣∣∣∣+ µ · |A| ·

∣∣∣∣∣1−
(
Nt(A)− 1

Nt(A)

)d∣∣∣∣∣ = I3 + I4.

Отже, потрiбно довести, що:

sup
A∈A

∣∣∣∣X(Nt(A) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, t→∞; (12)

sup
A∈A

∣∣∣∣X((Nt(A)− 1) · A)

(Nt(A)− 1)d
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, t→∞; (13)
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sup
A∈A
|A| ·

∣∣∣∣∣1−
(
Nt(A)− 1

Nt(A)

)d∣∣∣∣∣→ 0, t→∞. (14)

Внаслiдок (10) ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣ ≤ ε,

що рiвносильно тому, що ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N ∀A ∈ A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣ ≤ ε.

Якщо взяти таке K, що NK(I) ≥ N , то, так як ∀ t ≥ K, ∀A ∈ A виконує-
ться Nt(A) ≥ Nt(I) ≥ NK(I) ≥ N , то ∀ ε > 0 ∃K > 0 ∀ t ≥ K ∀A ∈ A∣∣∣∣X(Nt(A) · A)

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣ ≤ ε, що доводить (12). Умова (13) доводиться аналогi-

чно. Умова (14) виконується, оскiльки

sup
A∈A
|A| ·

∣∣∣∣∣1−
(
Nt(A)− 1

Nt(A)

)d∣∣∣∣∣ ≤ sup
A∈A

∣∣∣∣∣1−
(
Nt(A)− 1

Nt(A)

)d∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣1−
(
Nt(I)− 1

Nt(I)

)d∣∣∣∣∣→ 0, t→∞.

Наслiдок 7. З теореми 3 також випливає, що

sup
A∈A

∣∣∣∣ t1/d

(Nt(A))
− (µ|A|)1/d

∣∣∣∣→ 0, t→∞,м.н. (15)

Дiйсно, якщо для ω ∈ Ω виконується (11), то для нього виконується i (15):

sup
A∈A

∣∣∣∣ t1/dNt(A)
− (µ|A|)1/d

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣1/d =(
sup
A∈A

∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣)1/d

→ 0, t→∞.

4. Перспективи подальших дослiджень. Вiд умови (2) теореми 2 вiд-
мовитись у загальному випадку неможливо, але можна сподiватись, що її мо-
жна замiнити на бiльш просту. Пошук бiльш простої умови замiсть умови (2)
є одним з напрямкiв подальших дослiджень. Iншим напрямком є розширення
сфери застосувань наслiдка 4 для залежних випадкових величин.
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Bogdanskii V. Yu., Klesov O. I. To the article of Bass and Pyke.
In 1984, R. Pyke and R. Bass [4] proposed to study the limit theorems uniformly

with respect to classes of sets for random variables that depend on sets of a certain class.
This paper provides a natural generalization of the Bass–Pike theorem on the uniform law
of large numbers for random processes indexed by sets. Instead of the sums of random
variables indexed by sets, as in the Bass–Pike setting, we consider in Theorem 2 a more
general situation of random charges and measures. Since the uniform law of large numbers
for random charges and measures does not hold for an arbitrary class of sets, we use the
Bass–Pyke condition imposed on the class. This condition means the uniform smallness of
the Lebesgue measure of δ-neighborhoods of the sets. In the case of random charges, we
use the additional condition on the existence of a majorant measure. This condition can,
of course, be omitted in the case of random measures. The method of the proof of the
main results of this article resembles the on in the Bass–Pyke paper.

In a number of corollaries of the main result, we present the corresponding results
for special cases. In particular, in Corollary 2 we show how to get rid of the additional
condition for random charges. In Corollary 4, the case of not necessarily independent or
equally distributed random variables is considered. It turns out that instead we can assume
that the non-uniform strong law of large numbers is fulfilled. Moreover, the limit constant
in this case is not necessarily random. does not have to be accidental. For the same setting,
Corollary 5 shows how we can get rid of the additional condition that we impose on random
charges. Finally, Corollary 6 considers the case where a random measure is generated by
a certain stochastic process.

Another main result of this paper, Theorem 3, applies to the uniform strong law of large
numbers for an analogue of the renewal process. As in the case of sums of independent
identically distributed random variables, this result holds under the assumption of the
existence of the first moment. No results were previously known for such a generalized
renewal process.

Further studies of the uniformly strong law of large numbers will be concentrated in
searching a condition simpler than the existence of a majorant measure. Some examples of
situations in which this condition can be omitted, are given in the corollaries to Theorem
1. However, in the general case, this condition cannot be omitted.

Keywords: strong law of large numbers, random signed measure, renewal process, uniform
strong law of large numbers, random processes indexed by sets.
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