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НАПРЯМКИ НАУКОВИХ ДОСЛIДЖЕНЬ Ю. В. КОЗАЧЕНКА:
ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧНОЇ

ФIЗИКИ З ВИПАДКОВИМИ ФАКТОРАМИ

Присвячено свiтлiй пам’ятi Юрiя Васильовича Козаченка
Одним з напрямкiв наукових дослiдженьЮ. В. Козаченка є рiвняння математичної

фiзики з випадковими факторами. Цi фактори можуть мати рiзну природу: випад-
ковi початковi умови, випадковi крайовi умови, випадкова права частина, випадковi
коефiцiєнти i т. д. Умови та оцiнки збiжностi за ймовiрнiстю випадкових рядiв знахо-
дять широке застосування при розв’язаннi задач математичної фiзики з випадковими
умовами. Фiзичнi постановки таких задач розглядав Кампе де Фер’є. Вiн розглядав
крайову задачу для рiвняння коливання струни з випадковими початковими умовами.
У роботах В. В. Булдигiна показано, що вимога, щоб майже всi реалiзацiї випадко-
вої початкової функцiї задовольняли умови, при яких є розв’язуваною детермiнована
задача, значно звужує клас випадкових умов, за яких розв’язок iснує в класичному
розумiннi. Є багато робiт, в яких вивчались задачi математичної фiзики з випадко-
вими умовами, якi базуються на дослiдженнi збiжностi за ймовiрностю в функцiо-
нальних просторах послiдовностi випадкових функцiй, що апроксимують розв’язки
крайових задач. Зауважимо, що у бiльшостi з цих робiт, для знаходження умов рiв-
номiрної збiжностi випадкових рядiв застосовується метод, що ґрунтується на iдеї
Ж. Канаха. Булдигiним В. В. та Козаченком Ю. В. був запропонований метод, який
дозволяє обґрунтовувати застосування методу Фур’є до задач математичної фiзики
у багатовимiрному випадку. Метод, що ґрунтується на iдеї Кахана для цього випад-
ку не пiдходить. У роботах Козаченка Ю. В. та його учнiв дослiджувалися рiвняння
гiперпболiчного та параболiчного типiв математичної фiзики з випадковими факто-
рами. Зокрема, вивчалися властивостi класичних та узагальнених розв’язкiв таких
задач, було обґрунтувано застосування методу Фур’є, знайдено оцiнок для розподiлу
супремуму розв’язкiв, та побудовано моделi розв’язкiв деяких задач, що наближають
розв’язок iз заданою надiйнiстю та точнiстю в рiвномiрнiй метрицi. Всi цi результати
мають не лише теоретичне, але й практичне застосування для подальшого вивчення
та розвинення теорiї гiперболiчних i параболiчних рiвнянь математичної фiзики з ви-
падковими факторами. Крiм того, цi результати дозволяють моделювати розв’язки
крайових задач математичної фiзики iз заданою надiйнiстю та точнiстю в рiвномiр-
нiй метрицi, що може застосовуватися в наукових дослiдженнях в галузi радiотехнiки,
фiзики, геофiзики, фiнансової математики, математичної економiки, в технiчних нау-
ках та в механiцi, зокрема, де використовуються методи комп’ютерного моделювання
випадкових процесiв.

Ключовi слова: випадковi процеси, гiперболiчнi рiвняння математичної фiзики, сто-
хастичнi процеси, параболiчнi рiвняння математичної фiзики.
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1. Вступ. Коло iнтересiв Юрiя Васильовича Козаченка було надзвичайно ши-
роким. Мiжнароднiй науковiй спiльнотi вiн був вiдомий як один з творцiв тео-
рiї субгауссових випадкових процесiв, випадкових процесiв з просторiв Орлiча.
ПрофесорЮрiй Васильович Козаченко отримав вагомi науковi результати у до-
слiдженнi рiвнянь гiперболiчного та параболiчного типiв математичної фiзики
з випадковими факторами. У данiй статтi мiститься огляд його робiт у цьому
напрямку.

2. Основнi результати. Дослiдження властивостей випадкових рядiв у
рiзних функцiональних просторах є одним з важливих напрямкiв розвитку те-
орiї випадкових процесiв. Це обумовлюється тим, що багато випадкових проце-
сiв можуть бути зображенi у виглядi випадкових функцiональних рядiв. Тому
є можливiсть вивчати властивостi випадкових процесiв, дослiджуючи власти-
востi їх зображень. Зокрема, актуальним є питання про умови та швидкiсть
збiжностi стохастичних рядiв у нормах рiзних функцiональних просторах.

З iншого боку, зображення випадкових процесiв у виглядi збiжних випад-
кових рядiв вiдкриває додатковi можливостi для використання цих зображень
як у самiй теорiї випадкових процесiв, так i у її застосуваннях у спорiднених
математичних дисциплiнах: при розв’язуваннi практичних задач математичної
фiзики з випадковими початковими умовами, математичному моделюваннi то-
що.

Багато науковцiв-математикiв дослiджували властивостi випадкових проце-
сiв, що зображуються у виглядi функцiональних рядiв. Можливiсть зображен-
ня деяких випадкових процесiв у виглядi випадкових функцiональних рядiв є
класичним прикладом в теорiї випадкових процесiв. Теорiя таких рядiв почина-
ється з робiт Пелi А. та Зiгмунда А. [43], Пелi А., Вiнера Н. та Зiгмунда А. [44].
Додаткова iнформацiя про такi зображення мiститься в працях Талаграна [45],
Iто i Нiсiо [32], Джайна та Маркуса [33], а також у роботах українських мате-
матикiв Ядренка М. Й. [28], Козаченка Ю. В. [12–15], Булдигiна В. В. [2–4].

При розв’язуваннi практичних задач важливе значення має швидкiсть збi-
жностi випадкових рядiв. У 60-i роки почались дослiдження збiжностi випад-
кових рядiв зi значеннями у банахових просторах. Булдигiн В. В. у роботi [5]
заклав основи загальної теорiї збiжностi випадкових рядiв з незалежними чле-
нами зi значеннями в топологiчних просторах. Огляд результатiв у цьому на-
прямку наведений ним у монографiї [2].

У 70-их роках дана теорiя була розвинута i доповнена роботами, у яких ви-
вчалась збiжнiсть за ймовiрнiстю випадкових рядiв iз залежними членами у
рiзних функцiональних просторах. У роботах [2, 4] Булдигiна В. В. дослiджу-
ється збiжнiсть за ймовiрнiстю випадкових рядiв iз членами, що належать до
банахових просторiв, в працi Козаченка Ю. В. та Бейсенбаева Е. [1] розглядаю-
ться умови збiжностi випадкових рядiв з залежними членами у нормах рiзних
функцiональних просторiв.

У статтях [9,10,13,14,27] розглядалися умови та швидкостi збiжностi випад-
кових рядiв у нормах деяких просторiв Орлiча. Козаченко Ю. В. та Зелепугi-
на I. Н. в статтях [9,10] отримали умови збiжностi та загальнi оцiнки швидкостi
збiжностi гауссових випадкових рядiв у нормах деяких просторiв Орлiча. Цими
ж авторами були обґрунтованi оцiнки швидкостi збiжностi у просторах Орлiча
для субгауссових випадкових рядiв та рядiв субгауссового типу [9,10].
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Загальнi оцiнки отриманi в [9,10] були полiпшенi в роботах [34,35] на основi
методу, що ґрунтується на iдеї Ж. Кахана, суть якої полягає в застосуваннi не-
рiвностi Бернштейна для знаходження умов рiвномiрної збiжностi випадкових
рядiв. Цей метод був запропонований Козаченком Ю. В. i застосований у його
роботах [12,17], а також у роботах [9, 27,29].

У роботах Ковальчука Ю. О. та Козаченка Ю. В. i Ковальчука Ю. О. [21,
22] були знайденi умови збiжностi строго Subϕ(Ω) випадкових рядiв у нормах
простору Lp(Ω) та простору Орлiча LU(Ω).

Умови та оцiнки збiжностi за ймовiрнiстю випадкових рядiв знаходять ши-
роке застосування при розв’язаннi задач математичної фiзики з випадковими
початковими умовами. Фiзичнi постановки таких задач розглядав Кампе де
Фер’є [11]. Вiн розглядав крайову задачу для рiвняння коливання струни з ви-
падковими початковими умовами. У роботi В. В. Булдигiна [5] обґрунтовано,
що вимога, яка обмежує реалiзацiї випадкової початкової функцiї рамками, в
межах якої розв’язується детермiнована задача, значно звужує клас випадкових
початкових умов, за яких розв’язок iснує в класичному розумiннi.

У роботах Бейсенбаєва Є. та Козаченка Ю. В. [1] отриманi умови рiвномiр-
ної збiжностi за ймовiрнiстю i в середньому квадратичному випадкових рядiв
i iнтегралiв, а також умови почленного диференцiювання з iмовiрнiстю оди-
ниця випадкових рядiв. Отриманi умови були використанi при обґрунтуваннi
застосування методу Фур’є для задачi параболiчного однорiдного рiвняння ма-
тематичної фiзики.

Булдигiним В. В. та Козаченком Ю. В. [6] запропоновано пiдхiд, який ґрун-
тується на дослiдженнi збiжностi за ймовiрнiстю у функцiональних просторах
послiдовностi часткових сум, що апроксимують розв’язок крайової задачi. Цей
пiдхiд був використаний у роботах [6, 17, 18, 20, 27, 42] для обґрунтування мо-
жливостi застосування методу Фур’є до розв’язання крайової задачi.

У роботi [6] розглядається перша крайова задача для однорiдного гiпер-
болiчного рiвняння, коли початковi випадковi умови є гауссовими випадкови-
ми процесами. Також обґрунтовано можливiсть застосування методу Фур’є до
знаходження розв’язку першої крайової задачi для однорiдного гiперболiчного
рiвняння та розглянуто iснування розв’язку в частинному випадку, що форму-
люється у термiнах кореляцiйних функцiй.

У роботi Козаченка Ю. В. та Енджирглi М. В. [17] знайдено умови та оцiнки
швидкостi рiвномiрної збiжностi за ймовiрнiстю випадкових рядiв iз просторiв
Subϕ(Ω), отримано умови iснування та оцiнки розподiлу супремуму розв’язкiв
деяких крайових задач iз випадковими початковими умовами.

Умови, за якими узагальнений розв’язок крайової задачi для однорiдного
гiперболiчного рiвняння математичної фiзики, коли початковi умови є строго
субгауссовими випадковими процесами, належить до простору Соболєва, були
отриманi Козаченком Ю. В. i Тригуб С. Г. [27].

КозаченкомЮ. В. та Баррасою де Ла Крус Е. у працях [29] вивчалась крайо-
ва задача для гiперболiчних рiвнянь з випадковими початковими умовами для
iстотно бiльш широкого класу випадкових процесiв, а саме, для строго орлiче-
вих випадкових процесiв. Авторами були знайденi умови iснування класичних
розв’язкiв гiперболiчного диференцiального рiвняння в частинних похiдних з
випадковими строго орлiчевими початковими умовами, отриманi оцiнки для
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розподiлу супремуму розв’язку такої задачi.
У роботах Козаченка Ю. В. i Ковалючука Ю. О. [19, 20, 42] одержанi умо-

ви iснування узагальненого розв’язку крайової задачi для однорiдного гiпер-
болiчного рiвняння математичної фiзики з початковими умовами, якi є строго
Subϕ(Ω) випадковими процесами та оцiнки швидкостi збiжностi зображень цьо-
го розв’язку, отриманих методом Фур’є в нормах просторiв Соболєва.

У роботах Козаченка Ю. В. та Сливка Г. I. [24,25] було дослiджено однорiдне
рiвняння гiперболiчного типу математичної фiзики у багатовимiрному випадку,
коли початковi умови є Subϕ(Ω) випадковi поля. Для даної задачi було обґрун-
товано застосування методу Фур’є та отримано оцiнку розподiлу супремуму
розв’язку.

Достатнi умови iснування з iмовiрнiстю одиниця двiчi неперервно диферен-
цiйовного розв’язку задачi про коливання неоднорiдної струни з сумiсно строго
Subϕ(Ω) з випадковими початковими умовами, задачi про коливання круглої
мембрани з сумiсно строго Subϕ(Ω) з випадковими початковими умовами, за-
дачi про коливання прямокутного паралелепiпеда з сумiсно строго Subϕ(Ω) з
випадковими початковими умовами були сформульованi та обґрунтованi в ро-
ботах [7]. Для таких задач були отриманi оцiнки розподiлу супремуму розв’язку.

Козаченко Ю. В. та Довгай Б. В. вивчали крайову задачу математичної
фiзики для неоднорiдного гiперболiчного рiвняння з ϕ-субгауссовою правою
частиною. Для такої задачi доведенi теореми про достатнi умови iснування з
iмовiрнiстю одиниця двiчi неперервно диференцiйовного розв’язку, iснування
з iмовiрнiстю одиниця розв’язку для часткового випадку рiвняння коливан-
ня струни з випадковою правою частиною, що зображується через однорiдне
строго ϕ-субгауссове випадкове поле. Авторами знайденi умови iснування уза-
гальненого розв’язку, оцiнки розподiлу супремуму розв’язку для гiперболiчного
рiвняння з ϕ-субгауссовою правою частиною. А також для такої задачi побудо-
вана модель, яка наближає розв’язок iз заданою надiйнiстю та точнiстю. Данi
результати мiстяться в роботах [7, 31].

Достатнi умови iснування класичного та узагальненого розв’язкiв для одно-
рiдного гiперболiчного рiвняння у багатовимiрному випадку з випадковими по-
чатковими умовами iз просторiв Орлiча були отриманi у роботах Козаченка
Ю.В., Кучiнка (Вереш) К. Й. та Сливка-Тилищак Г. I. [23].

У книзi Довгай Б. В., Козаченка Ю. В. та Розори I. В. [8] розглядаються
новi методи моделювання випадкових процесiв, якi зустрiчаються у фiзичних
явищах. Вивчаються ϕ-субгауссовi випадковi процеси. Для гауссового проце-
су, що розглядається як процес на входi деякої системи, будується модель з
урахуванням процесу на виходi системи та знаходяться умови, при яких мо-
дель наближує вказаний випадковий процес зi заданою надiйнiстю та точнiстю.
Побудована модель розв’язку гiперболiчного рiвняння математичної фiзики з
нульовими початковими та крайовими умовами та ϕ-субгауссовою правою ча-
стиною, що наближає цей розв’язок iз заданою надiйнiстю та точнiстю в рiвно-
мiрнiй метрицi.

Рiвняння теплопровiдностi з випадковими початковими умовами є класи-
чною задачею математичної фiзики. В працi Козаченка Ю. В. та Леоненко Г. М.
[36] дослiджується задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi, коли початкова
умова є строго субгауссовим випадковим процесом. У статтi Бегiн I., Козачен-
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ка Ю. та iн. [30] дослуджувалось лiнiйне рiвняння теплопровiдностi непарного
порядку з випадковими початковими умовами.

У роботах Козаченка Ю. В. та Вереш К. Й. [37, 38] обґрунтовано засто-
сування методу Фур’є для однорiдного параболiчного рiвняння з випадковими
початковими умовами з простору Орлiча, знайденi оцiнки розподiлу супремуму
розв’язку однорiдного рiвняння теплопровiдностi з випадковими початковими
умовами з простору Орлiча, а також неоднорiдного рiвняння теплопровiдностi
з випадковою правою частиною iз просторiв Орлiча.

У працях Козаченка Ю. В. та Сливка-Тилищак Г. I. для задачi про коли-
вання неоднорiдної струни, задачi про коливання круглої мембрани та задачi
про коливання прямокутного паралелепiпеда знайденi достатнi умови iснува-
ння з ймовiрнiстю одиниця двiчi неперервно диференцiйовних розв’язку, уза-
гальненого розв’язку та одержанi оцiнки для розподiлу супремуму розв’язку
задач, коли початковi умови є випадковi процеси з простору Орлiча [23]. По-
будовано модель розв’язку рiвняння гiперболiчного типу математичної фiзики
у багатовимiрному випадку з строго субгауссовими випадковими початковими
умовами [26]. Побудовано моделi, що реалiзуються на комп’ютерi, якi наближа-
ють розв’язки задачi про коливання однорiдної струни та задачi про коливання
прямокутної мембрани з строго субгауссовими випадковими початковими умо-
вами iз заданими надiйнiстю та точнiстю в рiвномiрнiй метрицi. Обґрунтовано
достатнi умови iснування з iмовiрнiстю одиниця класичного розв’язку задачi
Кошi для рiвняння теплопровiдностi, коли права частина є випадковим полем
з простору Subϕ(Ω) та iз простору Орлiча. Дослiджено оцiнки для розподiлу
супремуму розв’язку задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi, коли права
частина є випадковим полем з простору Subϕ(Ω) i коли права частина є випад-
ковим полем з простору Орлiча [40,41].

В монографiях [7,23] (див. рис. 1) можна знайти посилання на iншi роботи,
що проводилися в даному напрямку.

Рис. 1. Монографiї Ю.В. Козаченка
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Slyvka-Tylyshchak G. I., Kuchinka K. J. Directions of scientific research Yu.V.
Kozachenko: investigation of solutions of problems of mathematical physics with
random factors.

One of the research areas of Yu. V. Kozachenko is equations of mathematical physics
with random factors. These factors can be of different nature: random initial conditions,
random boundary conditions, random right-hand side, random coefficients, etc. Conditions
and estimates of convergence on the probability of random series are widely used in solving
problems of mathematical physics with random conditions. Physical formulations of such
problems were considered by Kampe de Ferier. He considered a boundary value problem
for the equation of string oscillations with random initial conditions. In the papers of
V. V. Buldygin it is shown that the requirement that almost all implementations of a ran-
dom initial functions satisfied the conditions under which a deterministic problem is solved,
which significantly narrows the class of random ones conditions under which the solution
exists in the classical sense. There are many papers that deals with problems of mathe-
matical physics with random conditions, which are based on the study of convergence in
probability in the functional spaces of a sequence of random functions that approximate the
solutions of boundary value problems. Note that in most of these papers, a method based
on the ideas of J. Kanakh is used to find the conditions for uniform convergence of random
series. By Buldygin V. V. and Kozachenko Yu. V. a method was proposed that allows to
substantiate the application of the Fourier method to the problems of mathematical physics
in the multidimensional case. The method based on Kahan’s idea is not suitable for this
case. In the papers of Kozachenko Yu. V. and his disciples the equations of hyperpbolic and
parabolic types of mathematical physics with random factors were studied. In particular,
we studied the properties of classical and generalized solutions of such problems, substan-
tiated the application of the Fourier method, found estimates for the distribution of the
supremacy of solutions, and built models of solutions of some problems that approximate
the solution with given reliability and accuracy in the uniform metric. All these results
have not only theoretical but also practical application for further study and development
of the theory of hyperbolic and parabolic equations of mathematical physics with random
factors. In addition, these results allow to model solutions of boundary value problems of
mathematical physics with a given reliability and accuracy in the uniform metric, which
can be used in research in the fields of radio engineering, physics, geophysics, financial
mathematics, mathematical economics, technical sciences and in mechanics, in particular,
there, where methods of computer modeling of random processes are used.

Keywords: Stochastic processes, hyperbolic equation of mathematical physics, parabolic
equation of mathematical physics.
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