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IНТЕГРУВАННЯ ДВОТОЧКОВОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ
ВИРОДЖЕНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ СИСТЕМ З

IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

При математичному описаннi рiзного роду процесiв i явищ в електронiцi, радiо-
технiцi, економiцi, бiологiї часто приходять до необхiдностi дослiдження вироджених
систем диференцiальних рiвнянь, зокрема, систем з виродженою матрицею при по-
хiднiй. Частина науковцiв називає такi системи диференцiально-алгебраїчними. Во-
ни вирiзняються складнiстю при дослiдженнях, оскiльки навiть у випадку лiнiйних
систем i неперервних функцiй задача Кошi може не мати розв’язкiв. У лiнiйному
випадку для дослiдження таких систем розроблено низку методiв - за допомогою до-
сконалих пар i трiйок матриць, псевдообернених за Муром-Пенроузом матриць та
шляхом зведення до центральної канонiчної форми. Суттєво складнiшою є проблема
встановлення конструктивних достатнiх умов iснування та розробка i обгрунтування
методiв побудови розв’язкiв задачi Кошi для нелiнiйних систем з виродженою матри-
цею при похiднiй. Бiльшiсть науковцiв використовують для цього модифiкацiї рiзного
роду числових методiв. Суттєво складнiшою є задача розробки методiв наближено-
го iнтегрування крайових задач для таких систем. Важливою є проблема розробки
методiв побудови розв’язкiв задачi Кошi для нелiнiйних систем з виродженою матри-
цею при похiднiй. Бiльшiсть науковцiв використовують для цього модифiкацiї рiзного
роду числових методiв. Суттєво складнiшою є проблема встановлення конструктив-
них достатнiх умов iснування та розробка i обгрунтування методiв наближеного iн-
тегрування крайових задач для таких систем. Свою ефективнiсть для дослiдження
надзвичайно широкого класу крайових задач показав чисельно-аналiтичний метод
А.М.Самойленка. Останнiм часом розроблено його модифiкацiї для наближеного iн-
тегрування крайових задач для нелiнiйних систем звичайних диференцiальних рiв-
нянь з виродженою матрицею при похiднiй. У данiй роботi використовується апарат
псевдообернених за Муром-Пенрозуом матриць та ортопроекторiв. Запропоновано мо-
дифiкацiю чисельно-аналiтичного методу з метою розширення його використання на
дослiдження iснування та наближену побудову розв’язкiв нелiнiйних диференцiаль-
них систем з виродженою матрицею при похiднiй, якi пiддаються iмпульсному впливу
i пiдпорядкованi лiнiйним нероздiленим двоточковим крайовим обмеженням. Розгля-
нуто критичний випадок - коли вiдповiдна лiнiйна однорiдна вироджена крайова за-
дача має ненульовi розв’язки. Встановлено необхiднi та конструктивнi достатнi умови
iснування розв’язкiв, знайдено оцiнки похибки побудованих наближених розв’язкiв.

Ключовi слова: крайова задача, виродженi диференцiальнi системи, iмпульсна дiя.

1. Вступ. При дослiдженнi рiзноманiтних процесiв приводить до необхiдно-
стi дослiдження нелiнiйних алгебраїчно-диференцiальних рiвнянь. У лiнiйно-
му випадку такi системи вивчалися в роботах А.М. Самойленка, О.А.Бойчука,
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В.П.Яковця, S.L.Campbell [1]- [3] за допомогою зведення до центральної ка-
нонiчної форми, використання псевдооберненої матрицi. При дослiдженнi роз-
в’язкiв крайових задач для нелiнiйних систем диференцiальних рiвнянь ши-
роко застосовується чисельно-аналiтичний метод послiдовних перiодичних на-
ближень А.М. Самойленка [4]. Г.Я.Семчишин [5] вивчала можливiсть застосу-
вання чисельно-аналiтичного методу послiдовних наближень до iнтегрування
крайових задач для нелiнiйних систем звичайних диференцiальних рiвнянь з
виродженою матрицею при похiднiй.

2. Постановка задачi. Розглянемо вироджену нелiнiйну систему дифе-
ренцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю

J
dx

dt
= A(t)x(t) + f(t, x), t 6= τi, x, f ∈ Rn, t, τi ∈ [a, b], (1)

∆x|t=τi = Bix(τi) + bi, (2)

яка задовольняє крайовi умови

A1x(a) + A2x(b) = d, d ∈ Rn−1, (3)

де J – n-вимiрна клiткаЖордана, яка вiдповiдає нульовому власному значенню,
A(t) – (n×n)-вимiрна матриця з неперервними на [a, b] коефiцiєнтами, f(t, x) –
n- вимiрна неперервна на [a; b] вектор-функцiя; A1, A2 – ((n − 1) × n)- вимiрнi
матрицi, d – (n − 1)- вимiрний сталий вектор, a ≤ τ1 < τ2 < · · · < τp ≤ b, Bi –
(n× n)- вимiрнi матрицi, bi∈Rn– сталi вектори, i = 1, p.

Функцiю x ∈ C1
loc([a, b]\{τi}

p
i=1,Rn) будемо називати розв’язком крайової за-

дачi (1)–(3) якщо вона задовольняє систему (1), iмпульснi умови (2) та крайовi
умови (3).

Представимо матрицi A(t), A1, A2 так:

A(t) =

[
D1(t) D2(t)
an,1(t) D3(t)

]
, A1 =

[
A11 A12

]
, A2 =

[
A21 A22

]
,

де D1(t), A11, A21 – (n − 1)-вимiрнi вектор-стовпцi, D2(t), A12, A22) – ((n − 1) ×
(n− 1))-вимiрнi сталi матрицi, D3(t) – (n− 1)-вимiрний вектор-рядок.

Нехай x(t) = col [x1(t), v(t)]>, де v(t) = col(x2(t), . . . , xn(t)) – (n − 1)-вимiрна
вектор-функцiя.

Тодi вироджену систему рiвнянь (1) можна записати наступним чином

v′ = D1(t)x1 +D2(t)v + J1f(t, x), (4)

0 = an,1(t)x1 +D3(t)v + fn(t, x), (5)

а лiнiйнi двоточковi крайовi умови (3):

A11x1(0) + A12v(0) + A21x1(T ) + A22v(T ) = d. (6)

Припустимо, що

fn(t, x) = fn(t, x2, . . . , xn) = fn(t, v). (7)
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Будемо вважати, що an,1(t) 6= 0 ∀t∈ [0, T ].
Тодi з (5) можемо виразити x1:

x1 = − 1

an,1(t)
(D3(t)v + fn(t, v)) ,

та пiдставити його в систему (4) та крайовi умови (6).
В результатi цього одержимо наступну нормальну нелiнiйну систему дифе-

ренцiальних рiвнянь
dv

dt
= Â(t)v(t) + f̂(t, v), (8)

пiдпорядковану нелiнiйним двоточковим крайовим умовам з видiленою лiнiй-
ною частиною

C1v(a) + C2v(b) = d̂, (9)

де Â(t) – ((n − 1) × (n − 1))-вимiрна матриця, f̂(t, v) – (n − 1)-вимiрна вектор-
функцiя вигляду

Â(t) = D2(t)− 1

an,1(t)
D1(t)D3(t),

f̂(t, v) =

(
J1 −

1

an,1(t)
D1(t)J2

)
f(t, x),

C1, C2 – ((n− 1)× (n− 1))-вимiрнi сталi матрицi, d̂ – (n− 1)-вимiрний вектор-
стовпець сталих вигляду

C1 = − 1

an,1(a)
A11D3(a) + A12, C2 = − 1

an,1(b)
A21D3(b) + A22,

d̂ = d+
1

an,1(a)
A11fn(a, v(a)) +

1

an,1(b)
A21fn(b, v(b)),

J1 – ((n− 1)× n)-вимiрна матриця, J2 – n-вимiрний вектор-рядок вигляду

J1 = [En−1, 0n−1,1], J2 = [01,n−1, 1],

Ek – (k× k)-вимiрна одинична матриця, 0k,l – (k× l)-вимiрна нульова матриця.
Розглянемо iмпульснi умови (2). Припустимо, що ∀i = 1, p матрицi Bi мають

таку структуру

Bi =

[
0 01,n−1

0n−1,1 B̂i

]
, bi =

[
0

b̂i

]
, b̂i ∈ Rn−1, detB̂i 6= 0. (10)

Тодi iмпульснi умови (2) можемо записати у виглядi:

∆v|t=τi =B̂iv(τi)+ b̂i. (11)

Отже першопочаткову вироджену iмпульсну систему (1)–(3) можемо запи-
сати у виглядi:
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x1 = − 1

an,1(t)
(D3(t)v + fn(t, v)) ,

dv

dt
= Â(t)v(t) + f̂(t, v), (8)

C1v(a) + C2v(b) = d̂, (9)

∆v|t=τi =B̂iv(τi)+b̂i. (11)

3. Лiнiйна крайова задача. Розглянемо спочатку лiнiйну невироджену
iмпульсну систему

dv

dt
= Â(t)v(t) + ĥ(t), t 6= τi, v, ĥ ∈ Rn−1, t, τi ∈ [a, b], (12)

яка пiдпорядкована крайовим умовам (9). Вiдомо [6], що її розв’язок v(t, v0),
v(a, v0) = v0 має вигляд

v(t, x0) = V (t)v0 +

t∫
a

V (t, s)ĥ(s)ds+
∑
a≤τi<t

V (t, τi + 0)̂bi, (13)

де V (t) – матрицант вiдповiдної лiнiйної однорiдної системи з iмпульсною дiєю

dv

dt
= Â(t)v, t 6=τi, t,τi∈ [a, b], ∆v|t=τi = B̂iv, (14)

V (t)=V (t, a), V (a)=En, V (t, s)=V (t)V −1(s), V (t, τi+0)=(En−1+B̂i)
−1V (t, τi).

Пiдставляючи (13) в крайовi умови (9) бачимо, що необхiдною умовою розв’я-
зностi крайової задачi (12), (9) є iснування розв’язку алгебраїчної системи

Gv0 = d̂− C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi + 0)bi

 , (15)

де
G = C1V (a) + C2V (b). (16)

У некритичному випадку алгебраїчна система (15) має єдиний розв’язок

v0 = G−1

d̂− C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi


 ,

який є початковим значенням єдиного розв’язку задачi (12), (9)

v(t) = V (t)G−1

(
d̂− C2

{
b∫
a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi

})
+

+
t∫
a

V (t, s)ĥ(s)ds+
∑

a≤τi<t
V (t, τi + 0)̂bi.
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У критичному випадку алгебраїчна система (15), i, вiдповiдно, крайова за-
дача (12), (9) може не мати розв’язкiв. Покажемо, що праву частину лiнiйної
iмпульсної диференцiальної системи завжди можна змiнити так, щоб "збуре-
на"лiнiйна iмпульсна крайова задача мала розв’язки.

Припустимо, що rank(G) =n−1−k, 1≤ k≤n − 2, де G — матриця вигляду
(16). Тодi для довiльних векторiв d̂, b̂i ∈ Rn i функцiї ĥ(t)∈Cloc([a, b]\{τi}pi=1,Rn)
iснує функцiя H(t)∈Cloc([a, b]\{τi}pi=1,Rn) така, що збурена лiнiйна неоднорiдна
диференцiальна система з iмпульсною дiєю

dv

dt
= Â(t)v + ĥ(t) +H(t), t 6= τi, t,τi∈ [a, b], ∆x|t=τi = B̂iv + b̂i (17)

матиме k-параметричну сiм’ю розв’язкiв, якi задовольняють крайовi умови (9).
Безпосередня перевiрка показує, що умова (9) буде виконана, якщо функцiю

H(t) вибрати наступним чином

H(t)=V >(b, t)C>2P
>
G>k
R−1

1 PG>k

̂d−C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi+0)̂bi


 ,

де G+ — єдина псевдообернена за Муром-Пенроузом до G матриця, PG>k –
(k×(n−1))-вимiрна матриця-ортопроектор, PGk – ((n−1)×k)-вимiрна матриця-
ортопроектор, ξ∈Rk – вектор довiльних сталих,

R1 = PG>d,kR2, R2 = C2

b∫
0

V (b, s)V >(b, s)B>2 ds. (18)

При цьому розв’язок iмпульсної системи (17) має вигляд

v(t, v0) = V (t, 0)v0 +

t∫
0

V (t, s)ĥ(s)ds+ (19)

+

t∫
0

V (t, s)V >(b, s)C>2 P
>
G>k
R−1

1 PG>k

̂d−C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi+0)̂bi


ds.

Пiдставляючи (19) в (9) бачимо, що v(t) задовольняє крайовi умови (9) тодi
i тiльки тодi, коли початкове значення v0 є розв’язком алгебраїчної системи

Gv0 =
(
En−R2R

−1
1 PG>d,k

)̂d−C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi+0)̂bi


 . (20)

Оскiльки PGd,k
(
En − R2R

−1
1 PG>d,k

)
= 0, то система (20) сумiсна i її загальний

розв’язок має вигляд

v0 =PGd,kξ+G+
(
En−R2R

−1
1 PG>d,k

)̂d−C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds−
p∑
i=1

V (b, τi+0)̂bi


, (21)
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де ξ ∈ Rk — довiльний вектор, PGd,k , PG>d,k – вiдповiднi ортогональнi проекто-
ри, G+ – псевдообернена матриця. Знаходимо початкове значення v0 таке, при
якому розв’язок буде задовольняти крайовi умови, i, пiдставляючи його в за-
гальний розв’язок, пiсля певних перетворень одержуємо k-параметричну сiм’ю
розв’язкiв крайової задачi (9),

v(t, ξ)=V (t, a)PGkξ+

t∫
a

V (t, s)ĥ(s)ds+
(
V (t, a)G+

(
En−1−R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
d̂−

−
(
V (t, a)G+

(
En−1−R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2


b∫

a

V (b, s)ĥ(s)ds+

p∑
i=1

V (b, τi+0)̂bi

,
де

R(t) =

t∫
0

V (t, s)V >(b, s)C>2 dsP
>
G>k
R−1

1 PG>k .

4. Основний результат. Припускаємо, що в замкненiй обмеженiй обла-
стi (t, v) ∈ [a, b] × D, D ⊂ Rn−1 для нелiнiйної крайової задачi (8), (9), (11)
виконуються припущення:

A) лiнiйна однорiдна двоточкова крайова задача з iмпульсною дiєю
dv

dt
= Â(t)v(t), ∆v|t=τi =B̂ix(τi), C1v(a) + C2v(b) = 0, (22)

має k лiнiйно незалежних розв’язкiв, тобто rankG = n− 1− k, 1 ≤ k ≤ n− 2.
B) матриця Â(t) i вектор-функцiя f̂(t, v) неперервнi по своїм змiнним i ви-

конуються покоординатнi оцiнки:

|f̂(t, v)| ≤M(t), |f̂(t, v′)− f̂(t, v′′)| ≤ K(t)|v′ − v′′|, (23)

де M(t) i K(t) неперервнi вiдповiдно вектор-функцiя i матрична-функцiя з не-
вiд’ємними iнтегровними компонентами;

C) область Dβ ≡
{
v0 ∈ Rn−1, ξ ∈ Rk |B(v0(t, ξ), β) ⊆D

}
не порожня, де

B(v0(t, ξ), β) – β-окiл функцiї v0(t, ξ) = V (t, a)PGkξ,

β = max
t∈[a,b]

∣∣∣(V (t, a)G+
(
En−1−R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
d̂
∣∣∣+

t∫
a

|V (t, s)|M(s)ds+

+
∣∣∣(V (t, a)G+

(
En−1−R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

∣∣∣
 b∫
a

|V (b, s)M(s)| ds+

p∑
i=1

∣∣∣V (b, τi+0)̂bi

∣∣∣
;

D) найбiльше додатне власне значення матрицi Q менше за одиницю:

Q = max
t∈[a,b]


t∫

a

|V (t, s)|K(s)v(s)ds+

+
∣∣∣(V (t, a)G+

(
En−1−R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

∣∣∣ b∫
a

|V (b, s)|K(s)v(s)ds

.
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Лема 1. Нехай лiнiйна однорiдна двоточкова крайова задача (22) має k лi-
нiйно незалежних розв’язкiв, 1 ≤ k ≤ n−2. Вектор-функцiя ϕ ∈ C1 ([a, b],Rn−1)
є розв’язком двоточкової крайової задачi (8), (9) (11) тодi i тiльки тодi, коли
ϕ є розв’язком системи рiвнянь

v = Lξv, (24)

µ(v) :=PG>k

d̂− C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s, v(s))ds

=0, (25)

де

(Lξv)(t) = V (t, a)PGkξ +

t∫
a

V (t, s)f̂(s, v(s))ds+

+
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
d̂−

−
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s, v(s))ds−

−
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi.

При цьому початковим значенням розв’язку є

ϕ(0)=PGkξ +G+
(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
× (26)

×

d̂− C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s, v(s))ds− C2

p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi

 .

Доведення проводиться аналогiчно до [7].
Для дослiдження питання iснування i наближеної побудови розв’язкiв дво-

точкової крайової задачi (8), (9) (11) побудуємо послiдовнiсть функцiй вигляду

v0(t, ξ) = V (t, a)PGkξ, m = 0, 1, 2, . . . ,

vm+1(t, ξ) = v0(t, ξ) +

t∫
a

V (t, s)f̂(s, vm(s, ξ))ds+

+
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
d̂− (27)

−
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s, vm(s, ξ))ds−

−
(
V (t, a)G+

(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
+R(t)

)
C2

p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Кожна з цих функцiй задовольняє крайовi умови (9) при будь-яких ξ.
Аналогiчно до [7] можемо довести наступне твердження.

Теорема 1. Нехай для виродженої двоточкової крайової задачi (8), (9) (11)
виконується умова an,1(t) 6= 0 ∀t ∈ [a, b] та справедливi припущення A-D. Тодi

1) послiдовнiсть функцiй vm(t, ξ) вигляду (27) при m → ∞ рiвномiрно збi-
гається вiдносно областi (t, ξ) ∈ R×Dβ до граничної функцiї v∗(t, ξ).

При всiх m ∈ R, (t, v0, ξ) ∈ R×Dβ виконуються оцiнки

|v∗(t, ξ)− vm(t, ξ)| ≤ (En−1 −Q)−1Qmβ; (28)

2) функцiя x∗(t) = (x∗1(t), v∗(t)), де v∗(t) = v∗(t, ξ∗),

x∗1(t) = − 1

an,1(t)
(D3(t)v∗(t) + fn(t, v∗(t))) ,

є розв’язком виродженої двоточкової крайової задачi (1)-(3) тодi i тiльки то-
дi, коли точка ξ = ξ∗ є розв’язком визначального рiвняння

4̂(ξ) = 0,

де
4̂(ξ) = PG>k

d̂− C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s,v∗(s, ξ))ds

 ;

3) початковим значенням розв’язку x∗(t) = (x∗1(t), v∗(t)) виродженої двото-
чкової крайової задачi (8), (9) (11) є

x∗1(a, ξ) = − 1

an,1(a)
(D3(a)v∗(a, ξ) + fn(a, v∗(a, ξ))) ,

ϕ(0)=PGkξ +G+
(
En−1 −R2P

>
G>k
R−1

1 PG>k

)
× (29)

×

d̂− C2

b∫
a

V (b, s)f̂(s, v(s))ds− C2

p∑
i=1

V (b, τi + 0)̂bi

 .
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Korol I. I., Blazhivska R. M. Solving of a two-point boundary value problem for
singular differential systems with impulse action.

It is often necessary to study degenerate systems of differential equations, in particu-
lar, systems with degenerate matrix at the derivative, in the mathematical description of
various processes and phenomena in electronics, radio engineering, economics and biology.
Some scientists call such systems differential-algebraic. These systems are difficult to study
because, even in the case of linear systems and continuous functions, the Cauchy problem
may have no solutions. A number of methods have been developed for the analysis of such
systems in the linear case such as analysis with the help of pairs and triplets of matrices,
by the Moore-Penrose Pseudoinverse matrices and by reduction to the central canonical
form. The problem of finding constructive sufficient conditions of the existence and devel-
oping of methods for constructing solutions of the Cauchy problem for nonlinear systems
with a degenerate matrix at the derivative is much more complicated. Most scientists
use modifications of various numerical methods for this purpose. The task of developing
methods for the approximate integration of boundary value problems for such systems is
much more complex. An important problem is the development of methods for construct-
ing solutions of the Cauchy problem for nonlinear systems with a degenerate matrix at the
derivative. Most scientists use modifications of various numerical methods for this purpose.
The problem of establishing constructive sufficient conditions of existence and development
of methods of approximate solution of boundary value problems for such systems is much
more complicated. The numerical-analytical method of A.M. Samoilenko has shown the
efficiency for the research of extremely wide class of boundary value problems. Recently,
the modifications of this method have been developed for the approximate solution of
boundary value problems for nonlinear systems of ordinary differential equations with a
degenerate matrix at the derivative. In this paper we use methods of the Moore-Penrose
Pseudoinverse matrices and orthoprojectors. A modification of the numerical-analytical
method is proposed in order to expand its use to study the existence and approximate
construction of solutions of nonlinear differential systems with a degenerate matrix at the
derivative, with impulse action and under a linear undivided boundary restriction. A crit-
ical case, when the corresponding linear homogeneous degenerate boundary value problem
has nonzero solutions, is considered. Necessary and constructive sufficient conditions for
the existence of solutions have been established, and the error estimates of the constructed
approximate solutions have been found.

Keywords: singular differential system, boundary conditions, impulse action.
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