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ГОМОМОРФIЗМИ З УМОВОЮ (*), ЯКЩО 2 – ОБОРОТНИЙ
ЕЛЕМЕНТ

Вивчення гомоморфiзмiв матричних груп над асоцiативними кiльцями розпочало-
ся майже 100 рокiв тому роботами Шраєра i Ван-дер-Вардена i в подальшому роз-
вивалися в працях Дьєдоне, Хуа Ло-гена, Райнера, О’Мiри, Хана, Ю.I. Мерзлякова,
Уотерхауса, О.В. Мiхальова, Ю.I. Зельманова, I.З. Голубчика, В.М. Петечука та iнших
авторiв.

В основi вивчення знаходяться груповi властивостi повної лiнiйної групи GL (n,R)
– множини всiх оборотних матриць над асоцiативним кiльцем R з 1.

При n ≥ 3 у всiх вiдомих випадках, незважаючи на вiдмiннiсть методiв, якi засто-
совувалися, автоморфiзми повної лiнiйної групи виявлялись добутком стандартних
автоморфiзмiв. Саме оборотнiсть елемента 2 давала можливiсть розглядати все бiльш
широкi класи кiлець над якими можливий стандартний опис гомоморфiзмiв матри-
чних груп.

Якщо 2 – необоротний елемент, то при n ≥ 3 В.М. Петечук зробив опис автомор-
фiзмiв групи GL (n,R) у випадку, коли R – комутативне локальне кiльце. Виявилося,
що при n ≥ 4 всi автоморфiзми таких груп є добутком стандартних автоморфiзмiв,
а при n = 3 їх можна виразити через стандартнi i деякий нестандартний автоморфi-
зми. Спираючись на цей результат, В.М. Петечук [2] отримав опис iзоморфiзмiв групи
GL (n,R), n ≥ 3, якщо R – довiльне комутативне кiльце.

Зокрема, вiн здiйснив опис гомоморфiзмiв Λ : PE (n,R) → PGL (m,K), m ≥ 3,
n ≥ 3 таких, що ΛPE (n,R) = PH i H ⊇ E (m,K) над довiльними комутативними
кiльцями R i K.

I.З. Голубчик i О.В. Мiхальов [3], використовуючи системи iдемпотентiв, i незале-
жно Ю.I. Зельманов [4], використовуючи методи йорданових алгебр, отримали опис
iзоморфiзмiв групи E (n,R), n ≥ 3, 2 ∈ R∗ на групу E (m,K), 2 ∈ K∗ над довiльни-
ми асоцiативними кiльцями R i K з 1. В.М. Петечук [5] зробив опис гомоморфiзмiв
групи PE (n,R), n ≥ 3 в групу GL (m,K), m ≥ 2, 2 ∈ K∗ у випадку, коли нерухомi
пiдмодулi деяких елементiв четвертого порядку збiгаються з нерухомими пiдмоду-
лями їх квадратiв. З нього випливають результати I.З. Голубчика, О.В. Мiхальова i
Ю.I. Зельманова.

Розвиваючи технiку, пов’язану з iдемпотентами, I.З. Голубчик [6] здiйснив опис
iзоморфiзмiв груп GL (n,R) i GL (m,K) при n,m ≥ 4 над асоцiативними кiльцями R
i K. Виявилося, що вони допускають стандартний опис на групi E (n,R).

Авторами В.М. Петечук, Ю.В. Петечук [7, 8] описанi гомоморфiзми з умовою (*)
з чого зокрема випливає i опис iзоморфiзмiв повних лiнiйних груп над асоцiативними
кiльцями. У данiй роботi удосконалюються i розширюються методи опису гомомор-
фiзмiв з умовою (*), якщо елемент 2 є оборотним в кiльцi K i n ≥ 3. Основним
результатом роботи є наступна теорема. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗,
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E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W )
задовольняє умову (*). Тодi Λ має стандартний опис на групi E (n,R).

Ключовi слова: асоцiативнi кiльця, 2 – оборотний елемент, гомоморфiзми лiнiйних
груп, гомоморфiзми з умовою (*), iнволюцiї, елементарнi трансвекцiї, група елемен-
тарних трансвекцiй, формальнi матрицi, стандартнi гомоморфiзми.

1. Вступ. В роботi авторiв [1] показано зображення формальними матрицями
деяких елементiв лiнiйних груп над асоцiативними кiльцями на мовi лишко-
вих i нерухомих модулiв. Якщо формальними матрицями зображаються обра-
зи елементiв матричних груп вiдносно їх гомоморфiзмiв в групу автоморфiзмiв
модулiв над асоцiативними кiльцями, то це дає можливiсть в такий спосiб опи-
сувати гомоморфiзми. Рiвень опису залежить вiд форми опису гомоморфiзмiв
i умов, якi на них накладаються та множини елементiв, образи яких вiдносно
гомоморфiзмiв вдається таким чином задати.

Проблема опису гомоморфiзмiв матричних груп над асоцiативними кiльця-
ми Λ : G → GL(W ), де E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), R – асоцiативне кiльце з 1,
n ≥ 2, W – лiвий (не обов’язково вiльний) модуль над асоцiативним кiльцем K
з 1 в загальному випадку не розв’язана. Локалiзацiєю по степенях 2 i 3 кiльця
K вона зводиться до опису гомоморфiзмiв матричних груп над асоцiативними
кiльцями, в яких елементи 2 або 3 в кiльцi K є оборотними.

Однак, не всякi гомоморфiзми матричних груп можуть бути в такий спосiб
описанi. Зокрема, якщо розглядаються гомоморфiзми з деякими умовами, то
для застосування вищеописаного пiдходу необхiдно, щоб умови на гомоморфi-
зми зберiгалися при локалiзацiях по степенях 2 i 3.

Найбiльш системно теорiя гомоморфiзмiв лiнiйних груп над асоцiативними
кiльцями викладена в [9].

Основним результатом даної статтi є така теорема:

Теорема 1. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆
G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3 , W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W )
задовольняє умову (*). Тодi Λ має стандартний опис на групi E (n,R).

2. Загальнi поняття i означення. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, R∗ –
група оборотних елементiв кiльця R, Rn – кiльце матриць n × n над R, n ≥ 2,
GL (n,R) = R∗n – повна лiнiйна (матрична) група оборотних n× n матриць над
кiльцем R.

Означення 1. Вiдображення δ кiльця R в асоцiативне кiльце R1 називає-
ться кiльцевим гомоморфiзмом, якщо

δ (r1 + r2) = δ (r1) + δ (r2) , δ (r1r2) = δ (r1) δ (r2)

для довiльних елементiв r1, r2 кiльця R, а вiдображення ν кiльця R в асоцiа-
тивне кiльце R1 називається кiльцевим антигомоморфiзмом, якщо

ν (r1 + r2) = ν (r1) + ν (r2) , ν (r1r2) = ν (r2) ν (r1)

для довiльних елементiв r1, r2 кiльця R.

Очевидно, що якщо δ i ν – кiльцевi гомоморфiзм i антигомоморфiзм вiд-
повiдно, то δ (0) = 0, δ (1) = 1 в кiльцi δ (R) i ν (0) = 0, ν (1) = 1 в кiльцi
ν (R).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Означення 2. Нехай R0 означає кiльце R у якому задана операцiя мно-
ження за правилом x ◦ y = yx, де x, y – довiльнi елементи кiльця R. Кiльце
R0 називається опозитом кiльця R.

Вiдображення ν0 : R → R0, задане за правилом v 0(r)=r, rєR, є кiльцевим
антигомоморфiзмом R в R0.

Звуження кiльцевого гомоморфiзму на мультиплiкативну групу кiльця по-
роджує груповий гомоморфiзм, а кiльцевий антигомоморфiзм породжує групо-
вий антигомоморфiзм мультиплiкативної групи кiльця.

Груповий антигомоморфiзм породжує груповий гомоморфiзм, якщо кожно-
му елементу групи поставити у вiдповiднiсть елемент, який обернений до його
антигомоморфного образу.

Кiльцевий гомоморфiзм δ : R→ R1 iндукує кiльцевий гомоморфiзм δ : Rn →
(R1)n за правилом δ (rij) = (δrij), де rij ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n.

Кiльцевий антигомоморфiзм ν : R → R1 iндукує кiльцевий антигомомор-
фiзм ν : Rn → (R1)n за правилом ν (rij) = (ν rji) = т(ν rij), де т – означає
класичне транспонування.

Зокрема, кiльцевий гомоморфiзм δ : R→ R1 iндукує груповий гомоморфiзм
δ:GL (n,R) → GL (n,R1) за правилом δg =

(
δg
)
, g ∈ GL (n,R), а кiльцевий

антигомоморфiзм ν : R → R1 груповий гомоморфiзм ν:GL (n,R) → GL (n,R1)
за правилом νg = (νg)−1, g ∈ GL (n,R).

Означення 3. Нехай 1 – одиниця, e – iдемпотент кiльця R1 i e1 – деякий
iдемпотент, який ортогональний з елементами кiльця R1. Вiдображення Λe

групи GL (n,R) визначається за правилом

Λe (x) = δxe+ vx−1 (1− e) + e1, x ∈ GL (n,R)

i є гомоморфiзмом групи GL (n,R) у групу diag(GL (n,R1), 1), якщо iдемпо-
тент е комутує з елементами кiлець δR, νR.

Означення 4. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, W – лiвий (не обо-
в’язково вiльний) K-модуль, L та P – лiвi K-модулi, g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

⊕P–

iзоморфiзм K-модулiв, δ – кiльцевий гомоморфiзм i ν – кiльцевий антигомо-
морфiзм кiльця Rn, iндукованi кiльцевим гомоморфiзмом δ : R→ EndL i кiль-
цевим антигомоморфiзмом ν : R → EndL вiдповiдно в кiльце (EndL)n, 1 –
одиниця i e – iдемпотент кiльця EndL, a e1 – одиниця кiльця EndP , яка ор-
тогональна з елементами кiльця EndL.

Вiдображення Λ0 групи GL (n,R) визначається за правилом

Λ0 (x) = g−1
[
δ (x) e+ ν (x)−1 (1− e) + e1

]
g, x ∈ GL (n,R) ,

i є гомоморфiзмом групи GL (n,R) у групу g−1diag(GL (n,EndL), 1) g ⊆ GL (W ),
якщо e комутує з елементами кiлець δR i νR.

Якщо в Λe кiльцеR1 є кiльцемEndL, то Λ0 (x) = g−1Λe (x) g, де x ∈ GL (n,R).

Означення 5. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Будемо казати, що го-
моморфiзм Λ : G→ GL (W ) групи G, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) допускає стан-
дартний опис на групi E (n,R), якщо Λ збiгається з Λ0 на цiй групi i е –
центральний iдемпотент кiльця EndL.
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Означення 6. У довiльнiй групi G елемент [g1, g2] = g1g2g
−1
1 g−1

2 будемо на-
зивати комутатором елементiв g1, g2, а елемент [g1, ..., gt] = [[g1, ..., gt−1] , gt]
– комутатором довжини t елементiв g1, ..., gt групи G, де t > 2.

Позначимо через eij матрицю кiльця Rn, у якої на мiсцi (i, j) стоїть одиниця,
а на рештi мiсць нулi. Очевидно, що eijekl = δjkeil, де δjk – символ Кронекера.
Одиничну матрицю кiльця Rn будемо позначати 1 або Е.

Означення 7. Елементи tij (r) = 1 + reij, де r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n, eij
– стандартна матрична одиниця, будемо називати елементарними транс-
векцiями, а дiагональнi елементи di = 1 − 2eii, 1 ≤ i ≤ n, елементарними
iнволюцiями, трансвекцiї tij (1) будемо називати одиничними елементарними
трансвекцiями. Групу, яка породжена всiма елементарними трансвекцiями
tij (r), r ∈ R будемо називати групою елементарних трансвекцiй i позначати
E (n,R), tij = tij (−1) tji (1) tij (−1) = tji (1) tij (−1) tji (1).

Мають мiсце рiвностi tijtji = tjitij = 1, t2ij = t2ji = didj, d2
k = 1, dkeijd−1

k = −eij,
якщо i 6= j, k ∈ {i, j}. В iнших випадках dk комутує з eij. Тому [dk, tij (r)] =
tij (−2r), якщо k ∈ {i, j}, r ∈ R. В рештi випадкiв dk комутує з tij (r).

Виконуються наступнi матричнi комутаторнi формули

[tik (r1) , tlj (r2)] = tij (δklr1r2) ,

де 1 ≤ k 6= i, i 6= j, l 6= j ≤ n – довiльнi числа, δkl – символ Кронекера, r1, r2 –
довiльнi елементи кiльця R. Зокрема, [tik (r) , tkj (1)] = tij (r), де 1 ≤ i, j, k ≤ n
– попарно рiзнi довiльнi числа, r ∈ R.

Лема 1. Якщо G – група така, що E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), де R – асо-
цiативне кiльце з 1, n ≥ 3, а Λ : G → GL (W ) – довiльний гомоморфiзм,
то з рiвностi Λtij = 1 або Λtijtij (−1) = 1 для деяких, а значить для всiх
1 ≤ i 6= j ≤ n, то Λ – одиничний гомоморфiзм групи E (n,R).

Доведення. Дане твердження випливає з формул

[tij, tjk (1) , tij (1)] = tik (−1) , [tijtij (−1) , tjk (1) , tij (1)] = tik (−1) ,

[tik (1) , tkj (r)] = tij (r) ,

де 1 ≤ i, j, k ≤ n – попарно рiзнi числа, r ∈ R.

Лема 2. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, e – дiагональний елемент кiльця
Rn, n ≥ 2 з нулями i одиницями на дiагоналi, d – довiльний дiагональний
елемент групи GL (n,R) з ±1 на дiагоналi, x – елемент групи GL (n,R), який
комутує з 2e. Тодi комутатор [x, d] комутує з e.

Доведення. Без обмеження загальностi можна вважати, що, з точнiстю
до спряження, e = diag (1, ..., 1, 0, ..., 0). Оскiльки x комутує з 2e, то 2x i 2x−1

комутують з е. За умовою d = E + 2d′, де d′ – дiагональна матриця. Тому
[x, d] = (E + 2xd′x−1) d блочно-дiагональна матриця, яка комутує з e.

Зокрема, якщо x комутує з iнволюцiєю t2ii+1, 1 ≤ i ≤ n − 1, то x комутує з
елементом 2e = E − t2ii+1, де e = eii + ei+1i+1. Тому комутатор [x, d] комутує з e
i, як наслiдок, [x, d] ∈ diag (Ri−1, R2, Rn−i−1).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Означення 8. Елемент m деякого кiльця називається нiльпотентним,
якщо iснує натуральне число k таке, шо mk = 0. Найменше з таких k назива-
ється ступенем нiльпотентностi елемента m. Сума одиничного i нiльпотен-
тного елементiв називається унiпотентним елементом вiдповiдного ступе-
ня.

Означення 9. Нехай G – група така, що E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), n ≥ 2,
R – асоцiативне кiльце з 1, W – лiвий (не обов’язково вiльний) модуль над асо-
цiативним кiльцем K з 1, Λ : G → GL (W ) – груповий гoмоморфiзм. Будемо
казати, що гомоморфiзм Λ задовольняє умову (*), якщо для довiльного нену-
льового нiльпотентного елемента m ∈ EndW , m2 = 0 iснують натуральнi
числа s1 i s2, якi оборотнi в K i A ∈ G такi, що ΛA = 1 + s1m i з рiвностi
ΛA · ΛB = ΛB · ΛA, B/inG випливає, що As2B = BAs2.

Зауважимо, що коли мова йде про нiльпотентний елемент m, то передбача-
ється, що вiн iснує. Зрозумiло, що гомоморфiзми з умовою (*) є неодиничними.

Iзоморфiзми задовольняють умову (*), якщо покласти s1 = s2 = 1 i скори-
статися тим, що 1 +m є оборотним елементом.

Умова (*) забезпечує iснування прообразiв деяких унiпотентних елементiв i
комутування їхнiх степенiв з прообразами матриць, образи яких комутують з
цими унiпотентними елементами. Використання спiввiдношень мiж елементами
скiнченного порядку i елементарними трансвекцiями дає можливiсть доводити,
що гомоморфiзми з умовою (*) допускають стандартний опис на групi елемен-
тарних трансвекцiй.

Вiдмiтимо, що якщо Λ гомоморфiзм з умовою (*) i ΛA = 1 + s1m комутує
iз скiнченною кiлькiстю елементiв ΛBi, Bi ∈ G, 1 ≤ i ≤ t, то iснує натураль-
не число s2, яке оборотне в K таке, що As2 комутує з елементами B1, . . . , Bt

одночасно.
Загальний пiдхiд до опису гомоморфiзмiв з умовою (*) матричних груп над

асоцiативними кiльцями з 1 базується на тому, що автоморфiзми модулiв можна
зображати формальними матрицями i виконувати дiї над ними, як iз звичай-
ними матрицями, враховуючи, що елементи цих матриць на нерухомих пiдмо-
дулях задаються одиницями, а нульовi елементи на вiдповiдних мiсцях зобра-
жаються нулями.

Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3, W
– лiвий K-модуль. Опис гомоморфiзмiв Λ : G→ GL (W ) вiдбувається за таким
алгоритмом:

1) визначається розклад модуля W у пряму суму n iзоморфних мiж собою
пiдмодулiв, якi iзоморфнi модулю L i деякого пiдмодуля, який iзоморфний мо-
дулю P ;

2) будується модуль Wg = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P i вiдповiдний iзоморфiзм

g : W → Wg;
3) розглядаються вiдображення:

Λg : GL(W )→ GL (Wg) за правилом Λg(x) = gxg−1, x ∈ GL (W );
Λ0 : GL(n,R)→ GL (W ) за правилом Λ0(x) = g−1

[
δ(x)e+ ν(x)−1(1− e) + e1

]
g;

Λe : GL(n,R)→ GL (Wg), Λe = ΛgΛ0 за правилом Λex = δ(x)e+v(x)−1(1−e)+e1,
де x ∈ GL (n,R) , δ− кiльцевий гомоморфiзм i v− кiльцевий антигомоморфiзм
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кiльця Rn , iндукованi кiльцевим гомоморфiзмом δ : R → EndL i кiльцевим
анти гомоморфiзмом v : R→ EndL вiдповiдно в кiльце (EndL)n, 1 – одиниця i
e – iдемпотент кiльця EndL, a e1 – одиниця кiльця EndP , яка ортогональна з
елементами кiльця EndL;
Λ1 : GL(n,R) → GL (Wg), Λ1 = ΛgΛ за правилом Λ1 (x) = gΛ(x)g−1, x ∈
GL (n,R);

4) доводиться, що якщо Λ – гомоморфiзм з умовою (*), то гомоморфiзм Λ1

вiдображає групу E(n,R) в пiдгрупу diag(GL (n,EndL) , 1) групи GL(Wg), e –
центральний iдемпотент кiльця EndL i Λ1 = Λe на довiльних елементарних
трансвекцiях. Тому гомоморфiзм Λ = Λ−1

g Λe = Λ0 допускає стандартний опис
на групi E(n,R) ;

5) визначаються властивостi вiдображення γ : G → GL(W ) , яке задане за
правилом Λ (x) = γ (x)Λ0 (x) , x ∈ G .

3. Дiя гомоморфiзмiв на iнволюцiях. В роботi [1] авторами доведена

Лема 3. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, 2 ∈ K∗, W – лiвий K-модуль,
a, b, c, d – елементи групи GL(W ) такi, що a2 = b2 = 1, ab = ba, ca = ac,
cbc−1 = ab, db = bd, dad−1 = ab, a 6= 1. Тодi iснують лiвi K-модулi L i P
та iзоморфiзм модулiв g : W → Wg, Wg = L ⊕ L ⊕ L ⊕ P , який iндукує
iзоморфiзм Λg : GL(W ) → GL(Wg) такий, що елементи Λga, Λgb, Λgc, Λgd
можна зобразити формальними матрицями

Λga = diag (−1,−1, 1, 1) ,Λgb = diag (1,−1,−1, 1) ,

Λgc = diag

((
0 α
1 0

)
, β, γ

)
, Λgd = diag(β1,

(
0 α1

1 0

)
, γ1),

де α, β, α1, β1 ∈ EndL, γ, γ1 ∈ EndP .
В якостi елементiв a, b, c, d, якi визначенi у лемi 3, можна вибрати образи

iнволюцiй i елементiв четвертого порядку вiдносно гомоморфiзма Λ .

Лема 4. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G→ GL (W )− довiль-
ний неодиничний гомоморфiзм групи E(n,R). Тодi в групi GL (W ) в якостi
елементiв a,b,c,d, якi визначенi у лемi 3, за умови Λt2ij 6= 1 можна вибрати

a = Λdiag (−1,−1, 1, . . . , 1) , b = Λdiag (1,−1,−1, 1, . . . , 1) ,

c = Λdiag

((
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1

)
, d = Λdiag(1,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1)

При цьому c2 = a, d2 = b .
Якщо Λt2ij = 1 для деяких, а значить i для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ n , то в якостi

елементiв a,b,c,d можуть бути вибранi елементи

a = Λt12 (1) , b = Λt13 (1) , c = Λt32 (−1) , d = Λt23 (−1)

При цьому c2 = 1, d2 = 1 .

Виявляється, що якщо Λ : G → GL (W )− гомоморфiзм з умовою (*), то
останнiй випадок леми 4 Λt2ij = 1 неможливий. Бiльше того, має мiсце бiльш
загальне твердження.
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Лема 5. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G→ GL (W ) задоволь-
няє умову (*), W0 – лiвий K-пiдмодуль модуля W, який iнварiантний вiдносно
елементiв Λtij (1) , i Λt2ij|W0

= 1, 1 ≤ i 6= j ≤ 3 . Тодi Λtij (1) |W0
= 1 для всiх

1 ≤ i 6= j ≤ 3.

Доведення. Проведемо вiд супротивного. Нехай Λtij (1) |W0
6= 1 . Оскiльки

Λt2ij|W0
= 1, 1 ≤ i 6= j ≤ 3 , то згiдно з лемами 3 i 4 iснують лiвi К -модулi L, P

i iзоморфiзм g : W0 → L⊕ L⊕ L⊕ P такi, що
Λ1t12 (1) = diag(−1,−1, 1, 1), Λ1t13 (1) = diag(1,−1,−1, 1), де Λ1 = ΛgΛ .

За умовою (*) iснують натуральнi числа s1, s2 ∈ K∗ i матриця A ∈ G така,

що має мiсце рiвнiсть Λ1A = diag

((
1 s1

0 1

)
, 1, 1

)
, i As2 комутує з t12 (1) .

Тому [As2 , t13 (1) , t13 (1)] = 1 i, як наслiдок,(
1 4s1s2

0 1

)
=

[(
1 s1s2

0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
1 0
0 −1

)]
= 1

Рiвнiсть 4s1s2 = 0 суперечить оборотностi елементiв 2, s1, s2 у кiльцi K.
4. Дiя гомоморфiзмiв з умовою (*) на iнволюцiях. Опис гомоморфi-

змiв з умовою (*) починається з визначення їхньої дiї на iнволюцiях. Покажемо,
що образи елементарних iнволюцiй вiдносно гомоморфiзмiв з умовою (*) мають
вигляд формальних дiагональних матриць.

Лема 6. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W ) задо-
вольняє умову (*). Тодi iснують лiвi K-модулi L i P та iзоморфiзм модулiв
g : W → Wg , Wg = L⊕ L⊕ L⊕ P , iзоморфiзм i гомоморфiзм Λ1 = ΛgΛ такi,
що Λ1t

2
ii+1, 1 ≤ i < n− формальнi дiагональнi матрицi.

Доведення. За лемами 3 i 4 iснують лiвi K -модулi L i P,Wg = L⊕L⊕L⊕P
iзоморфiзм Λg i гомоморфiзм Λ1 такi, що a = Λt212, b = Λt223, c = Λt12, d = Λt23,

Λga = diag (−1,−1, 1, 1) , Λgb = diag (1,−1,−1, 1) ,

Λgc = diag

((
0 −1
1 0

)
, β, γ

)
, Λgd = diag(β1,

(
0 −1
1 0

)
, γ1),

де β2 = β2
1 = 1, γ2 = γ2

1 = 1. I, як наслiдок,

Λ1t
2
12 = diag (−1,−1, 1, 1) , Λ1t

2
23 = diag (1,−1,−1, 1) ,

Λ1t12 = diag

((
0 −1
1 0

)
, β, γ

)
, Λ1t23 = diag(β1,

(
0 −1
1 0

)
, γ1).

Таким чином, для i = 1, 2 лема доведена.
Доведемо, що вона має мiсце для 3 ≤ i < n. Очевидно, що елементи t211+1,

де 1 ≤ i < n, комутують мiж собою.
Нехай n = 4. Тодi iснує елемент t234. Враховуючи, що t234 комутує з t12, t

2
23 i

(t234t23)
2

= 1, отримуємо, що Λ1t
2
34 = diag (α3, α3,−α3, x3) , де α3 ∈ EndL, x3 ∈

EndP , що доводить лему при n = 4.
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При n ≥ 5 iснують елементи t245, . . . , t
2
n−1n , якi комутують iз t12 i t23. Тому

Λ1t
2
ii+1 = diag(αi, αi, αi, xi),

де αi ∈ EndL , xi ∈ EndP , 4 ≤ i < n.
Мають мiсце рiвностi α2

i = 1, x2
i = 1, αiβ = βαi, γxi = xiγ, αiβ1 = β1αi, γ1xi =

xiγ1, де n ≥ 4, 3 ≤ i < n.
Таким чином, визначена дiя гомоморфiзму Λ1 на елементах t212, . . . , t

2
n−1n, де

n ≥ 4. Їхнi образи вiдносно гомоморфiзму Λ1 виявилися формальними дiаго-
нальними матрицями.

Доведемо iснування у прообразi вiдносно гомоморфiзму з умовою (*) де-
яких блочно-дiагональних матриць, якi вiдображаються у формальнi елемен-
тарнi трансвекцiї.

Лема 7. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W ) задо-
вольняє умову (*). Тодi iснують лiвi K-модулi L i P та iзоморфiзм модулiв
g : W → Wg, Wg = L⊕L⊕L⊕P , iзоморфiзм Λg i гомоморфiзм Λ1 = ΛgΛ такi,
що в групi G iснують матрицi A1, A2, якi мiстяться в diag(R,R2, Rn−3) i

Λ1A1 = diag

(
1,

(
1 α
0 1

)
, 1

)
, Λ1A2 = diag

(
1,

(
1 0
−α 1

)
, 1

)
,

де α – оборотний елемент кiльця EndL.

Доведення. За лемами 3 i 4 iснують лiвi K -модулi L i P,Wg = L⊕L⊕L⊕P ,
iзоморфiзм Λg i гомоморфiзм Λ1. Доведемо iснування матриць A1 i A2.

Нехай n ≥ 3 i n 6= 4. Вiдповiдно до умови (*) у групi G iснують елементи
A1, A2 i натуральнi числа s1, s2 ∈ K∗ такi, що

Λ1A1 = diag

(
1,

(
1 s1

0 1

)
, 1

)
, Λ1A2 = diag

(
1,

(
1 0
s1 1

)
, 1

)
,

де As21 , A
s2
2 комутують iз елементом t223. Якщо n ≥ 5, то елементи As21 i As22

комутують також з елементами t245, . . . , t
2
n−1n. Згiдно з лемою 2 мають мiсце

включення [As2i , t
2
12] ∈ diag(R,R2, Rn−3), i = 1, 2. При цьому

∆1

[
As2i , t

2
12

]
= diag

(
1,

(
1 −2s1

0 1

)
, 1

)
,∆1

[
As2i , t

2
12

]
= diag

(
1,

(
1 0
−2s1 1

)
, 1

)
.

Без обмеження загальностi (замiнивши [As2i , t
2
12] на Ai), отримуємо твердже-

ння леми при n ≥ 5 i n 6= 4 .
Доведемо, що твердження леми виконуються i при n = 4. Нехай n = 4.

Згiдно з умовою (*) iснують натуральнi числа s1, s2 ∈ K∗ i матриця A ∈ G

така, що Λ1A = diag

((
1 s1

0 1

)
, 1, 1

)
i As2 комутує з t212. Вiдповiдно до леми

2 [As2 , t223] ∈ diag(R2, R2) i елементи t34 (1) , t43 (1), а також t12 комутують з
[As2 , t223, t12].

Оскiльки Λ1t12 = diag

((
0 −1
1 0

)
, β, γ

)
, Λ1t

2
12 = diag(−1,−1, 1, 1), то ма-

ють мiсце рiвностi

Λ1

[
As2 , t223

]
= diag(

(
1 2s1s2

0 1

)
, 1, 1),
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Λ1

[
As2 , t223, t12

]
= diag(

[(
1 2s1s2

0 1

)
,

(
0 −1
1 0

)]
, 1, 1).

Тому Λ1t34 (1) = diag (x1, y1) , Λ1t43 (1) = diag(x2, y2), де xi, i = 1, 2 мiстяться
в End(L⊕ L) i комутують iз матрицями(

0 −1
1 0

)
i
[(

1 2s1s2

0 1

)
,

(
0 −1
1 0

)]
.

Безпосереднiми обчисленнями отримуємо, що xi = diag (αi, αi), i = 1, 2. Без
обмеження загальностi (замiнивши елемент [As2 , t223, t12] на А), можна вважати,
що As2 комутує з t34(1) i t43(1). Тому

As2 ∈ diag(R2, R,R) i
[
As2 , t223

]
∈ diag(R2, 1, 1).

Нехай A1 = t12t23 [As2 , t223] t−1
23 t
−1
12 i A2 = t23A1t

−1
23 . Неважко бачити, що A1, A2

належать diag(1, R2, 1). Тим самим доведено, що

Λ1A1 = diag

(
1,

(
1 α
0 1

)
, 1

)
, Λ1A2 = diag

(
1,

(
1 0
−α 1

)
, 1

)
,

де A1, A2 мiстяться в diag(1, R2, 1), α – оборотний елемент кiльця EndL.
5. Дiя гомоморфiзмiв з умовою (*) на елементарних трансвекцiях.

Визначимо дiю гомоморфiзма Λ на елементарних трансвекцiях tij(r) ∈ G, 1 ≤
i 6= j ≤ 3, r ∈ R.

Лема 8. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G→ GL (W ) задоволь-
няє умову (*). Тодi Λ збiгається з Λ0 на одиничних елементарних трансвекцi-
ях tij(1), 1 ≤ i 6= j ≤ 3.

Доведення. За лемами 3 i 4 iснують лiвi K -модулi L i P,Wg = L⊕L⊕L⊕P ,
iзоморфiзм Λg i гомоморфiзм Λ1 = ΛgΛ.

З’ясуємо дiю гомоморфiзма Λ1 на елементарних трансвекцiях.
Елементи tpq(r), де 1 ≤ p 6= q ≤ 2, r ∈ R комутують з t212. Тому Λ1tpq (r) =

diag(a, b), де a =

(
a1 a2

a3 a4

)
, b =

(
b1 b2

b3 b4

)
, елементи a1, a2, a3, a4, b4 мiстяться

в EndL, b2 ∈ Hom(L, P ), b3 ∈ Hom(P,L), b4 ∈ EndP . Зрозумiло, що елементи a
i b залежать вiд r ∈ R.

З рiвностi [t223tpq(r)]
2

= 1 випливає, що
(
a1 a2

−a3 −a4

)2

= 1 i
(
−b1 −b2

b3 b4

)2

= 1.

Тому мають мiсце рiвностi a2
1−a2a3 = a2

4−a3a2 = 1, a1a2 = a2a4, a3a1 = a4a3,
b2

1 − b2b3 = 1, b2
4 − b3b2 = 1, b1b2 = b2b4, b3b1 = b4b3.

Нехай A1, A2 – матрицi, визначенi в лемi 7. Оскiльки

[
As2i , t

2
12, t12(r)

]
∈ diag

 1 ∗ ∗
0 1 0
0 0 1

 , 1, . . . , 1

 ,

[
As2i , t

2
12, t21(r)

]
∈ diag

 1 0 0
∗ 1 0
∗ 0 1

 , 1, . . . , 1

 ,
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то має мiсце рiвнiсть ([As2i , t
2
12, tpq(r)] t

2
23)

2
= 1, i = 1, 2 i елементи [As21 , t

2
12, tpq(r)],

[As22 , t
2
12, tpq(r)] комутують мiж собою. Згiдно з лемою 7

Λ1

[
As21 , t

2
12

]
= diag

(
1,

(
1 −s1α
0 1

)
, 1

)
,

Λ1

[
As22 , t

2
12

]
= diag

(
1,

(
1 0
−s1α 1

)
, 1

)
.

Введемо позначення

T1 = −
(

0 0
s1α 0

)
+ α

(
0 0
s1α 0

)
b−1, T 2 = −

(
0 s1α
0 0

)
+ b

(
0 s1α
0 0

)
a−1.

У цих позначеннях елементи

Λ1

[
As21 , t

2
12, tpq(r)

]
=

(
E T 1

0 E

)
,Λ1

[
As22 , t

2
12, tpq(r)

]
=

(
E 0
T 2 E

)
комутують мiж собою.

Тому T1 i T2 комутують iз елементом diag(1,−1) i T1T2 = 0, T2T1 = 0.
Iз отриманих спiввiдношень випливає, що a2ab2 = 0, b3aa3 = 0, a4ab1 = α =
b1aa4, a2a3 = a3a2 = 0, b2b3 = b3b2 = 0 Зiставляючи їх з ранiше отриманими рiв-
ностями знаходимо, що a2

1 = a2
4 = 1, b2

1 = 1, b2
4 = 1, b1 = b4 i αb1 = b1α. Застосову-

ючи вищевикладенi мiркування до елемента tqp (r) = t12tpq(−r)t−1
12 отримуємо,

що

Λ1tqp(r) = diag

((
a4 a3

a2 a1

)
,

(
b1 −αb2β

−βb3α βb4β

))
.

Як i у випадку з елементом Λ1tpq(r) отримуємо, що a3αb2 = 0, b3αa2 = 0, b1 =
a1 = a4 комутує з a2 i a3.

Розглянемо випадок r = 1, p = 1, q = 2. З рiвностi t12 (1) t21 (−1) = t12t12(−1)
випливають спiввiдношення(

a1 a2

a3 a1

)(
a1 −a3

−a2 a1

)
=

(
0 1
−1 0

)(
a1 −a2

−a3 a1

)
,

(
b1 b2

b3 b4

)(
b1 αb2β
βb3α βb1β

)
=

(
α

β

)(
b1 −b2

−b3 b4

)
.

Тому 1−a2
2 = −a3, 1−a2

3 = −a2. Домножимо цi рiвностi на b2 i b3. Отримаємо,
що b2 = 0, b3 = 0, 1 = b2

1 = αb1, b1 = α i αa2 = a2α, αa3 = a3α, b2
4 = 1, (b1β)2 = 1.

Аналогiчно, домноживши вищерозглянутi рiвностi на a2 i a3, отримуємо, що
a2

2 = a2, a2
3 = −a3, 1 = a2 − a3.

Позначимо e = a2. Тодi e2 = e, eα = αe, a3 = e− 1. Тим самим доведено, що

Λ1t12 (1) = diag

((
α e

e− 1 α

)
, α, b4

)
,

Λ1t13 (1) = Λ1a23t12 (1) a−1
23 = diag

 α 0 e
0 α 0

e− 1 0 α

 , δb4δ

 ,
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Λ1t23 (1) = diag

(
α,

(
α e

e− 1 α

)
, βδb4δβ

)
.

З комутаторної рiвностi t13 (1) = [t12 (1) , t23(1)] очевидним чином випливає,
що α = 1, а iз леми 5, що b4 = 1 i β = 1. Тому гомоморфiзм Λ1 збiгається з Λe
на одиничних елементарних трансвекцiях t12 (1), t13 (1), t23 (1).

Враховуючи рiвностi t12t12 (1) t−1
12 = t21 (−1) , t23t21 (1) t−1

23 = t31(1), отримує-
мо, що гомоморфiзм Λ1 збiгається з Λe на одиничних елементарних трансвекцiях
tij (1) для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ 3. Тому Λ збiгається з Λ0 на одиничних елементарних
трансвекцiя tij (1) для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ 3.

Теорема 2. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆
G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3 , W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W )
задовольняє умову (*). Тодi Λ має стандартний опис на групi E (n,R).

Доведення. Iндукцiєю по n покажемо, що Λ1 збiгається з Λe на всiх оди-
ничних елементарних трансвекцiях tij(1), 1 ≤ i 6= j ≤ n, n ≥ 3.

У лемi 8 доведено, що Λ1 збiгається з Λe на одиничних елементарних транс-
векцiях tij(1), 1 ≤ i 6= j ≤ 3.

Нехай n ≥ 4. Припустимо, що Λ1 збiгається з Λe на одиничних елементарних
трансвекцiях tij(1), 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Оскiльки елементарна трансвекцiя tn−1n(1) комутує з елементарними транс-
векцiями t12 (1) , t21 (1) , . . . , tn−3n−2 (1) , tn−2n−3(1) i має мiсце комутаторна фор-
мула [tn−1n (1) , tn−2n−1 (1) , tn−1n−2 (1)] = tn−1n (1), то мають мiсце включення

Λ1tn−1 n (1) ∈ diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

, ∗

 ,Λ1tnn−1 (1) ∈ diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

, ∗

 .

Використовуючи пiрсовий розклад елемента Λ1t
2
n−1n можна вважати, що

Λ1t
2
n−1n = diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

,−1,−1, 1

, Λ1tn−1n = diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

,

(
x1 x2

x3 x4

)
, 1

,

Iз рiвностей t2n−1n = −E i (t2n−2n−1tn−1n)
2

= E випливає, що(
x1 x2

x3 x4

)2

=

(
−1 0
0 −1

)
,

(
−x1 −x2

x3 x4

)2

=

(
1 0
0 1

)
.

Тому x1 = 0, x4 = 0, x2x3 = −1, x3x2 = −1. Це означає, що з точнiстю до
спряження, можна вважати, що x2 = −1, x3 = 1.

Тим самим доведено, що Λ1 збiгається з Λe на tii+1 для всiх 1 ≤ i < n.
Оскiльки одиничнi елементарнi трансвекцiї спряженi мiж собою за допомо-

гою добуткiв елементiв tii+1, 1 ≤ i < n, то Λ1 збiгається з Λe на всiх одиничних
елементарних трансвекцiях tij(1), 1 ≤ i < n.

В такому разi, як буде доведено далi, гомоморфiзм Λ1 збiгається з Λe на
всiй групi E(n,R). Це буде означати, що Λ допускає стандартний опис на групi
E(n,R).

6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Задача опи-
су гомоморфiзмiв матричних груп над асоцiативними кiльцями є актуальною,
активно розвивається, має застосування в алгебраїчнiй K -теорiї та теорiї кiлець
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i модулiв, теорiї зображень груп. Вона належить до вiдомої проблеми вивчення
матричних груп, яка є важливою складовою загальної теорiї груп. Незважаючи
на досягнення в описi гомоморфiзмiв матричних груп над кiльцями, залиша-
ється чимало актуальних задач, якi потребують вирiшення. Однiєю з них є
задача знаходження умов на гомоморфiзми матричних груп при яких останнi
допускають стандартний опис над асоцiативними кiльцями з 1.
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Petechuk V. M., Petechuk Y. V. Homomorphisms with condition (*) if 2 is a
reversible element.

The study of homomorphisms of matrix groups over associative rings began almost
100 years ago with the work of Schreier and Van der Warden and later developed in the
works of Dieudonne J., Hua L. K., Reiner I., O’Meara O.T., Hahn A.J., Merzlyakov Yu.I.,
Waterhouse W.C., Mikhalev O.V., Zelmanov E.I., Golubchik I.Z., Petechuk V.M. and other
authors.

The study is based on the group properties of a complete linear group GL (n,R) the
set of all reversible matrices over the associative ring R with 1.

Thus, in all known cases n ≥ 3, despite the difference in the methods used, the
automorphisms of the complete linear group were the product of standard automorphi-
sms. It is the reversibility of element 2 that made it possible to consider ever wider classes
of rings over which a standard description of homomorphisms of matrix groups is possible.

If 2 is an irreversible element, then when n ≥ 3 Petechuk V.M. described the automorphi-
sms of the group GL (n,R) in the case when R is a commutative local ring. It turned out
that for n ≥ 4 all automorphisms of such groups are the product of standard automorphi-
sms, and for n = 3 them can be expressed through standard and some non-standard
automorphisms. Based on this result, Petechuk V.M. [2] obtained a description of the
isomorphisms of the group GL (n,R), n ≥ 3 if R is an arbitrary commutative ring.

In particular, he described homomorphisms Λ : PE (n,R) → PGL (m,K), m ≥ 3,
n ≥ 3 such ΛPE (n,R) = PH and H ⊇ E (m,K) as over arbitrary commutative rings R
and K.

From Golubchik I.Z. and Mikhalev O.V. [3], using systems of idempotent, and indepen-
dently Zelmanov E.I. [4], using the methods of Jordan algebras, obtained a description
of the isomorphisms of the group E (n,R), n ≥ 3, 2 ∈ R∗ on the group E (m,K), 2 ∈
K∗ over arbitrary associative rings R and K with 1. Petechuk V.M. [5] described the
homomorphisms of a group PE (n,R), n ≥ 3, into a group GL (m,K), m ≥ 2, 2 ∈ K∗ in
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the case when the fixed submodules of some elements of the fourth order coincide with the
fixed submodules of their squares From it follow the results of Golubchik I.Z., Mikhalev
О.В. and Zelmanov E.I.

Developing techniques related to idempotents, Golubchik I.Z. [6] described the isomorphi-
sms of the groups GL (n,R) and GL (m,K) for n,m ≥ 4 over the associative rings R and
K. It turned out that they allow a standard description on the group E (n,R).

The authors Petechuk V.M., Yu.V. Petechuk [7, 8] described homomorphisms with
condition (*), from which in particular follows the description of isomorphisms of complete
linear groups over associative rings. In this paper, methods for describing homomorphisms
with the condition (*) are improved and expanded if element 2 is reversible in the ring
K and n ≥ 3. The main result of the work is the following theorem. Let R and K be
associative rings with 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), n ≥ 3, W be the left K-
module, homomorphism Λ : G→ GL (W ) satisfies the condition (*). Then Λ has a standard
description on the group E (n,R).

Keywords: associative rings, 2 is a reversible element, homomorphisms of linear groups,
homomorphisms with condition (*), involutions, elementary transvections, group of ele-
mentary transvections, formal matrices, standard homomorphisms.
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