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ЕКВАЦIОНАЛЬНI ДОСЛIДЖЕННЯ НУЛЬАРНИХ АЛГЕБР,
АЛГЕБР БУЛЕВОГО КУБУ ТА КУБУ ЖЕГАЛКIНА

У данiй роботi проведенi дослiдження над булевими унiверсальними алгебрами,
в сигнатуру яких входять нульарнi, унарнi та частина бiнарних булевих операцiй.
Побудованi еквацiональнi та сигнатурнi решiтки класу тривiальних алгебр. Елементи
решiток представляються у виглядi квадрата.

Клас унiверсальних булевих алгебр складається з восьми алгебр, в сигнатуру яких
входять операцiї кон’юнкцiї, диз’юнкцiї та заперечення. Вони утворюють сигнатурнi
i еквацiональнi куби. Для тривiальних алгебр i всiх алгебр булевого кубу знайденi
повнi системи тотожностей. Повнота систем тотожностей доводиться за допомогою
алгоритмiв, якi дозволяють привести формули вiдповiдних алгебр до стандартних
канонiчних виглядiв.

Куб Жегалкiна складається з восьми алгебр, в сигнатуру яких входять операцiї
одиниця, сума та множення за модулем два. Для алгебр кубу Жегалкiна побудована
еквацiональна решiтка.

Ключовi слова: булева алгебра, еквацiональна решiтка, сигнатурна решiтка

1. Вступ. Дана робота є продовженням робiт [1-5], у яких проведенi еквацiо-
нальнi дослiдження в унiверсальних алгебрах, заданих над бiнарними квадра-
тними матрицями, в сигнатуру яких входять операцiї диз’юнкцiї, кон’юнкцiї та
поворотiв.

У запропонованiй роботi дослiджуються повнi системи тотожностей в унi-
версальних булевих алгебрах. Теорiя булевих алгебр описується в роботах [5,
6].

В [7] Р. Лiндон показав, що всi двозначнi алгебри мають повнi скiнченнi си-
стеми тотожностей. Задача знаходження повних систем тотожностей для кон-
кретних булевих алгебр i побудова на їх основi стандартних форм дослiджена
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недостатньо. У цiй роботi знайденi повнi системи тотожностей i побудованi ана-
логи досконалих диз’юнктивних нормальних форм для класу нульарних алгебр,
алгебр булевого кубу та кубу Жегалкiна.

2. Еквацiональна та сигнатурна решiтки деяких класiв булевих ал-
гебр.

Означення 1. Унiверсальною булевою алгеброю називається алгебра U =
〈A, Ω〉, де A = {0, 1}, Ω−деяка множина булевих операцiй.

Позначимо через Bk множину унiверсальних булевих алгебр U = 〈A, Ω〉 ар-
нiсть операцiй яких не перевищує k. Алгебра U∅ = 〈A, Ω〉 називається виродже-
ною, якщо Ω = ∅. Клас вироджених алгебр позначимо через B0. У вироджених
алгебрах, у яких |A| > 1, повна система тотожностей має вигляд: xi = xi, тобто
H (U∅) = {xi = xi}.

Клас нульарних унiверсальних булевих алгебр B0 складається з чотирьох
алгебр: U∅−вироджена алгебра; U0 = 〈A,Ω0〉 , Ω0 = {0}; U1 = 〈A,Ω1〉 , Ω1 = {1};
U01 = 〈A,Ω01〉 , Ω01 = {0, 1}, де 0 i 1 – нульарнi операцiї.

У нульарних алгебрах нульарнi операцiї є формулами, тому:H (U0)={xi = xi;
0 = 0}; H (U1) = {xi = xi; 1 = 1}; H (U01) = {xi = xi; 0 = 0; 1 = 1}.

Еквацiональнi i сигнатурнi решiтки класу B0 мають вигляд:

Рис. 1. Еквацiональна та сигнатурна решiтки класу B0.

Клас унiверсальних булевих алгебр B1 складається з восьми алгебр, якi мо-
жна задати сигнатурним кубом.

Рис. 2. Сигнатурний куб класу B1.
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Сигнатурна решiтка класу B0 є пiдрешiткою класу B1 i для алгебр B0 зна-
йдено повнi системи тотожностей. Побудуємо повнi системи тотожностей в iн-
ших чотирьох алгебрах куба: для алгебри U− = 〈A, −〉−повна система тотожно-
стей H (U−) = {¯̄x = x}; H (U−0) =

{¯̄0 = 0; ¯̄x = x
}
; H (U−1) =

{¯̄1 = 1; ¯̄x = x
}
;

H (U−10) =
{¯̄1 = 1; ¯̄0 = 0; ¯̄x = x

}
.

3. Булевий куб. Розглянемо клас одноносiєвих алгебрM, U = 〈A, Ω〉 ∈M ,
якщо A = {0, 1}, Ω ⊂ {¬, ∨, ∧}. У клас M входять вiсiм алгебр, якi утворюють
сигнатурний куб. Цей куб називається булевим, так як максимальним елемен-
том цього кубу є булева алгебра iз сигнатурою Ω = {¬, ∨, ∧}.

Тривiальна алгебра U0 = 〈A, Ω0〉, де Ω0 = ∅. У цiй алгебрi множина
формул має вигляд Fi = xi, тобто повна система тотожностей {xi = xi}.

Алгебра заперечення U1 = 〈A, Ω1〉, де Ω1 = {x̄}. Формули цiєї алгебри

мають вигляд

−
−
−

k
x . Тотожнiсть x = x дає можливiсть отримати формули

двох видiв:

−
−
−

2k

x = x ,

−
−
−

2k+1

x = x . Нехай F1 (xi) = F2 (xi), застосовуючи x = x,
отримаємо формули

_

F 1 (xi) =
_

F 2 (xi), якi мають вигляд xi i xi. Отже, повна
система тотожностей цiєї алгебри: {xi = xi; x = x}.

Алгебра диз’юнкцiї U2 = 〈A, Ω2〉, де Ω2 = {∨}. Запишемо тотожностi цiєї
алгебри:

1. x1 ∨ x1 = x1;

2. x1 ∨ x2 = x2 ∨ x1; (1)

3. (x1 ∨ x2) ∨ x3 = x1 ∨ (x2 ∨ x3) .

Тотожнiсть (x1 ∨ x2)∨x3 = x1∨(x2 ∨ x3) дає можливiсть опустити всi дужки,
формула x1∨x2 = x2∨x1− лексикографiчно впорядкувати доданки в формулах
F1 i F2, а тотожнiсть x1 ∨ x1 = x1 дозволяє опустити однаковi доданки. Якщо
F1 = F2, то

_

F 1=
_

F 2 лексикографiчно спiвпадають. Тому має мiсце твердження.

Твердження 1. Система тотожностей (1) є повною в алгебрi U2.

Алгебра кон’юнкцiї U3 = 〈A,Ω3〉, де Ω3 = {∧}. Наведемо тотожностi
алгебри U3:

1. x1 ∧ x1 = x1;

2. x1 ∧ x2 = x2 ∧ x1; (2)

3. (x1 ∧ x2) ∧ x3 = x1 ∧ (x2 ∧ x3) .

Формула (x1 ∧ x2) ∧ x3 = x1 ∧ (x2 ∧ x3) дає можливiсть опустити всi дужки,
рiвнiсть x1 ∧ x2 = x2 ∧ x1 – лексикографiчно впорядкувати множники в форму-
лах F1 i F2, а тотожнiсть x1 ∧ x1 = x1 дозволяє опустити однаковi множники.
Аналогiчно алгебрi U2, якщо F1 = F2, то

_

F 1=
_

F 2 лексикографiчно спiвпадають.
Тому має мiсце твердження.

Твердження 2. Система тотожностей (2) є повною в алгебрi U3.
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Алгебра U4 = 〈A, Ω4〉, де Ω4 = {¬, ∨}. Формулами в цiй алгебрi є:
1) x1, x2, . . . , xn – формули;
2) xi i (xi ∨ xj) – формули;
3) якщо F1 i F2 формули, то F1, (F1 ∨ F2) – формули.

Для алгебри U4 знайдена повна система тотожностей:
1) x ∨ x = x;
2) x ∨ y = y ∨ x;
3) (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z);
4) x = x;
5) x ∨ x = y ∨ y;
6) x ∨ y ∨ z = x ∨ y ∨ x ∨ z;
7) x ∨ y = x ∨ y ∨ z ∨ x ∨ y ∨ z;
8) y ∨ x ∨ x̄ = x ∨ x̄;
9) y ∨ x ∨ x̄ = y;
10) x = x ∨ y ∨ x ∨ y.

Означення 2. Формули вигляду x̃i1 ∨ x̃i2 ∨ ... ∨ x̃ik , де x̃ik = xik або x̃ik = x̄ik
називаються елементарними доданками. Елементарнi доданки, якi мiстять
в своєму складi всi змiннi формули F , називаються повними.

Алгоритм побудови досконалої диз’юнктивної нормальної форми алгебри
U4:
1) Використовуючи тотожностi 4, 6 добиваємось того, що у формулi F над

кожною диз’юнкцiєю заперечення зустрiчається не бiльше одного разу.
2) Тотожнiсть 7 дає можливiсть зробити всi елементарнi доданки повними.
3) Тотожностi 8 i 9 поглинають формули типу y або x ∨ x̄, крiм випадку коли

F (x1, x2, ..., xn) тотожно дорiвнює одиницi.
4) Тотожнiсть 1 поглинає однаковi доданки, а тотожностi 2, 3 лексикографiчно

впорядковують змiннi в елементарних доданках.

Твердження 3. Повнi елементарнi доданки приймають значення 1 тiльки
на одному наборi змiнних.

Твердження 4. Два повнi елементарнi доданки спiвпадають тодi i тiльки
тодi, коли вони лексикографiчно спiвпадають в лексикографiчно-впорядкованих
доданках.

Диз’юнкцiя повних елементарних доданкiв є аналогом досконалої диз’юн-
ктивної нормальної форми.

Алгебра U5 = 〈A, Ω5〉, де Ω5 = {¬, ∧}. Формулами в алгебрi U5 є:
1) x1, x2, . . . , xn – формули;
2) xi i (xi ∧ xj) – формули;
3) якщо F1 i F2 формули, то F1, (F1 ∧ F2) – формули.

Для алгебри U5 побудована повна система тотожностей:
1) x ∧ x = x;
2) x ∧ y = y ∧ x;
3) (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z);
4) x = x;
5) x ∧ x = y ∧ y;
6) x ∧ y ∧ z = x ∧ y ∧ x ∧ z;
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7) x ∧ y = x ∧ y ∧ z ∧ x ∧ y ∧ z;
8) y ∧ x ∧ x̄ = x ∧ x̄;
9) y ∧ x ∧ x̄ = y;
10) x = x ∧ y ∧ x ∧ y.

Означення 3. Формули вигляду x̃i1 ∧ x̃i2 ∧ ... ∧ x̃ik , де x̃ik = xik або x̃ik =
xik називаються елементарними множниками. Елементарнi множники, якi
мiстять в своєму складi всi змiннi формули F , називаються повними.

Алгоритм побудови досконалої диз’юнктивної нормальної форми алгебри U5:
1) Використовуючи тотожностi 4, 6 добиваємось того, що у формулi F над

кожною кон’юнкцiєю заперечення зустрiчається не бiльше одного разу.
2) Тотожнiсть 7 дає можливiсть зробити всi елементарнi множники повними.
3) Тотожностi 8 i 9 поглинають формули типу y або x ∧ x̄, крiм випадку коли

F (x1, x2, ..., xn) тотожно дорiвнює нулю.
4) Тотожнiсть 1 поглинає однаковi множники, а тотожностi 2, 3 лексикогра-

фiчно впорядковують змiннi в елементарних множниках.

Твердження 5. Повнi елементарнi множники приймають значення 0
тiльки на одному наборi змiнних.

Твердження 6. Два повнi елементарнi множники спiвпадають тодi i
тiльки тодi коли вони лексикографiчно спiвпадають в лексикографiчно-впоряд-
кованих множниках.

Кон’юнкцiя повних елементарних доданкiв є аналогом досконалої кон’юн-
ктивної нормальної форми.

Алгебра U6 = 〈A, Ω6〉, де Ω6 = {∨, ∧}. Для цiєї алгебри також знайдена
повна система тотожностей:
1) x ∨ x = x, x ∧ x = x;
2) x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x;
3) (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z), (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z);
4) (x ∨ y) ∧ z = x ∧ z ∨ y ∧ z, x ∨ y ∧ z = (x ∨ y) (x ∨ z);
5) x ∨ x ∧ y = x, x (x ∨ y) = x.

Теорема 1. Кожна формула алгебри U6 може бути представлена єдиною
ДНФ.

Доведення. Нехай F (x1, x2, ..., xn) – формула алгебри U6. Кожну формулу
F (x1, x2, ..., xn) можна подати у виглядi: F1 (x1, x2, ..., xn) = k1 ∨ k2 ∨ ... ∨ kn, де
ki, i = 1, n – елементарнi кон’юнкцiї, побудованi iз змiнних x1, x2, ..., xn. Дове-
дення теореми проведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що формулу
F (x1, x2, ..., xn) алгебри U6 можна подати у виглядi двох ДНФ: F1 (x1, x2, ..., xn) =
k1 ∨ k2 ∨ ...∨ kn або F2 (x1, x2, ..., xn) = k∗1 ∨ k∗2 ∨ ...∨ k∗m, де k∗i , i = 1, m також
елементарнi кон’юнкцiї, побудованi iз змiнних x1, x2, ..., xn. Зауважимо, що усi
елементарнi кон’юнкцiї ki, i = 1, n, задовольняють умову, що жодна з них не є
власною частиною iншої. Аналогiчна умова висувається для усiх елементарних
кон’юнкцiй k∗i , i = 1, m.

Прирiвняємо правi частини двох формул:

k1 ∨ k2 ∨ . . . ∨ kn = k∗1 ∨ k∗2 ∨ . . . ∨ k∗m. (3)
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Розглянемо значення кон’юнкта ki = xi1xi2 ...xil на наборах α̃ =(α1, α2, ..., αn).
Цей кон’юнкт прийме значення 1 тiльки на одному наборi α̃i = (α1, α2, ..., αn)
у якому αik = 1, k = 1, 2, ..., l, а усi iншi компоненти дорiвнюють нулевi. На
наборi α̃i тiльки кон’юнкт ki приймає значення рiвне 1, а усi iншi кон’юнкти
k1, k2, ..., ki−1, ki+1, ..., kn на цьому наборi приймають значення 0. Оскiльки ви-
конується рiвнiсть (3), то серед доданкiв k∗i , i = 1, m iснує кон’юнкт k∗j такий,
що k∗j ⊂ ki. Для кон’юнкта k∗j , аналогiчно описаним вище мiркуванням, буду-
ємо набiр α̃∗j = (α1, α2, ..., αn) на якому тiльки вiн приймає значення 1, а усi
iншi приймають значення 0. Тодi з рiвностi (3) отримаємо, що серед кон’юн-
ктiв k1, k2, ..., kn iснує такий кон’юнкт kt, який є власною частиною k∗j , а звiдси
випливає, що kt є власною частиною ki. Отримали протирiччя, яке доводить
теорему.

Алгебра U7 = 〈A, Ω7〉, де Ω7 = {∨, ∧, ¬}. Повна система тотожностей цiєї
алгебри включає повну систему тотожностей алгебри U6, до якої додаються
тотожностi:
1) ¯̄x = x;
2) x ∨ y = x̄ ∧ ȳ, x ∧ y = x̄ ∨ ȳ.

З проведених вище дослiджень випливає справедливiсть теорем.

Теорема 2. Еквацiональна решiтка класу M , iзоморфна сигнатурнiй ре-
шiтцi.

Теорема 3. T -базис класу M складається з восьми алгебр U0 − U7, якi
утворюють еквацiональну решiтку.

4. Куб Жегалкiна. Розглянемо клас одноносiєвих алгебрM , U = 〈A, Ω〉 ∈
M , якщо A = {0, 1}; Ω ⊂ {1, ⊗, ⊕}, де x ⊗ y, x ⊕ y – вiдповiдно операцiї мно-
ження та додавання за модулем два. На рисунку 3 зображено сигнатурний куб
Жегалкiна.

Рис. 3. Сигнатурний куб Жегалкiна.

Алгебри U0 (тривiальна алгебра) та U3 (алгебра кон’юнкцiї) спiвпадають
з алгебрами булевого кубу. Знайдемо повнi системи тотожностей усiх iнших
алгебр кубу Жегалкiна.
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Модульна алгебра U1 = 〈A, ⊕〉. Запишемо повну систему тотожностей
цiєї алгебри:
1) x⊕ x = y ⊕ y;
2) x⊕ y = y ⊕ x;
3) (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z);
4) y ⊕ x⊕ x = y.
Тотожностi 1 i 4 опускають однаковi доданки, якщо їхня кiлькiсть парна i

залишають один – якщо непарна. Тотожностi 2 i 3 виконують лексикографiчне
впорядкування.

Нульарна алгебра U2 = 〈A, 1〉. Повна система тотожностей: {x=x, 1=1}.
Алгебра U4 = 〈A, ⊕, 1〉. Наведемо повну систему тотожностей цiєї алгебри:

1) x̃⊕ ỹ = ỹ ⊕ x̃;
2) (x̃⊕ ỹ)⊕ z̃ = x̃⊕ (ỹ ⊕ z̃);
3) x⊕ x = 1⊕ 1;
4) x⊕ 1⊕ 1 = x.
Тотожнiсть 4 визначає, що формули алгебри U4 можуть мати не бiльше

одного доданка рiвного одиницi. Довiльну формулу F можемо звести до вигляду
F̂ = 1⊕ F ′ або F̂ = F

′ , де F ′ – формула алгебри U2.
Алгебра U5 = 〈A, ⊕, ⊗〉. Повна система тотожностей цiєї алгебри включає

в себе повнi системи тотожностей алгебр U1, U3 i тотожнiсть(x⊕ y) ∧ z = x ∧
z ⊕ y ∧ z. Ця тотожнiсть дає можливiсть розкривати всi дужки. Тотожностi
алгебри U3 дають можливiсть впорядкувати множини, а тотожностi алгебри U1

доданки.
Алгебра U6 = 〈A, ⊗, 1〉. Знайдена повна система тотожностей цiєї алгебри

має вигляд:
1) x⊗ x = x;
2) x⊗ y = y ⊗ x;
3) (x⊗ y)⊗ z = x⊗ (y ⊗ z);
4) x⊗ 1 = x.

На основi цих тотожностей довiльну формулу F (x1, x2, ..., xn, 1) можна приве-
сти до вигляду F̂ = 1 або F̂ = x1x2...xn.

Алгебра Жегалкiна U7 = 〈A, ⊕,⊗, 1〉. Повна система тотожностей ал-
гебри U7 є об’єднанням систем тотожностей алгебр U4, U5, U6. За допомогою
цих тотожностей будь-яку формулу алгебри Жегалкiна однозначно можна пе-
ретворити у полiном Жегалкiна.
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Vartsaba O. V., Mych I. A., Nykolenko V. V., Dynys V. S. Equational
investigation of zero algebras, algebras of a boolean cube and a Zhegalkin cube.

In this paper, investigation of Boolean universal algebras, the signature of which includes
zero, unary and part of binary Boolean operations is conducted. Equational and signature
lattices of the class of trivial algebras are constructed. Lattice elements are represented as
a square.

The class of universal Boolean algebras consists of 8 algebras. The signature of these al-
gebras contains operations of conjunction, disjunction, and negation. They form signature
and equational cubes.

Complete systems of identities have been found for trivial algebras and all algebras of
a Boolean cube. The completeness of identity systems is proved by algorithms that allow
to bring the formulas of the corresponding algebras to standard canonical forms.

The Zhegalkin cube consists of 8 algebras, the signature of which includes element 1,
arithmetic operation of addition mod 2 and arithmetic operation of multiplication. An
equational lattice of this class have been constructed for the algebras of the Zhegalkin
cube.

Keywords: strong law of large numbers, random signed measure, renewal process, uniform
strong law of large numbers, random processes indexed by sets.
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