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ЧИСЕЛЬНИЙ МЕТОД МIНОРАНТНОГО ТИПУ ВIДШУКАННЯ
РОЗВ’ЯЗКУ СИСТЕМИ ДВОХ НЕЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ

При розв’язуваннi прикладних задач, моделюваннi складних фiзичних процесiв, а
також при дослiдженнi математичних моделей оптимальної органiзацiї i пошуку iн-
формацiї у файлах баз даних виникає потреба у розв’язаннi систем нелiнiйних рiвнянь.
Унiверсальних методiв для розв’язання таких задач не iснує, тому великий iнтерес ста-
новить розробка та дослiдження нових, ефективних чисельних методiв, за допомогою
яких можна було б розв’язувати системи нелiнiйних рiвнянь.

Нами ведеться робота над розробленням таких методiв. У роботi [1] побудовано
апарат некласичних мiнорант Ньютона та їхнiх дiаграм функцiй однiєї дiйсної змiн-
ної, заданих таблично. Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування мiноранти
Ньютона. Вивчено властивостi мiноранти Ньютона та її дiаграми, введено основнi ха-
рактеристики мiноранти Ньютона та її дiаграми, побудовано алгоритми для їхнього
вiдшукання.

У роботi пропонується новий чисельний метод, нульового порядку, який ґрунту-
ється на використаннi апарату некласичних мiнорант i дiаграм Ньютона функцiй.
Побудований метод використовує властивостi числових нахилiв мiноранти Ньютона
та їхнiх дiаграм функцiї двох дiйсних змiнних заданих таблично.

Ключовi слова: мiноранта Ньютона, система нелiнiйних рiвнянь, метод нульового
порядку.

1. Вступ. У роботi [1] побудовано апарат некласичних мiнорант Ньютона
та їхнiх дiаграм функцiй однiєї дiйсної змiнної, заданих таблично. Встановлено
необхiднi та достатнi умови iснування мiноранти Ньютона. Вивчено властивостi
мiноранти Ньютона та її дiаграми, введено основнi характеристики мiноранти
Ньютона та її дiаграми, побудовано алгоритми для їхнього вiдшукання. У [2,3]
розроблено алгоритм для оптимiзацiї логарифмiчно опуклих функцiй однiєї та
двох дiйсних змiнних, в основi яких лежить використання апарату некласичних
мiнорант i дiаграм Ньютона функцiй однiєї дiйсної змiнної, заданих таблично. У
[4,5] отримано оцiнки точностi наближення функцiй некласичною мiнорантою
Ньютона.

В данiй роботi, використовуючи апарат некласичних мiнорант i дiаграм
Ньютона функцiй двох дiйсних змiнних, заданих таблично, приводиться новий
чисельний метод вiдшукання розв’язку системи двох нелiнiйних рiвнянь.

Основна перевага цього методу над класичними методами полягає в такому:
1) збiжнiсть методу не залежить вiд вибору початкового наближення;
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2) метод вiдноситься до методiв нульового порядку;
3) простота та нагляднiсть методу.
2. Основний результат.

Постановка задачi
Розглянемо систему нелiнiйних рiвнянь{

f (x, y) = 0,
g (x, y) = 0.

(1)

Нехай ця система в деякому околi D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} має розв’язок
x = α, y = β. Оскiльки розв’язок системи (1) є розв’язком рiвняння

|f (x, y)|+ |g (x, y)| = 0

або
− ln (1 + |f (x, y)|+ |g (x, y)|) = 0, (2)

то для вiдшукання розв’язку системи (1) будемо шукати розв’язок рiвняння (2).
Для розв’язання рiвняння (2) використаємо властивостi апарату некласи-

чних мiнорант Ньютона та їхнiх дiаграм функцiй двох дiйсних змiнних.
Апарат некласичних мiнорант Ньютона та їхнiх дiаграм функцiй

двох дiйсних змiнних
Розглянемо функцiю двох дiйсних змiнних z = f (x, y), яка задана своїми

значеннями в точках (xi, yj) (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m):

f (xi, yj) = zij (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m) . (3)

Нехай x0 < x1 < . . . < xn, y0 < y1 < . . . < ym i

|zij| = aij ≤M (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m) , (4)

де M– деяка стала. Будемо вважати, що a00 · a0m · an0 · anm 6= 0.

Означення 1. Точка Pij(xi, yj − ln aij) з координатами x = xi, y = yj,
z = − ln aij в просторi xyz називається точкою зображення значення функцiї
z = f(x, y) в точцi (xi, yj).

Припустимо, що точки зображення Pij значень функцiї z = f(x, y) в точках
(xi, yj) (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m) в просторi xyz побудованi. З кожної то-
чки Pij проведемо пiвпряму в додатному напрямi осi Oz, перпендикулярно до
площини xy. Множину точок цих пiвпрямих позначимо через S, а її опуклу обо-
лонку – через C (S). Для кожної точки (x, y) ∈ R, де
R = {x0 ≤ x ≤ xn, y0 ≤ y ≤ ym}, визначимо точку B (x, y, χ (x, y)), де

χ (x, y) = sup z
(x,y,z)∈C(S)

.

Множина точок B (x, y, χ (x, y)), де (x, y) ∈ R, утворює багатогранну по-
верхню δf , яка обмежує C (S) зверху. Ця поверхня є неперервною, вгнутою, i її
рiвняння має вигляд: z = χ (x, y) , (x, y) ∈ R.

Означення 2. Поверхня δf , визначена на R, називається дiаграмою Нью-
тона функцiї z = f(x, y) на R.
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Дiаграма Ньютона δf функцiї z = f(x, y) має такi властивостi:
1) кожна вершина δf розмiщена в однiй iз точок зображення Pij значення

функцiї z = f(x, y) в точцi (xi, yj);
2) кожна точка зображення Pij знаходиться на δf або розмiщена нижче за неї;
3) кожнiй точцi (xi, yj) ∈ R вiдповiдає Bij (xi, yj, χij) дiаграми Ньютона δf , де

χij = χ (xi, yj).
Позначимо mf (x, y) = exp (−χ (x, y)) , (x, y) ∈ R.
Тодi для кожної точки (xi, yj) (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m) виконується не-

рiвнiсть mf (xi, yj) ≤ |f (xi, yj)| = |zij| = aij. Справдi, з побудови δf випли-
ває, що − ln aij ≤ χ (xi, yj), або aij ≥ exp (−χ (xi, yj)) = mf (xi, yj). Крiм то-
го, mf (x0, y0) = |f (x0, y0)|, mf (x0, ym) = |f (x0, ym)|, mf (xn, y0) = |f (xn, y0)|,
mf (xn, ym) = |f (xn, ym)|.

Означення 3. Функцiя z = mf (x, y), визначена на R, називається мiно-
рантою Ньютона функцiї z = f(x, y) на R.

Нехай mf (xi, yj) = tij (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m).

Означення 4. Величини rij (x) =
(
ti−1,j

tij

) 1
xi−xi−1 (i = 1, 2, ..., n; j = 0, 1, ...,m;

r0j = 0) i rij (y) =
(
ti,j−1

tij

) 1
yj−yj−1 (j = 1, 2, . . . ,m; i = 0, 1, . . . , n; ri0 = 0) на-

зиваються (i, j)-ми числовими нахилами мiноранти Ньютона mf (x, y) вiд-
повiдно в напрямку осей абсцис i ординат, а величини dij (x) =

ri+1,j(x)

rij(x)
(i =

1, 2, . . . , n−1; j = 0, 1, . . . ,m; d0j = dnj =∞) i dij (y) =
ri,j+1(y)

rij(y)
(j = 1, 2, . . . ,m−1;

i = 0, 1, . . . , n; di0 = dim = ∞) називаються (i, j)-ми вiдхиленнями мiноранти
Ньютона mf (x, y) вiдповiдно в напрямку осей Ox i Oy.

Iз вгнутостi дiаграми Ньютона δf випливають такi нерiвностi:

rij (x) ≥ ri+1,j (x) (i = 0, 1, . . . , n− 1; j = 0, 1, . . . ,m) ,

rij (y) ≥ ri,j+1 (y) (j = 0, 1, . . . ,m− 1; i = 0, 1, . . . , n) ,

dij (x) ≤ 1 (i = 1, 2, . . . , n− 1; j = 0, 1, . . . ,m) ,

dij (y) ≤ 1 (j = 1, 2, . . . ,m− 1; i = 0, 1, . . . , n) .

Означення 5. Якщо точка зображення Pij знаходиться у вершинi δf , то
пара iндексiв (i, j) називається вершинною парою iндексiв; якщо ж на δf , то –
дiаграмною парою iндексiв.

Аналогiчно як для функцiї однiєї змiнної [1] справджуються такi тверджен-
ня.

Твердження 1. Для того, щоб для функцiї z = f (x, y), заданої таблицею
значень (3), iснувала дiаграма Ньютона, визначена на R, необхiдно i доста-
тньо, щоб для неї виконувалась умова (4).

Твердження 2. Мiноранта Ньютона mf (x, y) функцiї z = f (x, y), заданої
таблицею значень (3), є неперервною i опуклою функцiєю на R.
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Твердження 3. Якщо для функцiї z = f (x, y), заданої таблицею зна-
чень (3), виконується умова (4), то

min
i,j
|f (xi, yj)| = min

(x,y)∈R
mf (x, y) .

При цьому, якщо
min
i,j
|f (xi, yj)| = |f (xk, ys)| ,

то
min

(x,y)∈R
mf (x, y) = mf (xk, ys) = tks.

Алгоритм вiдшукання розв’язку системи двох нелiнiйних рiвнянь
Використовуючи властивостi числових нахилiв мiноранти Ньютона та їхнiх дi-
аграм функцiї двох дiйсних змiнних побудуємо алгоритм знаходження розв’яз-
ку системи нелiнiйних рiвнянь (1). Оскiльки розв’язок системи (1) є розв’яз-
ком рiвняння |f (x, y)| + |g (x, y)| = 0, тому в областi D виберемо систему то-
чок xk = x0 + kh, де k = 0, 1, . . . , n, x0 = a, h = b−a

n
, i yl = y0 + lh, де

l = 0, 1, . . . ,m, y0 = c, h = d−c
m

. Виберемо початкове наближення розв’язку
x = x0, y = y0 i вiд цiєї точки будемо рухатись в напрямку спадання значен-
ня функцiї |f (x, y)| + |g (x, y)| доти, доки не знайдем «нульовий мiнiмум» цiєї
функцiї.

Позначимо akl = 1 + |f (x, y)|+ |g (x, y)|.

Величини rkl (x) =
(
ak−1,l

akl

) 1
h , rkl (y) =

(
ak,l−1

akl

) 1
h назвемо (k, l)-ми числовими

нахилами функцiї −ln (1 + |f (x, y)|+ |g (x, y)|) вiдповiдно в напрямi осей Ox та

Oy. А величину rkl (x, y) =
(
ak−1,l−1

akl

) 1
h
√
2 назвемо числовим нахилом цiєї функцiї

в напрямi бiсектриси кута ABC, де A, B, C точки вiдповiдно з координатами
(xk−1, yl), (xk−1, yl−1), (xk, yl−1).

Рис. 1. Схема переходу мiж точками

Припустимо, що вiд точки (x0, y0) ми прийшли до точки (xk−1, yl−1). Тодi виби-
раємо напрям подальшого руху. Для цього шукаємо rk,l−1 (x), rk−1,l (y), rkl (x, y).
Тодi можливi такi випадки:
1) max (rk,l−1 (x) , rk−1,l (y) , rkl (x, y)) = rk,l−1 (x) вiдбувається перехiд до точки

(xk, yl−1);
2) max (rk,l−1 (x) , rk−1,l (y) , rkl (x, y)) = rk−1,l (y) вiдбувається перехiд до точки

(xk−1, yl);
3) max (rk,l−1 (x) , rk−1,l (y) , rkl (x, y)) = rkl (x, y) вiдбувається перехiд до точки

(xk, yl).
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Процес переходу вiд точки до точки завершується в точцi x = xi, y = yj, якщо
для деякого i, j виконується умови:

rij (x) ≥ 1, ri+1,j (x) ≤ 1, (5)

rij (y) ≥ 1, ri,j+1 (y) ≤ 1, (6)

rij (x, y) ≥ 1, ri+1,j+1 (x, y) ≤ 1, (7)

|f (x, y)|+ |g (x, y)| < h. (8)

Зауважимо, що у процесi переходу вiд точки до точки можна зменшувати h
для пiдвищення точностi розв’язку.

Приклад 1. Розглянемо систему з двох нелiнiйних рiвнянь:{
y − x2 = 0,
x2 + y2 = 1.

(9)

Графiк якої зображений на рисунку 2.

Рис. 2. Графiк системи нелiнiйних рiвнянь.

Розв’язок системи (9) є розв’язком рiвняння |y − x2|+ |x2 + y2 − 1| = 0, або
розв’язком −ln (1 + |y − x2|+ |x2 + y2 − 1|) = 0.

Вищезазначена система (9) має два розв’язки. Знайдемо один iз них. У яко-
стi областi D виберемо D = {0, 5 ≤ x ≤ 1, 0, 5 ≤ y ≤ 1} i крок h = 0, 01. За по-
чаткову точку вiзьмемо (0, 5; 0, 5). У результатi застосування алгоритму отри-
маємо точку (0, 8; 0, 63), для цiєї точки виконуються умови (5)-(8). Уточнимо
точку зменшивши крок. За початкове наближення виберемо точку (0, 75; 0, 6)
i вiзьмемо крок h = 0, 002. Одержимо точку (0, 788; 0, 62) для якої виконую-
ться умови (5)-(8). Для пiдвищення точностi розв’язку застосуємо побудований
алгоритм до початкової точки (0, 78; 0, 61) з кроком h = 0, 00014. У результатi
чого одержимо точку (0, 78658; 0, 61784), яку приймемо за розв’язок системи (9)
з точнiстю до величини кроку h. Аналогiчно поступаємо з вiдшуканням iншо-
го розв’язку системи нелiнiйних рiвнянь. У результатi застосування одержимо
другий розв’язок системи нелiнiйних рiвнянь (−0, 78658; 0, 61784).

Приклад 2. Розглянемо модель оптимального дворiвневого блокового по-
шуку у впорядкованих файлах у випадку рiвномiрного розподiлу ймовiрностей
звертання до записiв [6]. Розглянемо дворiвневий блоковий пошук, у випадку
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використання методу двiйкового пошуку у локалiзованому блоцi. Нехай впо-
рядкований файл мiстить N записiв. Файл розбитий на n блокiв, а кожен блок
розбивається на m пiдблокiв по 2l − 1 записiв у кожному, де m = N

n(2l−1)
. Для

знаходження n та l, за яких математичне сподiвання кiлькостi порiвнянь E,
необхiдних для пошуку запису у файлi досягає мiнiмуму побудовано систему
нелiнiйних рiвнянь { (

2l − 1
)
n2 = N,(

2l − 1
)2

=
(
1 + N

2n

)
2l ln 2.

(10)

Розв’яжемо систему (10) запропонованим методом при N = 1000.
У результатi застосування побудованого у роботi методу одержимо набли-

жений розв’язок задачi n = 9, l = 5. Тобто кiлькiсь блокiв на якi повинен
бути розбитий файл рiвна 9, блоки розбиваються на 4 пiдблоки по 31 запис у
кожному.

3. Висновки. Запропоновано новий чисельний метод вiдшукання коренiв
системи двох нелiнiйних рiвнянь. Побудований метод використовує властивостi
числових нахилiв мiноранти Ньютона та їхнiх дiаграм функцiї двох дiйсних
змiнних заданих таблично.

Розроблений у роботi алгоритм застосовано до розв’язання тестової задачi. У
результатi застосування алгоритму одержимо розв’язок з точнiстю до величини
кроку.

Основна перевага цього методу над класичними методами полягає у такому:
1) збiжнiсть методу не залежить вiд вибору початкового наближення;
2) розв’язок системи двох нелiнiйних рiвнянь знаходимо з точнiстю до вели-

чини кроку h;
3) метод вiдноситься до методiв нульового порядку, тобто у чисельному методi

використовуються тiльки значення нелiнiйних функцiй;
4) простота та нагляднiсть методу.
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Hlebena M. I., Tsehelyk H. H. Numerical method of minorant type of finding
the solution to a system of two nonlinear equations.

When solving applied problems, modeling complex physical processes, as well as study-
ing mathematical models of optimal organization and searching for information in database
files, there is a need to solve systems of nonlinear equations. There are no universal meth-
ods for solving such problems, so it is of great interest to develop and study new, effective
numerical methods that could be used to solve systems of nonlinear equations.

We are working on the development of such methods. In [1], the apparatus of non-
classical Newton minorants and their diagrams of functions of one real variable, given in
tabular form, are constructed. Necessary and sufficient conditions for the existence of the
Newton minorant have been established. The properties of the Newton minorant and its
diagram are studied, the main characteristics of the Newton minorant and its diagram are
introduced, algorithms for their search are constructed.

The paper proposes a new numerical method of zero order, which is based on the
use of the apparatus of nonclassical minorants and Newton diagrams of functions. The
constructed method uses the properties of the numerical slopes of the Newton minaret and
their diagrams of the function of two real variables given in the table.

Keywords: Newton’s minorant, system of nonlinear equations, zero-order method, nu-
merical method.
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