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ПРО IСНУВАННЯ I ОПТИМАЛЬНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ
ВЕКТОРНОЇ ЗАДАЧI ЛЕКСИКОГРАФIЧНОЇ ОПУКЛОЇ
ОПТИМIЗАЦIЇ З ЛIНIЙНИМИ ФУНКЦIЯМИ КРИТЕРIЇВ

Серед векторних задач лексикографiчнi задачi утворюють досить широкий i ва-
жливий клас задач оптимiзацiї. Лексикографiчне впорядкування використовується
для встановлення правил субординацiї й прiоритету. Тому значна кiлькiсть задач, в
тому числi задачi оптимiзацiї складних систем, задачi стохастичного програмуван-
ня в умовах ризику, задачi динамiчного характеру та iн., можна подати у виглядi
лексикографiчних задач оптимiзацiї. Встановлено умови iснування та оптимальностi
розв’язкiв багатокритерiальних задач лексикографiчної оптимiзацiї з необмеженою
множиною допустимих розв’язкiв на основi використання властивостей рецесивного
конусу опуклої допустимої множини, конусу, що лексикографiчно впорядковує її вiд-
носно критерiїв оптимiзацiї та локальних шатрiв, що будуються в граничних точках
допустимої множини. Отриманi умови можна успiшно використовувати при розробцi
алгоритмiв пошуку оптимальних розв’язкiв зазначених задач лексикографiчної опти-
мiзацiї.

Ключовi слова: лексикографiчна оптимiзацiя, векторний критерiй, iснування розв’яз-
кiв, умови оптимальностi, множина Парето, множина Слейтера.

1. Вступ. Лексикографiчний пiдхiд до розв’язання багатокритерiальних задач
полягає в строгому ранжируваннi критерiїв за вiдносною важливiстю i дозволяє
домогтися оптимiзацiї бiльш важливого критерiю за рахунок будь-яких втрат
за всiма iншими менш важливими критерiями. Найчастiше такi багатокрите-
рiальнi задачi виникають при послiдовному введеннi додаткових критерiїв у
звичайнi скалярнi задачi оптимiзацiї, якi можуть мати не єдиний розв’язок.
Задачi лексикографiчної оптимiзацiї виникають також при моделюваннi iєрар-
хiчних структур, у стохастичному програмуваннi, при розв’язаннi деяких задач
динамiчного характеру тощо [1-3]. У лексикографiчному виглядi можна подати
векторнi задачi динамiчного характеру, якi полягають у послiдовному дося-
гненнi часткових цiлей. У лексикографiчнiй постановцi формулюються задачi
оптимiзацiї складних систем, якi полягають iз взаємозалежних пiдсистем, що
вiдносяться до рiзних iєрархiчних рiвнiв.

До можливих методiв розв’язання таких задач вiдноситься використання
схеми скаляризацiї або згортки векторного критерiю для одноетапного розв’я-
зання [1, 2]. У [2] для вiдшукання лексикографiчного оптимуму лiнiйних бага-
токритерiальних задач оптимiзацiї було запропоновано використання симплекс-
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методу. У [4, 5] задача лексикографiчної оптимiзацiї з лiнiйними обмеження-
ми зводиться до послiдовностi лiнiйних лексикографiчних задач шляхом апро-
ксимацiї функцiй критерiїв. У [6] представлено алгоритм, що дозволяє звести
розв’язання вхiдної задачi лексикографiчної оптимiзацiї за допомогою апро-
ксимацiї допустимої множини до розв’язання послiдовностi лексикографiчних
задач лiнiйного програмування. В однокритерiальнiй оптимiзацiї ряд алгори-
тмiв пошуку екстремуму побудовано на використаннi апарата теорiї двоїстостi.
Це питання є цiкавим i для задач багатокритерiальної оптимiзацiї. У статтi [7]
дослiджуються опуклi квадратичнi задачi лексикографiчної оптимiзацiї на мно-
жинi, заданiй системою лiнiйних нерiвностей, i питання побудови двоїстих до
них задач. Двоїстi задачi до вхiдної будуються за допомогою вiдображення Ла-
гранжа, де множники Лагранжа – це векторнi змiннi, множиною значень ко-
жної з яких є множина векторiв простору, розмiрнiсть якого рiвна кiлькостi
часткових критерiїв з введеним на ньому лексикографiчним порядком. Метою
дослiджень, представлених в данiй статтi, є встановлення умов iснування опти-
мальних розв’язкiв багатокритерiальних задач лексикографiчної оптимiзацiї з
необмеженою допустимою множиною та умов оптимальностi розв’язкiв на осно-
вi використання властивостей рецесивного конусу опуклої допустимої множи-
ни [8], конусу, що лексикографiчно її впорядковує вiдносно критерiїв оптимiза-
цiї [2] та локальних шатрiв [9] в граничних точках допустимої множини.

2. Постановка задачi. У критерiальному просторi Rl вводиться бiнар-
не вiдношення лексикографiчного порядку векторiв z = (z1, z2, . . . , zl) i z′ =
(z′1, z

′
2, . . . , z

′
l) таке, що z ≥L z′ ⇔ (z = z′) ∨ (∃j ∈ Nl : ∀i ∈ Nj−1(zj > z′j, zi = z′i)),

де N0 = ∅.
Розглянемо задачу лексикографiчної оптимiзацiї наступного вигляду:

ZL(F,X) : max L{F (x) |x ∈ X},

де F (x) = (f1, f2, . . . , fl), l ≥ 2, fk(x) = 〈ck, x〉, ck ∈ Rn, k ∈ Nl = {1, 2, . . . , l},
X = {x ∈ Rn|gi(x) ≤ 0, x ≥ 0, i ∈ Nm}, gi(x), i ∈ Nm, – опуклi функцiї. В зада-
чi лексикографiчної оптимiзацiї частковi критерiї впорядкованi за важливiстю.
При цьому виникає поняття лексикографiчного оптимуму.

Означення 1. Вектор x лексикографiчно переважає вектор x′, коли ви-
конується одна з l умов:
1) f1(x) > f1(x′);
2) f1(x) = f1(x′), але f2(x) > f2(x′);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
l) fj(x) = fj(x

′), j = 1, 2, . . . , l − 1, але fl(x) > fl(x
′).

Означення 2. Вектор x еквiвалентний вектору x′, коли за кожним кри-
терiєм вектори x та x′ мають однаковi оцiнки, при цьому x 6= x′.

Пiд розв’язанням задачi ZL(F,X) будемо розумiти пошук елементiв мно-
жини L(F,X) лексикографiчних оптимальних розв’язкiв, яку задамо в такий
спосiб:

L(F,X) = {x ∈ X|υ(x, F,X) = ∅},

де υ(x, F,X) = {x′ ∈ X|∃j ∈ Nl : fj(x
′) > fj(x)∧j = min{i ∈ Nl : fi(x

′) 6= fi(x)}}.
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Безпосередньо з означення лексикографiчно оптимальних розв’язкiв випли-
ває, що множину L(F,X) можна задати за допомогою рекурентних спiввiдно-
шень. Таким чином,

Li(F,X) = Argmax{fi(x) : x ∈ Li−1(F,X), i ∈ Nl}, (1)

де Argmax{·} – множина всiх оптимальних розв’язкiв вiдповiдної задачi макси-
мiзацiї, L0(F,X) = X, Ll(F,X) = L(F,X).

Iз спiввiдношень (1) випливає справедливiсть включень послiдовностi мно-
жин

X ⊇ L1(F,X) ⊇ L2(F,X) ⊇ . . . ⊇ Ll(F,X) = L(F,X),

тобто кожен наступний частковий критерiй звужує множину розв’язкiв, отри-
маних з урахуванням всiх попереднiх часткових критерiїв.

Як вiдомо [1, 2], множина L(F,X) може бути визначена, як результат розв’я-
зання послiдовностi l скалярних задач ZLi(F,X), i ∈ Nl опуклого програмуван-
ня з лiнiйними цiльовими функцiями. Отже, задачу ZL(F,X) можна розглядати
як задачу послiдовної оптимiзацiї.

Вiдзначимо важливу властивiсть задач ZLi(F,X), i ∈ Nl, [8]: будь-який ло-
кальний мiнiмум (максимум) є глобальним мiнiмумом (максимумом).

Очевиднi наступнi властивостi.
Властивiсть 1. Якщо для допустимого розв’язку x0 ∈ X ∀x ∈ X \ {x0}

виконується нерiвнiсть f1(x) < f1(x0), то x0 ∈ L(F,X).
Властивiсть 2. Якщо для допустимого розв’язку x ∈ X ∃x′ ∈ X \ {x}

такий, що f1(x′) > f1(x), то x /∈ L(F,X).
Згiдно [2] введемо означення.

Означення 3. Вектор z ∈ Rl називається лексикографiчно додатним,
якщо перший його ненульовий компонент у порядку зростання iндексiв ком-
понентiв є додатним.

Будемо позначати лексикографiчну додатнiсть вектора z ∈ Rl як: z >L 0,
тут (>L) – знак вiдношення лексикографiчно бiльше.

Вектор z ∈ Rl лексикографiчно бiльше вектора y ∈ Rl z >L y, якщо вектор
(z − y) лексикографiчно додатний, (z − y) >L 0. При такому упорядкуваннi
будь-якi два вектори однiєї розмiрностi порiвнюванi мiж собою.

Отже, для будь-яких векторiв a, b ∈ Rl a >L b тодi й тiльки тодi, коли iснує
iндекс 1 ≤ i ≤ l, такий, що ai > bi, i якщо i > 1, то ak = bk, k = 1, 2, . . . , i − 1.
Вектор a лексикографiчно не менше вектора b, a ≥L b, якщо a >L b або a = b,
(≥L) – знак вiдношення лексикографiчно не менше.

Означення 4. Розв’язок x∗ ∈ X задачi ZL(F,X) будемо називати лекси-
кографiчно оптимальним, якщо вiн не гiрше будь-якого iншого допустимого
розв’язку y ∈ X в розумiннi вiдношення ≥L, тобто якщо F (x∗)− F (y) ≥L 0.

Отже, для довiльного x ∈ X справедливе твердження

x ∈ L(F,X)⇔ {y ∈ X|F (y) >L F (x)} = ∅.

У лексикографiчнiй задачi оптимiзацiї досягають як завгодно малого при-
росту бiльш важливого критерiю за рахунок будь-яких втрат за iншими менш
важливими критерiями.
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3. Iснування лексикографiчно оптимальних розв’язкiв. Iснування
оптимальних розв’язкiв на допустимiй множинi X i структура множини опти-
мальних розв’язкiв залежать вiд властивостей порядку вiдношення переваги,
структури допустимої областi X, природи її елементiв та iн. Згiдно [2] скiн-
ченнiсть множини X є достатньою умовою iснування оптимальних розв’язкiв
лексикографiчної задачi оптимiзацiї. Також множина L(F,X) не порожня, якщо
множина векторних оцiнок Y = {F (x)|x ∈ X} обмежена i замкнена. Однак у
випадку нескiнченної допустимої областi X множина лексикографiчно опти-
мальних розв’язкiв може бути порожньою.

Актуальним є вивчення питань можливостi розв’язання лексикографiчних
задач векторної оптимiзацiї, у яких множина допустимих розв’язкiв необмежена
i опукла.

Необмеженiсть опуклої множини X означає, що 0+X \ {0} /∈ ∅, де 0+X =
= {y ∈ Rn|∀x ∈ X : x + ty ∈ X, t ≥ 0} – рецесивний конус множини X. Ана-
лiз задачi ZL(F,X) проведемо з урахуванням властивостей рецесивного конусу
0+X [8] й конусу KL = {x ∈ Rn|Cx >L 0}, що лексикографiчно впорядковує
допустиму множину вiдносно критерiїв оптимiзацiї, який назвемо також кону-
сом перспективних [10] лексикографiчних напрямкiв задачi ZL(F,X), оскiльки
перехiд з будь-якої точки x1 ∈ Rn в точку x2 = x1 + y, де y належить конусу
KL, приводить до нерiвностi Cx2 >

L Cx1, тобто до лексикографiчного зростан-
ня значень векторного критерiю задачi.

Конус KL, що визначає лексикографiчний порядок у просторi Rl, є опуклим
конусом напрямкiв лексикографiчно додатних векторiв i його можна подати у
виглядi об’єднання множин, що не перетинаються:

KL = K1 ∪K2 ∪ . . . ∪Kl,

де K1 = {x ∈ Rn|c1x > 0},
K2 = {x ∈ Rn|c1x = 0, c2x > 0},
. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .
Kl = {x ∈ Rn|c1x = 0, c2x = 0, . . . , cl−1x = 0, clx > 0}.

Для довiльного x ∈ X iстинне висловлювання [2]:

x ∈ L(F,X)⇔ (x+KL) ∩X = ∅. (2)

Продовжуючи дослiдження питань iснування рiзних видiв оптимальних
розв’язкiв векторних задач оптимiзацiї [11-14], розпочатi в роботi [2] для ле-
ксикографiчних задач, розглянемо необхiднi й достатнi умови iснування лекси-
кографiчно оптимальних розв’язкiв задачi ZL(F,X).

У випадку опуклої замкненої необмеженої допустимої множини X задачi
ZL(F,X) справедлива теорема.

Теорема 1. Необхiдною умовою iснування лексикографiчно оптимальних
розв’язкiв задачi ZL(F,X) є порожнiй перетин конуса KL перспективних ле-
ксикографiчних напрямкiв i рецесивного конуса 0+X, тобто

KL ∩ 0+X = ∅. (3)
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Доведення. Припустимо вiд супротивного, що множина L(F,X) 6= ∅, але
не виконується умова (3), тобто перетин конусiв KL та 0+X не порожнiй: KL ∩
∩ 0+X 6= ∅. Тодi ∀x ∈ X справедливi спiввiдношення:

(x+KL) ∩X ⊇ (x+KL) ∩ (x+ 0+X) = x+ (KL ∩ 0+X) 6= ∅.

Враховуючи формулу (2), можна зробити висновок, що множина L(F,X) = ∅.
Але це суперечить умовi теореми й тим самим доводить її справедливiсть.

Обернене твердження теореми в загальному випадку не є вiрним. У моно-
графiї [2:113] наведено приклад, у якому для допустимої множини виконана
умова (3), але множина її крайнiх точок є необмеженою, i в результатi множи-
на L(F,X) = ∅.

Напрямок лексикографiчно додатного вектора будемо називати лексикогра-
фiчно додатним напрямком.

Справедлива теорема.
Теорема 2 [2:113]. Нехай V – непорожня множина крайнiх точок опуклої

замкненої множини X. Якщо V – обмежена множина, то множина X має
лексикографiчний максимум тодi й тiльки тодi, коли вона обмежена за всiма
лексикографiчно додатними напрямками.

В наших позначеннях за умов теореми 2 множина L(F,X) не порожня тодi
й тiльки тодi, коли виконується умова (3).

У випадку опуклої необмеженої i багатогранної множини X справедливий
наслiдок з теореми 2.

Наслiдок 1 [2:114]. Замкнена опукла багатогранна множина має лексико-
графiчний максимум тодi й тiльки тодi, коли вона обмежена за всiма лекси-
кографiчно додатними напрямками.

З теореми 1 та наслiдку з теореми 2 випливає справедливiсть наступної те-
ореми.

Теорема 3. Нехай допустима множина задачi є замкненою опуклою бага-
тогранною множиною. Необхiдною i достатньою умовою iснування лексико-
графiчно оптимальних розв’язкiв цiєї задачi є виконання рiвностi (3).

Зазначимо, що умова багатогранностi опуклої замкненої необмеженої мно-
жини X є iстотною для ствердження того факту, що умова (3) є необхiдною й
достатньою умовою iснування лексикографiчно оптимальних розв’язкiв задачi
ZL(F,X).

4. Умови оптимальностi розв’язкiв. Як вiдомо [3,10-14], якщо критерiї
векторної задачi є рiвноважливими, пiд розв’язанням векторної задачi звичайно
розумiють знаходження деякої пiдмножини однiєї з таких множин: P (F,X) усiх
Парето-оптимальних (ефективних) розв’язкiв, Sl(F,X) оптимальних за Слей-
тером розв’язкiв. Справедливi твердження ∀x ∈ X:

x ∈ P (F,X)⇔ {y ∈ X|F (y) ≥ F (x), F (y) 6= F (x)} = ∅

x ∈ Sl(F,X)⇔ {y ∈ X|F (y) > F (x)} = ∅.
Очевидно, що L(F,X) ⊆ P (F,X) ⊆ Sl(F,X).
Як вiдомо з теореми 1 з [3:163], у зв’язку з лiнiйнiстю функцiй критерiю

задачi ZL(F,X) та незалежно вiд структури допустимої множини X Парето-
оптимальнi i оптимальнi за Слейтером розв’язки можуть або складати всю
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допустиму множину, або знаходитись лише на її границi. Тому, враховуючи
включення L(F,X) ⊆ P (F,X) ⊆ Sl(F,X) при встановленнi необхiдних i доста-
тнiх умов лексикографiчної оптимальностi розв’язкiв задачi будемо розглядати
лише граничнi точки множини X.

Позначимо FrB пiдмножину граничних точок деякої множини B. Нехай
y ∈ FrX. Введемо до розгляду такi множини: N(y) = {i ∈ Nm| gi(y) = 0},
X(y) = {x ∈ Rn| gi(x) ≤ 0, i ∈ N(y)}. Крiм того, якщо gi(x), i ∈ N(y), –
неперервно диференцiйовнi функцiї в Rn, визначимо множину

Q(y) = {x ∈ Rn| 〈∇gi(y), (x− y)〉 ≤ 0, i ∈ N(y)},

де ∇gi(y) – градiєнт функцiї fi(x) у точцi y, i ∈ N(y). Очевидно, що ∀y ∈ FrX :
N(y) 6= ∅, y + 0+X ⊆ X ⊆ X(y) ⊆ Q(y).

Теорема 4. Нехай y ∈ FrX. Якщо gi(x), i ∈ N(y), – неперервно диференцi-
йовнi функцiї, то спiввiдношення

KL ∩ (Q(y)− y) = ∅ (4)

є достатньою умовою для включення y ∈ L(C,X). Крiм того, якщо {5gi(y)|
i ∈ N(y)} – система лiнiйно незалежних векторiв, то спiввiдношення

K1 ∩ (Q(y)− y) = ∅ (5)

є необхiдною умовою для включення y ∈ L(C,X).
Доведення. Достатнiсть умов теореми стає очевидною, враховуючи вклю-

чення X ⊆ Q(y), а також формулу (2).
Необхiднiсть. Вимога лiнiйної незалежностi векторiв {5gi(y)|i ∈ N(y)} при-

водить до виконання спiввiдношень: intQ(y) 6= ∅, intQ(y) = riQ(y), де riB –
вiдносна внутрiшнiсть деякої множини B.

Нехай y ∈ L(C,X), тобто згiдно формулi (2)

(x+KL) ∩X = ∅. (6)

Припустимо (вiд супротивного), що спiввiдношення (5) не виконується, тоб-
то K1 ∩ (Q(y) − y) 6= ∅, звiдки за наслiдком 6.3.2 з [8] K1 ∩ int(Q(y) − y) 6= ∅.
Враховуючи також, що за умов даної теореми сума лiнiйних оболонок конусiв
K1 i (Q(y)− y) збiгається з Rn, i згiдно з теоремою 3.4 [15:31] робимо висновок
про невiдокремлюванiсть конусiв K1 ∪ {0} та int(Q(y) − y), що є локальними
шатрами [9, 15] у точцi y множин (y + K1) ∪ {y} та X вiдповiдно. Крiм того,
кожен iз цих локальних шатрiв не є лiнiйним пiдпростором в Rn, оскiльки точка
{0} ∈ Rn не належить їхнiм внутрiшностям, а також враховуючи теореми 1.1 та
6.1 з [8]. Тодi вiдповiдно до теореми 1.3 з [15:204] ((y+K1)∪{y})∩X\{y} 6= ∅, що
суперечить умовi (6) i тим самим доводить необхiднiсть виконання спiввiдно-
шення (5) для будь-якої лексикографiчно оптимальної граничної точки y ∈ X
за умов теореми. Доведення теореми завершено.

5. Висновки. Дослiдженi питання iснування та оптимальностi розв’язкiв
опуклих задач лексикографiчної оптимiзацiї з лiнiйними функцiями критерiїв
та необмеженiй допустимiй множинi. На основi проведеного аналiзу зазначе-
них задач з урахуванням властивостей конусiв перспективних лексикографi-
чних напрямкiв, рецесивних напрямкiв та локальних шатрiв у граничних то-
чках допустимої множини встановлено необхiднi та достатнi умови iснування
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та оптимальностi розв’язкiв дослiджених задач. Отриманi умови можна успi-
шно використовувати при розробцi алгоритмiв пошуку оптимальних розв’язкiв
зазначених задач лексикографiчної оптимiзацiї.
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Semenova N. V., Lomaha M. M. On existence and optimality of solutions of a
vector problem of lexicographic convex optimization with linear of criteria functions.

Vector problems lexicographic ones constitute a broad and significant class of problems
of optimization. Lexicographic ordering is applied to establish rules of subordination and
priority. Hence, a lot of problems including the ones of complex system optimization, of
stochastic programming under risk, of dynamic character, etc. may be presented in the
form of lexicographic problems of optimization. We have revealed conditions of existence
and optimality of solutions of multi-criteria problems of lexicographic optimization with
an unbounded set of feasible solutions on the basis of applying properties of a recession
cone of a convex feasible set, the cone which puts in order lexicographically of a feasible
set with respect to optimization criteria and local tent built at the boundary points of the
feasible set. Received conditions may be successfully used while developing algorithms for
finding optimal solutions of mentioned problems of lexicographic optimization.

Keywords: lexicographic optimization, vector criterion, existence of solutions, optimality
conditions, set of Pareto, set of Slater.
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