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ГОМОМОРФIЗМИ МАТРИЧНИХ ГРУП ТА КIЛЕЦЬ НАД
АСОЦIАТИВНИМИ КIЛЬЦЯМИ

У статтi з єдиних позицiй описанi груповi гомоморфiзми матричних груп i кiльцевi
гомоморфiзми матричних кiлець над асоцiативними кiльцями з 1.

Показано, що опис гомоморфiзмiв матричних груп E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R), n ≥ 2
у групу автоморфiзмiв GL (W ) лiвого (необов’язково вiльного) K-модуля W над до-
вiльним асоцiативним кiльцем K з 1 зводиться до випадкiв, коли 2 або 3 – оборотнi
елементи в кiльцi K. Доведено, що вони допускають стандартний опис гомоморфiзмiв
групи елементарних трансвекцiй E (n,R), якщо такий опис допускають гомоморфiзми
матричних груп над кiльцями K, в яких 2 або 3 є оборотними елементами.

Також описано кiльцевi гомоморфiзми Λ : Rn → EndW , n ≥ 2 лiвого (необов’язково
вiльного) K-модуля W над довiльним асоцiативним кiльцем K з 1. Показано, що го-
моморфiзми Λ допускають стандартний опис на кiльцi Rn.

Ключовi слова: асоцiативнi кiльця з 1, груповi гомоморфiзми матричних груп, кiль-
цевi гомоморфiзми кiлець матриць, формальнi матрицi, стандартний опис.

1. Вступ. Стаття присвячена вивченню гомоморфiзмiв матричних груп та
кiлець над асоцiативними кiльцями з 1.

Вводиться поняття стандартного опису гомоморфiзмiв матричних груп над
асоцiативними кiльцями з 1. Розглядається гомоморфiзм Λ0 групи GL (n,R) у
групу автоморфiзмiв GL (W ) лiвого (необов’язково вiльного) K -модуля W над
довiльними асоцiативними кiльцями R i K з 1, який визначається за правилом

Λ0 (x) = g−1
[
δ (x) e+ ν(x)−1 (1− e) + e1

]
g, x ∈ GL (n,R) ,

де L i P – лiвi K-модулi, g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P – iзоморфiзм K -модулiв, δ

– кiльцевий гомоморфiзм i ν – кiльцевий антигомоморфiзм кiльця Rn, iндуко-
ванi кiльцевим гомоморфiзмом δ : R → EndL i кiльцевим антигомоморфiзмом
ν : R → EndL вiдповiдно в кiльце (EndL)n, 1 – одиниця i e – центральний
iдемпотент кiльця EndL, a e1 – одиниця кiльця EndP , яка ортогональна з еле-
ментами кiльця EndL.

За означенням гомоморфiзм Λ : G→ GL (W ) групи E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R)
допускає стандартний опис на групi E (n,R), якщо Λ збiгається з Λ0 на цiй гру-
пi.
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У статтi показано, що опис гомоморфiзмiв матричних груп E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R), n ≥ 2 у групу автоморфiзмiв GL (W ) над асоцiативним кiльцем K
зводиться до випадкiв, коли 2 або 3 – оборотнi елементи в кiльцiK. Доведено, що
вони допускають стандартний опис на групi елементарних трансвекцiй E (n,R),
якщо такий опис допускають гомоморфiзми матричних груп над кiльцями K,
в яких 2 або 3 є оборотними елементами.

В роботi також описуються кiльцевi гомоморфiзми Λ : Rn → EndW , n ≥ 2 у
кiльце EndW лiвого (необов’язково вiльного) K-модуля W над довiльним асоцi-
ативним кiльцем K з 1. Показано, що гомоморфiзми Λ допускають стандартний
опис на кiльцi Rn. Це означає, що гомоморфiзм Λ на кiльцi Rn спiвпадає з го-
моморфiзмом Λ0, який визначається за правилом

Λ0 (x) = g−1
[
δ (x) e+ e1

]
g, x ∈ Rn,

де L i P лiвi K-модулi, g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P – iзоморфiзм K -модулiв, δ

– кiльцевий гомоморфiзм кiльця Rn, iндукований кiльцевим гомоморфiзмом
δ : R → EndL в кiльце (EndL)n, 1 – одиниця i e – центральний iдемпотент
кiльця EndL, a e1 – нуль кiльця EndP , який ортогональний з елементами кiльця
EndL.

Опис групових i кiльцевих гомоморфiзмiв на одиничних трансвекцiях спи-
рається на спiввiдношення, якi iснують мiж елементами

(tij (1)− E) (E − tji (−1) ) , tij (1) tji (−1) tij (1) , tij (r) ,

r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n в кiльцi Rn i переносяться груповими i кiльцевими
гомоморфiзмами на спiввiдношення мiж формальними матрицями, якими вони
зображаються у кiльцi EndW .

2. Загальнi поняття. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, R∗ – група оборо-
тних елементiв кiльця R, Rn– кiльце матриць n×n над R, n ≥ 2, GL (n,R) = R∗n
– повна лiнiйна (матрична) група оборотних n× n матриць над кiльцем R, E –
одинична матриця кiльця Rn.

Позначимо через eij матрицю кiльця Rn, у якої на мiсцi (i; j) стоїть одиниця,
а на iнших мiсцях нулi.

Виконуються матричнi формули

eikelj = δkleij,

де 1 ≤ i, k, l, j ≤ n – довiльнi числа, δkl – символ Кронекера.
Одиницю кiльця R i одиничну матрицю кiльця Rn будемо позначати 1 i Е

вiдповiдно.

Означення 1. Елементи tij (r) = 1+reij, де r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n, eij – стан-
дартна матрична одиниця, будемо називати елементарними трансвекцiями.
Трансвекцiї tij (1) будемо називати одиничними елементарними трансвекцiя-
ми.

Нехай E (n,R) – пiдгрупа групи GL (n,R), яка породжена всiма елементар-
ними трансвекцiями tij (r) = 1 + reij, r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Означення 2. У довiльнiй групi G елемент [g1, g2] = g1g2g1
−1g2

−1 будемо
називати комутатором елементiв g1, g2, а елемент [g1, . . . , gt] =
=
[[
g1, . . . , gt−1

]
, gt
]
– комутатором довжини t елементiв g1, . . . , gt групи G,

де t > 2.

Виконуються матричнi комутаторнi формули

[tik (r1) , tlj (r2)] = tij (δklr1r2) ,

де 1 ≤ k 6= i, i 6= j, l 6= j ≤ n – довiльнi числа, δkl – символ Кронекера, r1, r2 –
довiльнi елементи кiльця R. Зокрема, [tik (r) , tkj (1)] = tij (r), де 1 ≤ i, j, k ≤ n
– попарно рiзнi довiльнi числа, r ∈ R.

Позначимо

tij = tij (−1) tji (1) tij (−1) , ti = (tii+1 (1)− E) (E − ti+1i (−1)) ,

t (r) = (t12 (r)− E) t12,

де r ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, n+ 1 ототожнюється з 1.
Неважко бачити, що

ti = diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, . . . , 0

 = eii, t (r) = diag (r, 0, . . . , 0) = re11, t (1) = t1,

t (r) t21 + t21t (r) + E = diag

((
1 r
−r 1

)
, 1, . . . , 1

)
.

Безпосередньою перевiркою встановлюється, що має мiсце

Лема 1. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Тодi t−1
ij = tji,

tijeklt
−1
ij =



−eil
−eli
ejk
ekj
eii
ejj
ekl

, якщо

k = j 6= l
l = j 6= k
k = i 6= l
l = i 6= k
k = l = j
k = l = i
k, l /∈ {i, j}

, tijtkl(r) t
−1
ij =


til (−r)
tli (−r)
tjk (r)
tkj (r)
tkl (r)

, якщо

k = j 6= l
l = j 6= k
k = i 6= l
l = i 6= k
k, l /∈ {i, j}

,

а також

titj = δijti, t1 + · · ·+ tn = E, t2ii+1 = E − 2ti − 2ti+1,

tk(tii+1 − E) = 0, якщо k 6= i, i+ 1,

tii+1tkt
−1
ii+1 =


tk+1

tk−1

tk

, якщо
k = i

k = i+ 1
k 6= i, i+ 1

,

матрицi t (r) комутують з елементами t1, . . . , tn,

t (r1 + r2) = t (r1) + t (r2) , t (r1r2) = t (r1) t (r2) ,

для всiх r, r1, r2 ∈ R.
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3. Означення стандартного опису групових i кiльцевих гомоморфi-
змiв.

Означення 3. Вiдображення δ кiльця R в асоцiативне кiльце R1 з 1 нази-
вається кiльцевим гомоморфiзмом, якщо δ (0) = 0,

δ (r1 + r2) = δ (r1) + δ (r2) , δ (r1r2) = δ (r1) δ (r2)

для довiльних елементiв r1 i r2 кiльця R.

Означення 4. Вiдображення ν кiльця R в асоцiативне кiльце R1 з 1 нази-
вається кiльцевим антигомоморфiзмом, якщо ν (0) = 0,

ν (r1 + r2) = ν (r1) + ν (r2) , ν (r1r2) = ν (r2) ν (r1)

для довiльних елементiв r1 i r2 кiльця R.

Зрозумiло, що вiдображення кiльця R в нульовий елемент кiльця R1 є кiль-
цевим i антикiльцевим гомоморфiзмами одночасно. Такий гомоморфiзм прийня-
то називати нульовим гомоморфiзмом.

Якщо δ : R → R1 – кiльцевий гомоморфiзм i ν : R1 → R2 – кiльцевий
антигомоморфiзм, то νδ : R→ R2 є кiльцевим антигомоморфiзмом. Аналогiчно,
якщо ν : R → R1 – кiльцевий антигомоморфiзм i δ : R1→ R2 – кiльцевий
гомоморфiзм, то δν : R→ R2 є кiльцевим антигомоморфiзмом.

Означення 5. Нехай R0 означає кiльце R у якому задана операцiя мно-
ження за правилом x ◦ y = yx, де x, y – довiльнi елементи кiльця R. Кiльце
R0 називається опозитом кiльця R.

Вiдображення ν0 : R→ R0, задане за правилом ν0 (r) = r, r ∈ R, є кiльцевим
антигомоморфiзмом R в R0.

Якщо δ : R → R1 – кiльцевий гомоморфiзм, ν0 : R1 → R0
1 – кiльцевий

антигомоморфiзм, то ν0δ : R → R0
1 – кiльцевий антигомоморфiзм. I, навпаки.

Якщо δ : R → R1 – кiльцевий антигомоморфiзм, ν0 : R1 → R0
1 – кiльцевий

антигомоморфiзм, то ν0δ : R→ R0
1 – кiльцевий гомоморфiзм.

Кiльцевий гомоморфiзм δ : R→ R1 iндукує кiльцевий гомоморфiзм δ : Rn →
(R1)n за правилом δ (rij) = (δrij), де rij ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n.

Кiльцевий антигомоморфiзм ν : R → R1 iндукує кiльцевий антигомомор-
фiзм ν : Rn → (R1)n за правилом ν (rij) = (νrji) = т (νrij), де т – означає
класичне транспонування.

Зрозумiло, що нульовий гомоморфiзм кiльця R iндукує нульовий гомомор-
фiзм кiльця Rn.

Гомоморфiзм групи, який вiдображає всi елементи групи в одиничний еле-
мент, прийнято називати одиничним.

Звуження кiльцевого гомоморфiзму i кiльцевого антигомоморфiзму, якi вiд-
ображають одиничний елемент у одиничний елемент, на мультиплiкативну гру-
пу кiльця породжують груповий гомоморфiзм i груповий антигомоморфiзм вiд-
повiдно.

Груповий антигомоморфiзм кiльця R також породжує груповий гомомор-
фiзм мультипликативної групи кiльця, якщо кожному елементу поставити у
вiдповiднiсть елемент обернений до його антигомоморфного образу.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Зокрема, кiльцевий гомоморфiзм δ : R→ R1 iндукує груповий гомоморфiзм
δ : GL (n,R) → GL (n,R1) (який прийнято називати кiльцевим) за правилом
δg =

(
δg
)
, g ∈ GL (n,R), а кiльцевий антигомоморфiзм ν : R → R1 груповий

гомоморфiзм ν : GL (n,R) → GL (n,R1) (який прийнято називати котраградi-
єнтним) за правилом νg = (νg)−1, g ∈ GL (n,R).

Нехай 1 – одиниця, e – iдемпотент кiльця R1 i e1 – деякий iдемпотент, який
ортогональний з елементами кiлець δR, νR. Вiдображення Λe групи GL (n,R)
у групу diag (GL (n,R1) , 1) визначається за правилом

Λe (x) = δxe+ νx−1 (1− e) + e1, x ∈ GL (n,R)

i є гомоморфiзмом групи GL (n,R) у групу diag (GL (n,R1) , 1), якщо iдемпотент
е комутує з елементами кiлець δR, νR.

Без обмеження загальностi можна вважати, що вiдображення Λe : E (n,R)→
diag (E (n,R1) , 1) визначається на елементарних трансвекцiях tij (r), r ∈ R за
правилом

Λe (tij (r)) = tij (δr) e+ tji (−δr) (1− e) + e1,

де 1 ≤ i 6= j ≤ n, δ : R → R1 – кiльцевий гомоморфiзм, δ (1) = 1, 1 – одиниця
кiльця δR, e1 – деякий iдемпотент кiльця R1, який ортогональний з елементами
δR.

Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, W – лiвий (не обов’язково вiльний)
K -модуль, L та P – лiвi K-модулi,

g : W → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P

– iзоморфiзм K-модулiв, δ – кiльцевий гомоморфiзм i ν – кiльцевий антиго-
моморфiзм кiльця Rn, iндукованi кiльцевим гомоморфiзмом δ : R → EndL i
кiльцевим антигомоморфiзмом ν : R → EndL вiдповiдно в кiльце (EndL)n, 1
– одиниця i e – iдемпотент кiльця EndL, a e1 – одиниця кiльця EndP , яка
ортогональна з елементами кiльця EndL.

Вiдображення Λ0 : GL (n,R)→ EndW визначається за правилом

Λ0 (x) = g−1
[
δ (x) e+ ν(x)−1 (1− e) + e1

]
g, x ∈ GL (n,R)

i є гомоморфiзмом групиGL (n,R) у групу g−1diag (GL (n,EndL) , 1) g ⊆ GL (W ),
якщо e комутує з елементами кiлець δR i νR.

Одиничний елемент i центральний iдемпотент е кiльця EndL породжують
одиничний елемент i центральний iдемпотент e · 1 кiльця (EndL)n, якi також
будемо позначати 1 i буквою е вiдповiдно.

Якщо P = 0, то iдемпотент e1 вiдсутнiй.
Вiдображення Λ0 на елементарних трансвекцiях має вигляд

Λ0tij (r) = g−1 [tij (δr) e+ tji (−δr) (1− e) + e1] g,

де 1 ≤ i 6= j ≤ n, δ – кiльцевий гомоморфiзм, δ (1) = 1.

Означення 6. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Будемо казати, що го-
моморфiзм Λ : G → GL (W ) групи E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) допускає стан-
дартний опис на групi E (n,R), якщо Λ збiгається з Λ0 на цiй групi i е –
центральний iдемпотент кiльця EndL.
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Аналогiчно означується вiдображення Λe кiльця Rn у кiльце diag ((R1)n, 0)
за правилом

Λe (x) = δ (x) e+ e1, x ∈ Rn,

яке є гомоморфiзмом кiльця Rn у кiльце diag ((R1)n, 0), якщо iдемпотент е ко-
мутує з елементами кiльця δR.

Без обмеження загальностi можна вважати, що вiдображення Λe визначає-
ться на матричних одиницях за правилом

Λe (reij) = δ (r) eij + e1, r ∈ R,

де 1 ≤ i, j ≤ n, δ : R → R1 – кiльцевий гомоморфiзм, e1 – деякий iдемпотент
кiльця R1, який ортогональний з елементами δR.

Аналогiчно означується вiдображення Λ0 : Rn → diag ((EndL)n, 0) за прави-
лом

Λ0 (x) = g−1
[
δ (x) e+ e1

]
g, x ∈ Rn,

яке є гомоморфiзмом кiльця Rn у кiльце g−1diag ((EndL)n, 0) g ⊆ EndW , якщо
e комутує з елементами кiльця δR.

Означення 7. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Будемо казати, що кiль-
цевий гомоморфiзм Λ : Rn → EndW , n ≥ 2 допускає стандартний опис на
кiльцi Rn, якщо Λ на Rn збiгається з Λ0 i е – центральний iдемпотент кiльця
EndL.

Якщо в групових i кiльцевих означеннях гомоморфiзма Λe кiльце R1 є кiль-
цем EndL, то Λ0 (x) = g−1Λe (x) g, де x ∈ GL (n,R) або x ∈ Rn вiдповiдно.

Неважко бачити, що Λ0tij (r), r ∈ R, 1 ≤ i 6= j ≤ n задовольняють комута-
торнi формули, а Λ0tij (1)− Λ0E матричнi формули.

4. Локалiзацiя. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, S – мультиплiка-
тивно замкнута пiдмножина центра кiльця K, яка мiстить 1 i не мiстить 0, KS

– локалiзацiя K по S, ΛS : K → KS – канонiчний кiльцевий гомоморфiзм, ви-
значений за правилом ΛS (k) = ks

s
для довiльних k ∈ K i s ∈ S. Очевидно, що

ΛS (S) ⊆ K∗S.
Нехай W – ненульовий лiвий K -модуль (не обов’язково вiльний), WS – його

локалiзацiя по S, ΛS : EndW → EndWS – канонiчний гомоморфiзм, визначений
за правилом ΛS (σ)

(
w
s

)
= σ(w)

s
для довiльних σ ∈ EndW , s ∈ S, w ∈ W .

Зрозумiло, що ΛS – кiльцевий гомоморфiзм.

Означення 8. Елемент m деякого кiльця називається нiльпотентним,
якщо iснує натуральне число k таке, що mk = 0. Найменше з таких k назива-
ється ступенем нiльпотентностi елемента m. Сума одиничного i нiльпотен-
тного елемента називається унiпотентним елементом вiдповiдного ступеня.

У довiльному асоцiативному кiльцi K з 1 з нiльпотентностi елeмента 2 ви-
пливає умова оборотностi елемента 3, а з нiльпотентностi елемента 3 умова
оборотностi елемента 2.

Це слiдує з рiвностей

2n = (3− 1)n =
n∑
i=0

Ci
n3i(−1)n−i i 3n = (2 + 1)n =

n∑
i=0

Ci
n2i, де n ≥ 1.
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З умови 2 /∈ K∗ випливає, що множина S1 = {3i | i ≥ 0} не мiстить нульових
елементiв, а з умови 3 /∈ K∗ випливає, що множина S2 = {2i | i ≥ 0} не мiстить
нульових елементiв.

Елементи 2 i 3 – оборотнi в кiльцях KS1 i KS2 вiдповiдно i оскiльки вони
взаємно-простi, то ker ΛS1 ∩ ker ΛS2 = 0.

5. Нерухомi та лишковi модулi.

Означення 9. Нехай V – довiльний R-модуль над асоцiативним кiльцем
R з 1, σ –довiльний ендоморфiзм модуля V . Нерухомими та лишковими пiд-
модулями модуля V ендоморфiзма σ : V → V будемо називати пiдмодулi
R (σ) = (σ − 1)V i P (σ) = ker (σ − 1) вiдповiдно.

Очевидно, що R (σ) = {(σ − 1) v | v ∈ V } i P (σ) = {v ∈ V | σv = v}, а також
R (σ − 1) = σV i P (σ − 1) = ker σ.

Якщо σ – автоморфiзм модуля V, то iз рiвностi σ−1 − 1 = (σ − 1) (−σ−1)
випливає, що

R
(
σ−1
)

= R (σ) i P
(
σ−1
)

= P (σ) .

Безпосередньою перервiркою встановлюється, що якщо g – довiльний ендо-
морфiзм модуля V, gσ = σg, то

gR (σ) ⊆ R (σ) i gP (σ) ⊆ P (σ) .

Зокрема, якщо g – автоморфiзм модуля V, який комутує з σ, то

gR (σ) = R (σ) i gP (σ) = P (σ) .

Цей же результат також слiдує iз загальних формул

gR (σ) = R
(
gσg−1

)
i gP (σ) = P

(
gσg−1

)
,

якi iз-за рiвностi gσg−1− 1 = g (σ − 1) g−1 мають мiсце для будь-якого ендомор-
фiзма σ i будь-якого автоморфiзма g модуля V.

Якщо e2 = e – iдемпотент кiльця EndV , то має мiсце пiрсовий розклад

V = eV ⊕ (1− e)V, де v = ev + (1− e) v, v ∈ V.

З цього розкладу випливає, що

P (e) = eV = ker (1− e) = {v ∈ V | ev = v} ,

R (e) = (1− e)V = ker e = {v ∈ V | ev = 0} .
Зокрема, eR (e) = 0, (1− e)P (e) = 0.
6. Зображення ендоморфiзмiв формальними матрицями.

Лема 2. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, W – лiвий (не обов’язково вiль-
ний) K-модуль, e1, . . . , en+1 – елементи кiльця EndW , якi задовольняють рiв-
ностi eiej = δijei, 1 ≤ i, j ≤ n + 1, e = e1 + · · · + en+1, α1, . . . , αn – оборотнi
елементи кiльця EndP (e) такi, що

αiekα
−1
i =


ek+1

ek−1

ek

, якщо
k = i

k = i+ 1
k 6= i, i+ 1

,
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α2
i = e− 2ei − 2ei+1, ek(αi − e) = 0, якщо k 6= i, i+ 1, k ≤ n

елементи e (r) кiльця EndP (e) комутують з елементами e1, . . . , en+1,

e (r1 + r2) = e (r1) + e (r2) , e (r1r2) = e (r1) e (r2) , e (1) = e1

для будь-яких елементiв r, r1, r2 кiльця R.
Тодi iснують лiвi K-модулi L i P модуля P(e) i iзоморфiзм g : P (e)→ P (e)g,

P (e)g = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P , який iндукує внутрiшнiй iзоморфiзм Λg : EndP (e) →

EndP (e)g за правилом Λg (x) = gxg−1, такий, що елементи Λgei, Λgαi можна
зобразити формальними матрицями

Λgei = diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
1 0
0 0

)
, 0, . . . , 0

 ,

Λgαi = diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1, ∗

 ,

Λge (r) = diag (δ (r) , 0, . . . , 0) ,

де δ : R→ EndL кiльцевий гомоморфiзм, 1 ≤ i ≤ n.

Доведення. Оскiльки e, e1, e2, . . . , en iдемпотенти, то

P (e) = eW = e1W ⊕ · · · ⊕ en+1W = P (e1)⊕ · · · ⊕ P (en+1) .

З рiвностей 
α2e1α

−1
2 = e2

α3α2e1(α3α2)−1 = e3

. . .

(αn. . .α2) e1(αn . . . α2)−1 = en

випливає, що

P (e) = P (e1)⊕ P
(
α2e1α

−1
2

)
⊕ · · · ⊕ P

(
(α1, . . . , αn) e1(αn . . . α2)−1)⊕ P (en+1) .

Позначимо L = P (e1), P = P (en+1).Тодi

P (e) = L⊕ α2L⊕ α3α2L⊕ · · · ⊕ αn . . . α2L⊕ P.

Розглянемо iзоморфiзм модулiв g : P (e) → P (e)g, P (e)g = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P ,

який визначений за правилом

g (l1 + α2l2 + · · ·+ (αn − α2) ln + p) = l1 + · · ·+ ln + p

для всiх l1, . . . , ln ∈ L, p ∈ P i iндукований ним внутрiшнiй iзоморфiзм Λg :
EndP (e)→ EndP (e)g, де Λgσ = gσg−1 для всiх σ ∈ EndP (e).
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Будемо зображати елементи кiльця EndP (e) формальними (n+ 1)× (n+ 1)
матрицями, записуючи дiю елементiв кiльця EndP (e)g на модулi P (e)g у стов-
пчики. Як показано в [1] Λgei, Λgαi можна зобразити формальними матрицями

Λgei = diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
1 0
0 0

)
, 0, . . . , 0

,Λgαi = diag

∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
0 ∗
1 ∗

)
, ∗, . . . , ∗

.
де 0 i 1 – нуль i одиниця кiлець EndL i EndP вiдповiдно.

З рiвностей α2
i = e − 2ei − 2ei+1, ek(αi − e) = 0, якщо k 6= i, i + 1, k ≤ n

випливає, що

Λgei = diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
1 0
0 0

)
, 0, . . . , 0

 ,

Λgαi = diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1, ∗

 .

Оскiльки елементи e (r) кiльця EndP (e) комутують з e1, . . . , en+1, то

Λge (r) = diag (δ (r) , ∗, . . . , ∗) ,

де δ : R→ EndL кiльцевий гомоморфiзм, 1 ≤ i ≤ n.
З рiвностi e (r) = e (r) e (1) = e (r) e1 випливає, що

Λge (r) = diag (δ (r) , 0, . . . , 0) , δ (1) = 1.

7. Зведення загального випадку до випадкiв, коли 2 або 3 – оборо-
тнi елементи.

Теорема 1. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R),
n ≥ 2, W – лiвий K-модуль, Λ : G → GL (W ) – груповий гомоморфiзм. Гомо-
морфiзм Λ допускає стандартний опис на групi E (n,R), якщо стандартний
опис на групi E (n,R) допускають будь-якi гомоморфiзми над асоцiативними
кiльцями K з 1 в яких 2 або 3 є оборотними елементами.

Доведення. Якщо елементи 2 або 3 – оборотнi в кiльцi K, то все доведено.
Тому в подальшому будемо вважати, що елементи 2 i 3 не належать K∗ i, як
наслiдок, не є нiльпотентними в кiльцi K.

Нехай Λ : G→ GL (W ) – довiльний груповий гомоморфiзм i гомоморфiзми
Λ = ΛSΛ : G→ GL (WS) допускають стандартний опис на групi E (n,R).

Нехай ΛE = e. Неважко бачити, що e2 = e i має мiсце розклад W = P (e)⊕
R (e), де eR (e) = 0, R (e) = 0, P (e) = W .

В кiльцi Rn матрицi

ti = (tii+1 (1)− E) (E − ti+1i (−1)) , tii+1,

t (r) = (t12 (r)− E) t12,

де r ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, (n+ 1 ототожнюється з 1), задовольняють спiввiдношення
леми 1.
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Розглянемо в кiльцi EndW елементи

ei = (Λtii+1 (1)− e) (e− Λti+1i (−1)) , αi = Λtii+1,

e (r) = (Λt12 (r)− e)α1,

де r ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, (n+ 1 ототожнюється з 1).
Оскiльки в Rn мiж матрицями ei, αi, e (r) виконуються спiввiдношення леми

1, а ΛS : EndW → EndWS кiльцевий гомоморфiзм такий, що гомоморфiзм
ΛS = ΛSΛ : G → GL (W ) → GL (WS) допускає стандартний опис на групi
E (n,R), то аналогiчнi спiввiдношення до спiввiдношень леми 1 мають мiсце i
для елементiв ΛSei, ΛSαi, ΛSe (r).

Враховуючи, що ker ΛS1 ∩ ker ΛS2 = 0, отримуємо, що елементи ei, αi, e (r)
задовольняють умови леми 2.

Згiдно з лемою 2 iснують лiвi K-модулi L i P модуляW i iзоморфiзм g : W →
Wg, Wg = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸

n

⊕P , який iндукує внутрiшнiй iзоморфiзм Λg : EndW →

EndWg такий, що елементи Λgei, Λgαi можна зобразити формальними матри-
цями

Λgei=diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
1 0
0 0

)
, 0, . . . , 0

,
Λgαi=diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1, ∗

,
Λge (r) = diag (δ (r) , 0, . . . , 0) .

За умовою гомоморфiзм ΛsΛ допускає стандартний опис. Це означає, що

Λg (ΛsΛ) (t12 (r)) = Λs (e (δr)α2 + α2e (δr) + e1) ,

де δ : R→ EndLs кiльцевий гомоморфiзм.
Оскiльки kerΛs1 ∩ kerΛs2 = 0, то

ΛgΛ (t12 (r)) = e (δr)α2 + α2e (δr) + e1.

Тому
Λ (t12 (r)) = g−1 [t12 (δr) e+ t21 (−δr) (1− e) + e1] g.

де 1 ≤ i 6= j ≤ n, δ – кiльцевий гомоморфiзм, δ (1) = 1.
Спряженням елементами α1, . . . , αn доводимо, що

Λ (tij (r)) = g−1 [tij (δr) e+ tji (−δr) (1− e) + e1] g

для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ n, r ∈ R.
Тим самим доведено, що гомоморфiзм Λ = Λ0 допускає стандартний опис

на групi E (n,R).
Теорема 1 допускає узагальнення. Виявляється гомоморфiзм Λ допускає

стандартний опис на групi GL (n,R), якщо стандартний опис допускають гомо-
морфiзми групи GL (n,R) над кiльцями в яких елементи 2 або 3 є оборотними.
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Адже, як i в теоремi 1, якщо елементи 2 або 3 – оборотнi в кiльцi K, то все до-
ведено. Якщо 2 /∈ K∗ i 3 /∈ K∗ одночасно, то елементи 2 i 3 не є нiльпотентними в
кiльцi K. У цьому випадку елементи 2 i 3 – оборотнi в кiльцяхKs1 iKs2 вiдповiд-
но, де S1 = {2i | i ≥ 0} або S2 = {3i | i ≥ 0}. Оскiльки елементи 2 i 3 є взаємно-
простими числами, то гомоморфiзми Λi : G → GL (W ) → GL (Wsi), W → Wsi ,
(i = 1, 2) iндукують вкладенняW → Ws1⊕Ws2 , GL (W )→ GL (Ws1)⊗GL (Ws2).

Гомоморфiзми Λi за припущенням допускають стандартний опис на групi
GL (n,R). Тому iснують iзоморфiзми gi : Wsi → Li ⊕ · · · ⊕ Li︸ ︷︷ ︸

n

⊕Pi такi, що

Λi (x) = g−1
i

[
δl (x) ei + νl(x)−1 (1− ei) + e

′

i

]
gi,

де x ∈ GL (n,R), δl – кiльцевий гомоморфiзм i νl – кiльцевий антигомоморфiзм
кiльця Rn iндукованi кiльцевим гомоморфiзмом δi : R → EndLi i кiльцевим
антигомоморфiзмом νi : R→ EndLi вiдповiдно в кiльце (EndLi)n, 1 – одиниця
i ei – центральний iдемпотент кiльця EndLi, a e

′
i – одиниця кiльця EndPi, яка

ортогональна з елементами кiльця EndLi.
Позначимо L = L1⊕L2, P = P1⊕P 2, e = e1 + e2, e

′
= e

′
1+e

′
2, δ = δ1 + δ2, ν =

ν1 +ν2, g = g1 +g2. Можна вважати, що g – iзоморфiзмW → L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P , e –

центральний iдемпотент кiльця EndL, δ – кiльцевий гомоморфiзм R → EndL,
ν – кiльцевий антигомоморфiзм R→ EndL такi, що

Λ (x) = g−1
[
δ (x) e+ ν(x)−1 (1− e) + e

′
]
g

для всiх x ∈ GL (n,R), 1 – одиниця кiльця EndL, e′ – одиниця кiльця EndP .
Таким чином гомоморфiзм Λ допускає стандартний опис на групi GL (n,R),

якщо стандартний опис допускають гомоморфiзми групи GL (n,R) над кiльця-
ми в яких елементи 2 або 3 є оборотними.

8. Гомоморфiзми з умовою (*). З теореми 1 випливає, що, якщо гомо-
морфiзм Λ : G→ GL (W ) групи G, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R) з деякою умовою,
яка зберiгається при локалiзацiях по степенях елементiв 2 i 3, а всi гомомор-
фiзми з заданою умовою над кiльцями, в яких елементи 2 або 3 є оборотними,
допускають стандартний опис на групi E (n,R), то Λ допускає стандартний опис
на групi E (n,R).

Однiєю з таких умов на гомоморфiзм Λ може бути умова (*).

Означення 10. Будемо казати, що гомоморфiзм Λ задовольняє умову (*),
якщо для довiльного ненульового нiльпотентного елемента m ∈ EndW , m2 =
0 iснують натуральнi числа s1 i s2, якi оборотнi в K i A ∈ G такi, що ΛA =
1 + s1m i з рiвностi ΛA · ΛB = ΛB · ΛA, B ∈ G випливає, що As2B = BAs2.

Зауважимо, що коли мова йде про нiльпотентний елемент m, то передбача-
ється, що вiн iснує. Тому гомоморфiзми з умовою (*) є неодиничними.

Iзоморфiзми задовольняють умову (*), якщо покласти s1 = s2 = 1 i скори-
статися тим, що 1 +m є оборотним елементом.

Якщо в означеннi гомоморфiзма з умовою (*) ΛA комутує iз скiнченною
кiлькiстю елементiв ΛBi, Bi ∈ G, 1 ≤ i ≤ t, то iснує натуральне число s2,
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яке оборотне в K таке, що As2 комутує з B1, . . . , Bt. Аналогiчно доводиться, що
замiсть одного елемента A ∈ G можна розглядати скiнченну кiлькiсть елементiв
групи G.

Вiдмiтимо, що якщо гомоморфiзм Λ0 задовольняє умову (*), то кiльця δR i
νR спiвпадають з кiльцем EndL.

Означення 11. Будемо казати, що гомоморфiзм Λ задовольняє розширену
умову (*), якщо для довiльного ненульового нiльпотентного елемента m ∈
EndW , m2 = 0 iснують натуральнi числа s1 i s2, якi оборотнi в K i A ∈ G
такi, що ΛA = 1+s1m i з рiвностi ΛA ·ΛB = ΛB ·ΛAk, B ∈ G, k ∈ Z випливає,
що As2B = BAs2k.

Гомоморфiзм, який задовольняє розширену умову (*), при умовi, що серед
цiлих чисел k мiститься 1, задовольняє умову (*). Для цього досить покласти
k = 1.

Виявляється, що розширена умова (*) i умова (*) зберiгаються при локалi-
зацiях.

Лема 3. Якщо Λ : G→ GL (W ) задовольняє розширену умову (*), то гомо-
морфiзм Λ : G → GL (WS) також задовольняє розширену умову (*). Зокрема
гомоморфiзм Λ зберiгає умову (*).

Доведення.Нехайm – довiльний ненульовий нiльпотентний елемент кiльця
EndWS, m2 = 0. Це означає, що m 6= 0 i s0 ∈ EndW для деякого s0 ∈ S i iснує
s
′
0 ∈ S такий що s′0(s0m)2 = 0. Тодi

(
s0s

′
0m
)2

= 0. За умовою iснує матриця
A ∈ G така, що ΛA = 1 + s1m1, де m1 = s0s

′
0m, s1 ∈ S, m1 = m, ΛA = 1 + s1m1.

Якщо g ∈ G i Λg ΛA = ΛAkΛg, де k – цiле число, то iснує s′ ∈ S, що(
Λg · ΛA− ΛAkΛg

)
s
′

= 0. Тому (Λgm1 − km1Λg) s1s
′

= 0 i, як наслiдок,
ΛgΛAs1s

′
= ΛAks1s

′
Λg. Згiдно розширенiй умовi (*) iснує s2 ∈ S такий, що

gAs2 = Aks2g.
Тим самим доведено, що Λ задовольняє розширену умову (*).
В [2 – 4] доведено, що гомоморфiзми з умовою (*) при n ≥ 3 допускають

стандартний опис на групi E (n,R), якщо 2 оборотний елемент в кiльцi K i при
n ≥ 4, якщо 3 оборотний елемент в кiльцi K.

Тому довiльний гомоморфiзм з умовою (*) при n ≥ 4 допускає стандар-
тний опис на групi E (n,R) над довiльними асоцiативними кiльцями R i K з
одиницями.

Це означає, що має мiсце наступна теорема.
Теорема 2. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, E (n,R) ⊆ G ⊆ GL (n,R),

n ≥ 4, W – лiвий K-модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W ) задовольняє умову
(*). Тодi Λ допускає стандартний опис на групi E (n,R).

Зауважимо, що якщо n = 3 i 2 необоротний елемент в кiльцi K, то можуть
iснувати нестандартнi гомоморфiзми [5].

Вiдмiтимо також, що результат I.З. Голубчика [9] про iзоморфiзми матри-
чних груп GL (n,R), n ≥ 4 i GL (m,K), m ≥ 2 над асоцiативними кiльцями R
i K з одиницями випливає iз теореми 2.

Пiдкреслимо, що у випадку, коли гомоморфiзм з умовою (*) Λ є iзоморфi-
змом, то в його стандартному описi e1 = 0 i δ – iзоморфiзм кiльця R на кiльце
EndL. Зрозумiло, що не всi гомоморфiзми з умовою (*) є iзоморфiзмами.
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Можливо умову (*) можна ослабити або запропонувати iншу умову на го-
моморфiзм як це, наприклад, зроблено в [8].

9. Кiльцевi гомоморфiзми. Має мiсце

Теорема 3. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, W – лiвий K-модуль,
Λ : Rn → EndW – кiльцевий гомоморфiзм, n ≥ 2. Тодi Λ допускає стандартний
опис на кiльцi Rn.

Доведення. Нехай Λ : Rn → EndW – довiльний кiльцевий гомоморфiзм.
Нехай ΛE = e. Неважко бачити, що e2 = e i має мiсце розклад W = P (e)⊕

R (e), де eR (e) = 0 i (1− e)P (e) = 0.
Оскiльки елементи кiльця Rn комутують з E, то елементи Λ (Rn) комутують

з e. Нехай x – довiльний елемент кiльця Rn. Очевидно, що Λ (x) e = Λ (x). Тому
Λ (x)R (e) ⊆ Λ (x) eR (e) = 0, Λ (x)P (e) ⊆ P (e) для всiх x ∈ Rn.

В кiльцi Rn матрицi

ti = (tii+1 (1)− E) (E − ti+1i (−1)) , tii+1,

t (r) = (t12 (r)− E) t12,

де r ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, (n+ 1 ототожнюється з 1), задовольняють спiввiдношення
леми 1.

Оскiльки Λ : Rn → EndW кiльцевий гомоморфiзм, то спiввiдношення леми
1 в кiльцi EndP (e) задовольняють елементи

ei = Λti = (Λtii+1 (1)− e) (e− Λti+1i (−1)) , αi = Λtii+1,

e (r) = Λt (r) = (Λt12 (r)− e)α1,

де r ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, (n+ 1 ототожнюється з 1).
Це означає, що елементи ei, αi, e (r) задовольняють умову леми 2.
Згiдно з лемою 2 iснують лiвi K-модулi L i P модуля P(e) i iзоморфiзм g :

P (e)→ P (e)g, P (e)g = L⊕ · · · ⊕ L︸ ︷︷ ︸
n

⊕P , який iндукує внутрiшнiй iзоморфiзм Λg :

EndP (e) → EndP (e)g такий, що елементи Λgei, Λgαi, Λge (r) можна зобразити
формальними матрицями

Λgei=diag

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
1 0
0 0

)
, 0, . . . , 0

,

Λgαi=diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1, ∗

,
Λge (r) = diag (δ (r) , 0, . . . , 0) ,

де 1 ≤ i < n, δ : R → EndL кiльцевий гомоморфiзм, 1 – одиниця кiльця EndL.

Оскiльки Λge =diag

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0

 то P (en+1) = 0.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Вип. 38, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



74 В. М. ПЕТЕЧУК, Ю. В. ПЕТЕЧУК

З отриманого випливає, що Λ (e12) = e(1)α2

ΛgΛ (re12) = ΛgΛ (re11e12) = ΛgΛ (t (r)Λ(e12)) = Λg (e (r)α2) =

= diag

((
0 δ (r)
0 0

)
, 0, . . . , 0

)
.

Тому
Λ (re12) = g−1diag (δ (r) e12, 0) g.

Спряженням елементами α1, . . . , αn доводимо, що

Λ (reij) = g−1diag (δ (r) eij, 0) g

для всiх 1 ≤ i, j ≤ n, r ∈ R.
Це означає, що гомоморфiзм Λ допускає стандартний опис на кiльцi Rn.
10. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Задача опису

гомоморфiзмiв матричних груп та кiлець над асоцiативними кiльцями є акту-
альною, активно розвивається, має застосування в алгебраїчнiй K -теорiї, теорiї
кiлець i модулiв, теорiї зображень груп над кiльцями.

У данiй роботi розроблений метод зведення опису групових гомоморфiзмiв
матричних груп над асоцiативними кiльцями до опису гомоморфiзмiв матри-
чних груп над кiльцями з умовою, яка зберiгається при локалiзацiях за степе-
нями елементiв 2 i 3.

Показано, що для цього достатньо вмiти знаходити образи елементiв, якi є
iнварiантними вiдносно кiльцевих i контраградiєнтних гомоморфiзмiв одноча-
сно. Це дає можливiсть з єдиних позицiй описувати як груповi гомоморфiзми
матричних груп так i кiльцевi гомоморфiзми матричних кiлець над асоцiатив-
ними кiльцями з 1.

Незважаючи на досягнення в описi гомоморфiзмiв матричних груп над кiль-
цями, залишається чимало актуальних задач, якi потребують вирiшення. Однi-
єю з них є задача знаходження умов на гомоморфiзми, якi зберiгаються при
локалiзацiях.
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In the article from the same positions group homomorphisms of matrix groups and ring
homomorphisms of matrix rings over associative rings with 1 are described.

It is shown that the description of homomorphisms of matrix groups E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R), n ≥ 2 into the group of automorphisms GL (W ) of the left (optionally free)
K -module W over an arbitrary associative ring K with 1 is reduced to cases where 2 or 3
are reversible elements in the ring K. It is proved that they allow a standard description
of homomorphisms of the group of elementary transvections E (n,R), if such a descripti-
on allows homomorphisms of matrix groups over rings K, in which 2 or 3 are reversible
elements.

The ring homomorphisms are also described Λ : Rn → EndW , n ≥ 2 of the left
(optionally free) K -module W over an arbitrary associative ring K with 1. It is shown that
homomorphisms Λ allow a standard description on the ring Rn.

Keywords: associative rings with 1, group homomorphisms of matrix groups, ring homo-
morphisms of matrix rings, formal matrices, standard description.
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