
16 М. Ю. БОРТОШ

УДК 512.643.8
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2021.38(1).16–21

М. Ю. Бортош
ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
старший викладач кафедри алгебри,
канд. фiз.-мат. наук
maria.bortos@uzhnu.edu.ua
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-1648-1350

2-СПАДКОВА ЗВIДНIСТЬ ЦИКЛIЧНИХ МОНОМIАЛЬНИХ
МАТРИЦЬ IЗ ФIКСОВАНИМИ ВИЗНАЧАЛЬНИМИ

ПОСЛIДОВНОСТЯМИ НАД КОМУТАТИВНИМ ЛОКАЛЬНИМ
КIЛЬЦЕМ

Властивостi канонiчно циклiчних та ланцюгових мономiальних матриць над ко-
мутативними кiльцями вивчалися в багатьох роботах, зокрема їх звiднiсть та незвi-
днiсть, розкладнiсть i нерозкладнiсть. Вiдомi критерiї незвiдностi канонiчно циклi-
чних матриць малого порядку n над комутативним локальним кiльцем K з радикалом
R = tK 6= 0 (n < 7 для R 6= 0 i n < 5 для R2 6= 0), а також необхiдна умова незвiдно-
стi канонiчно циклiчних матриць довiльної ваги, в якiй основну роль вiдiграє зв’язок
мiж порядком та вагою матрицi. При дослiдженнi канонiчно циклiчних мономiальних
матриць порядку n розглядалися рiзнi типи звiдностi: (∗, 2)-звiднiсть, (∗, 3)-звiднiсть
та 2-спадкова звiднiсть. В роботi розглядається комутативне локальне кiльце K з не-
нульовим радикалом R = RadK i ненульовий нiльпотентний елемент t ∈ R такий,
що tm = 0, де m – степiнь нiльпотентностi елемента t. Для канонiчно циклiчних
матриць визначенi визначальнi та ваговi послiдовностi. Вивчаються достатнi умови
звiдностi канонiчно циклiчних матриць великої ваги над комутативним локальним
кiльцем K. Доведена 2-спадкова звiднiсть канонiчно (t, ∗)-циклiчних мономiальних
матриць великої ваги порядку n над комутативним локальним кiльцем у випадку, ко-
ли їх визначальнi послiдовностi мiстять в собi пiдпослiдовностi фiксованого вигляду.
Пiд пiдпослiдовнiстю послiдовностi завжди розумiється зв’язна (з точнiстю до циклi-
чної перестановки послiдовностi) пiдпослiдовнiсть. Основними методами дослiдження
є методи теорiї зображень та матричних задач, метод елементарних перетворень ма-
триць з комбiнаторними аспектами.

Ключовi слова: мономiальна матриця, канонiчно циклiчна матриця, комутативне
кiльце, визначальна послiдовнiсть, звiднiсть, спадкова звiднiсть.

1. Вступ. Матрицi малих розмiрiв та канонiчно циклiчнi матрицi над локаль-
ними кiльцями вивчалися в багатьох роботах (див., наприклад, [1]– [6]).

Нехай K — комутативне кiльце з одиницею. Пiд мономiальною матрицею
A = (aij) над K будемо розумiти матрицю порядку n (тобто, розмiру n × n), в
кожному рядку i в кожному стовпцi якої стоїть не бiльше одного ненульового
елемента.

Будь-яка циклiчна мономiальна матриця порядку n над кiльцем K пере-
ставно подiбна матрицi вигляду

A = Mt(a) =


0 . . . 0 an
a1 . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . an−1 0

 ,

де a = (a1, . . . , an−1, an). Така матриця A називається канонiчно циклiчною, а
послiдовнiсть a — її визначальною послiдовнiстю.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Вiдносно вищеприведених означень i позначень див., напр., [5].
Нехай K позначає комутативне локальне кiльце головних iдеалiв, що не є

полем. Групу оборотних елементiв кiльця K (вiдносно множення) позначатиме-
мо через K∗. Тодi єдиний максимальний iдеал (радикал) R кiльця K дорiвнює
tK 6= 0, де t визначається однозначно з точнiстю до оборотного множника, i
будь-який елемент x ∈ K має вигляд εts, де ε ∈ K∗ i s ≥ 0. Число s (яке
не залежить вiд вибору t) називаємо вагою елемента x. Якщо K — комута-
тивне локальне кiльце (не обов’язково головних iдеалiв) i t — елемент радика-
ла кiльця, то канонiчно циклiчну матрицю M з визначальною послiдовнiстю
a = (ε1t

s1 , . . . , εn−1t
sn−1 , εnt

sn) будемо називати канонiчно (t, ∗)-циклiчною.
2. Теореми про 2-спадкову звiднiсть. Канонiчно циклiчна матриця A

називається 2-спадково звiдною, якщо подiбна матрицi вигляду(
A11 A12

0 A22

)
,

де дiагональнi блоки A11 i A22 є також канонiчно циклiчними [6].
Далi вважатимемо, щоK — комутативне локальне кiльце з радикалом R 6= 0

i t — ненульовий елемент iз R такий, що tm = 0, tm−1 6= 0.
Пiд пiдпослiдовнiстю послiдовностi завжди розумiємо зв’язну (з точнiстю

до циклiчної перестановки послiдовностi) пiдпослiдовнiсть.
Введемо позначення для перетворень довiльної квадратної матрицi над кiль-

цем K. Pij(a) позначає додавання i-го рядка, помноженого на елемент a ∈ K,
до j-го рядка. Qij(a) позначає аналогiчне перетворення для стовпцiв. Через
[m

a→ s]+ позначимо перетворення подiбностi, яке полягає в тому, що спочатку
застосовується перетворення Pms(a), а потiм обернене до нього перетворення
Qsm(−a), а через [m

a→ s]− — перетворення подiбностi, яке полягає в тому, що
спочатку застосовується перетворення Qms(a), а потiм обернене до нього пере-
творення Psm(−a).

Теорема 1. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця 2-спадково звiдна над кiль-
цем K, якщо її визначальна послiдовнiсть мiстить пiдпослiдовностi (ti, tp+q, tj)
i (1), де i+ q ≥ m, j + p ≥ m.

Доведення. Застосувавши до звiдної матрицi (з канонiчно циклiчними дi-
агональними блоками)

N =



0 0 . . . 0 0 −tq 1 0 0 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
0 0 . . . 0 0 0 tp 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 tj 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0


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перетворення [r + 3
tq→ r + 2]−, маємо матрицю

N1 =



0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
0 0 . . . 0 0 tp+q tp 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 tj 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



.

Застосувавши до матрицi N1 перетворення [1
−tp→ r + 4]+, маємо матрицю

N2 =



0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
0 0 . . . 0 0 tp+q 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 tj 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



,

яка однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв може бути приведена до вигляду
M(1, α1, α2, . . . , αr, t

i, tp+q, tj, αr+1, αr+2, . . . , αs).

Теорема 2. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця 2-спадково звiдна над кiль-
цем K, якщо її визначальна послiдовнiсть мiстить пiдпослiдовностi
(ti, tu, tj, 1, tv) i (1, 1, 1), де i+ u ≥ m, j + v ≥ m.

Доведення. Якщо u = p + q i i + q ≥ m, j + p ≥ m, то звiднiсть матрицi
випливає з попередньої теореми. В iншому випадку доведення проводиться за
тiєю ж схемою, що i доведення теореми 1.

Застосувавши до звiдної матрицi (з канонiчно циклiчними дiагональними

Роздiл 1: Математика i статистика
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блоками)

N =



0 0 0 0 . . . 0 0 −tu 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tj 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 tv 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0


послiдовно перетворення [r+5

tu→ r+4]−, [1
−1→ r+6]+, [2

−tj→ r+7]+, [3
−tj→ r+8]−,

маємо матрицю

N1 =



0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
0 0 0 0 . . . 0 0 tu 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tj 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 tv 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



,

яка однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв може бути приведена до вигляду
M(1, 1, 1, α1, α2, . . . , αr, t

i, tu, tj, 1, tv, αr+1, αr+2, . . . , αs).
3. Висновки. У статтi розглядається комутативне локальне кiльце K з

ненульовим радикалом R = RadK i ненульовий нiльпотентний елемент t ∈ R
такий, що tm = 0, де m – степiнь нiльпотентностi елемента t. Вивчаються до-
статнi умови звiдностi канонiчно циклiчних матриць великої ваги над комута-
тивним локальним кiльцем K. Доведена 2-спадкова звiднiсть канонiчно (t, ∗)-
циклiчних мономiальних матриць великої ваги порядку n над комутативним

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Вип. 38, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)
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локальним кiльцем у випадку, коли їх визначальнi послiдовностi мiстять в собi
пiдпослiдовностi фiксованого вигляду.
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Bortos M. Yu. 2-Hereditary reducibility of cyclic monomial matrices with fixed
determining sequences over a commutative local ring.

Properties of canonically cyclic monomial matrices over commutative rings were studied
in many works, in particular, their reducibility and irreducibility, properties of decompos-
able and indecomposable matrices. The criterion of the irreducibility of canonically cyclic
small-order matrices over a commutative local ring K with the radical R = tK 6= 0 (n < 7
for R 6= 0 and n < 5 for R2 6= 0) is known, as well as the necessary condition for the irre-
ducibility of canonically cyclic matrices of arbitrary weight in which a relation between the
order and weight of the matrix plays a major role. In the study of canonically cyclic matri-
ces we considered various types of the reducibilities: (∗, 2)-reducibility, (∗, 3)-reducibility
and 2-hereditary reducibility. In the paper we consider a commutative local ring with the
radical R = tK 6= 0 and nilpotent element t ∈ R such that tm = 0, where m is the de-
gree of nilpotency of the element t. For the canonically cyclic matrices the determining
and weight sequences are defined. We study sufficient conditions for the reducibility of
canonically cyclic matrices of larger weight over a commutative local ring K. It is proved
the 2-hereditary reducibility of canonically (t, ∗)-cyclic monomial matrices of order n over
a commutative local ring in the case when their defining sequences contain subsequences
of a fixed form. The subsequence of the determining sequence is a connected (according
to cyclic rearrangement of the sequences) subsequence. The main methods of research are
methods of the theory of images and the method of elementary transformations of matrices
with combinatorial aspects.

Keywords: monomial matrix, canonically cyclic matrix, commutative ring, determining
sequence, reducibility, hereditary reducibility.
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