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ПРО АЛГЕБРУ АУСЛЕНДЕРА НАПIВГРУПИ, ПОРОДЖЕНОЇ
ДВОМА АНУЛЬОВНИМИ 2-НIЛЬПОТЕНТНИМ I

2-ПОТЕНТНИМ ЕЛЕМЕНТАМИ

Напiвгрупи третього порядку вперше описав у 1953 р. Т. Тамура, а згодом, у 1955 р.
(за допомогою комп’ютерної програми) Г. Е. Форсайт. В обох випадках опис отрима-
но в термiнах таблиць Келi з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму. Iснує 18
рiзних напiвгруп третього порядку (напiвгрупи S i T називаються антиiзоморфними,
якщо напiвгрупа S iзоморфна напiвгрупi T op, дуальнiй до напiвгрупи T ). Мiнiмальнi
системи твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiдношення для всiх таких напiвгруп
побудованi в працях В. М. Бондаренка i Я. В. Зацiхи. Зокрема, для комутативних
напiвгруп вони такi (в круглих дужках вказано всi елементи напiвгрупи, а в кутових
дужках вказано мiнiмальну систему твiрних; тривiальнi визначальнi спiввiдношення
для одиничного i нульового твiрних e i 0, якщо вони є, не виписуються):

1) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;

3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

4) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;

5) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

6) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

7) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

8) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

9) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

10) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

11) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

12) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e.

Вони ж описали зображувальний тип напiвгруп третього порядку над полем i вка-
зали канонiчну форму матричних зображень для напiвгруп скiнченного зображуваль-
ного типу (тобто таких, якi мають, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число не-
розкладних зображень). Автор, разом з В. М. Бондаренком, описали зображувальний
тип стандартних наднапiвгруп напiвгрупи, породженої двома взаємно анульовними 2-
нiльпотентним i 2-потентним елементами. У цiй статтi для єдиної такої (з точнiстю до
iзоморфiзму та антиiзоморфiзму) наднапiвгрупи скiнченного зображувального типу
описана їхня матрична алгебра Ауслендера як одна iз форм задання категорiї зобра-
жень.

Ключовi слова: поле, напiвгрупа i наднапiвгрупа, антиiзоморфiзм, визначальнi спiв-
вiдношення, матричнi зображення, зображувальний тип, канонiчна форма, алгебра
Ауслендера.
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1. Вступ. Згiдно з [1, Теорема 1] всi напiвгрупи третього порядку є ручними
(означення ручних та диких матричних задач приведено в роботi Ю. А. Дроз-
да [2]). Серед них, якщо не розглядати нi циклiчнi напiвгрупи, нi циклiчнi з
приєднаним одиничним чи нульовим елементом, є лише три комутативних на-
пiвгрупи скiнченного зображувального типу над довiльним полем K (тобто ма-
ють, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число нерозкладних зображень).
Однiєю iз таких напiвгруп є напiвгрупа, породжена двома взаємно анульовни-
ми 2-нiльпотентним i 2-потентним (iдемпотентним) елементами, матричнi зо-
браження якої вивчалися в роботi [1], а матричнi зображення її стандартних
(пов’язаних iз визначальними спiввiдношеннями вiдносно мiнiмальної системи
твiрних) наднапiвгруп – в роботi [3].

Ця робота присвячена опису алгебр Ауслендера для наднапiвгруп скiнчен-
ного зображувального типу.

2. Попереднi вiдомостi. Розглянемо напiвгрупу S, породжену двома вза-
ємно анульовними 2-нiльпотентним i 2-потентним елементами, тобто напiвгрупу
з елементами 0, b, c, (мiнiмальною) системою твiрних b, c i визначальними спiв-
вiдношеннями b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = 0, якi в подальшому позначимо
вiдповiдно через (b), (c), (bc), (cb).

Введемо такi напiвгрупи:

S(b) := S \ (b) := (0, b, c) = 〈b, c〉: c2 = c, bc = 0, cb = 0;

S(c) := S \ (c) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, bc = 0, cb = 0;

S(bc) := S \ (bc) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, cb = 0;

S(cb) := S \ (cb) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0.

Покладемо

S(x,y) := S \ {(x), (y)} для x, y ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x 6= y;

S(x,y,z) := S \{(x), (y), (z)} для x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x 6= y, x 6= z, y 6= z.

Очевидно, що при перестановцi x, y, z напiвгрупи S(x,y) i S(x,y,z) не змiнюю-
ться. Введенi таким чином напiвгрупи для напiвгрупи S мають фактор-напiв-
групу, iзоморфну S, тобто є наднапiвгрупами напiвгрупи S.

В роботi [3] доведена наступна теорема.

Теорема 1. Для довiльного поля K мають мiсце наступнi твердження.

1) S(x) — напiвгрупа скiнченного зображувального типу для
x ∈ {(bc), (cb)};

2) S(x) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
x ∈ {(b), (c)};

3) S(x,y) — ручна напiвгрупа нескiнченного зображувального типу для
x, y ∈ {(b), (c)} або x, y ∈ {(bc), (cb)};

4) S(x,y) — дика напiвгрупа для x ∈ {(b), (c)}, y ∈ {(bc), (cb)} або
x ∈ {(bc), (cb)}, y ∈ {(b), (c)};

5) S(x,y,z) — дика напiвгрупа для довiльних x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}.

Враховуючи, що S(cb)op = S(bc), де S(cb)op — дуальна до S(cb) напiвгрупа (з
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операцiєю множення x ◦ y = yx), матричнi зображення якої отримуються iз
матричних зображень S(cb) транспонуванням всiх матриць, по сутi маємо ли-
ше одну наднапiвгрупу скiнченного зображувального типу – S(cb). В роботi [3]
отримана канонiчна форма її матричних зображень.

Теорема 2. Канонiчна форма для матричних зображень напiвгрупи
N = S(cb) := (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0 така:

B =



0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

C =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Тут через B,C позначається вiдповiдно матриця зображення, що вiдповiдає
твiрному елементу b, c. E позначає одиничну матрицю будь-якого розмiру n×n
(n ≥ 0).

Зауважимо, що матриця зображення, яка вiдповiдає нульовому елементу
напiвгрупи, завжди вважається нульовою.

3. Формулювання основного результату. Як i ранiше, всi зображення
розглядаються над полем K. Алгеброю Ауслендера алгебри скiнченного зобра-
жувального типу називається алгебра ендоморфiзмiв прямої суми всiх нероз-
кладних зображень (по одному представнику iз кожного класу еквiвалентностi).
Якщо зображення розглядати в матричному виглядi, то i алгебра Аусленде-
ра буде реалiзовуватись в матричному виглядi i в цьому випадку її природно
називати матричною алгеброю Ауслендера. Зауважимо, що матрична алгебра
Ауслендера не залежить вiд вибору представникiв у класах еквiвалентностi у
тому сенсi, що всi отриманi таким чином алгебри будуть спряженi як пiдалгебри
повної матричної алгебри вiдповiдного порядку, а отже, i iзоморфними.

Нагадаємо, що алгебра ендоморфiзмiв матричного зображення T деякої на-
пiвгрупи S — це множина всiх матриць X таких, що T (x)X = XT (x) для будь-
якого x ∈ T . Зрозумiло, що коли напiвгрупа задається твiрними i визначальни-
ми спiввiдношеннями, то рiвностi T (x)X = XT (x) достатньо розглядати лише
для твiрних елементiв.
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Теорема 3. Матрична алгебра Ауслендера A(N) напiвгрупи N над полем
K складається з усiх матриць вигляду

X =



x11 x12 x13 0 0 0 0 0 0
0 x22 x23 0 0 0 0 0 0
0 0 x33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x22 0 x46 x47 x48 x49

0 0 0 x54 x55 x56 x57 x58 x59

0 0 0 0 0 x22 0 0 0
0 0 0 0 0 x54 x55 0 0
0 0 0 0 0 x12 0 x11 0
0 0 0 0 0 x96 x97 x98 x99


,

де xij — елементи поля K.

4. Доведення теореми 3. Розглянемо матричне зображення напiвгрупи
N , яке є канонiчним з одиничними клiтинами порядку 1 (див. теорему 2):

B0 =



0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

C0 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Це зображення переставно подiбне прямiй сумi зображень

1) B1 = (0), C1 = (1);

2) B2 = (0), C2 = (0);

3) B3 =

(
0 1
0 0

)
, C3 =

(
1 0
0 0

)
;

4) B4 =

(
0 1
0 0

)
, C4 =

(
0 0
0 0

)
;
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5) B5 =

 0 0 1
0 0 1
0 0 0

 , C5 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

,

кожне з яких є, очевидно, нерозкладне.
Оскiльки довiльне зображення, що має канонiчний вигляд, не мiстить iнших

прямих нерозкладних доданкiв, окрiм 1)–5) (бо при наявностi клiтини E поряд-
ку s > 1 воно еквiвалентне прямiй сумi двох канонiчних зображень меншої роз-
мiрностi), то матрична алгебра Ауслендера задається рiвностями B0X = XB0,
C0X = XC0 як рiвняннями вiдносно матрицi X = (xij), 1 ≤ i, j ≤ 5.

Легко обчислити, що рiвнiсть C0X = XC0 еквiвалентна рiвностям xij = 0
для i = 1, 2, 3, j = 4, 5, 6, 7, 8, 9 i для i = 4, 5, 6, 7, 8, 9, j = 1, 2, 3 (див., напр., [4,
VIII, §2]).

Розглянемо тепер рiвнiсть B0X = XB0. Маємо:

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0





x11 x12 x13 0 0 0 0 0 0
x21 x22 x23 0 0 0 0 0 0
x31 x32 x33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x44 x45 x46 x47 x48 x49

0 0 0 x54 x55 x56 x57 x58 x59

0 0 0 x64 x65 x66 x67 x68 x69

0 0 0 x74 x75 x76 x77 x78 x79

0 0 0 x84 x85 x86 x87 x88 x89

0 0 0 x94 x95 x96 x97 x98 x99


=

=



x11 x12 x13 0 0 0 0 0 0
x21 x22 x23 0 0 0 0 0 0
x31 x32 x33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x44 x45 x46 x47 x48 x49

0 0 0 x54 x55 x56 x57 x58 x59

0 0 0 x64 x65 x66 x67 x68 x69

0 0 0 x74 x75 x76 x77 x78 x79

0 0 0 x84 x85 x86 x87 x88 x89

0 0 0 x94 x95 x96 x97 x98 x99





0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

тобто

0 0 0 x84 x85 x86 x87 x88 x89

0 0 0 x64 x65 x66 x67 x68 x69

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x64 x65 x66 x67 x68 x69

0 0 0 x74 x75 x76 x77 x78 x79

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


=



0 0 0 0 0 x12 0 x11 0
0 0 0 0 0 x22 0 x21 0
0 0 0 0 0 x32 0 x31 0
0 0 0 0 0 x44 x45 0 0
0 0 0 0 0 x54 x55 0 0
0 0 0 0 0 x64 x65 0 0
0 0 0 0 0 x74 x75 0 0
0 0 0 0 0 x84 x85 0 0
0 0 0 0 0 x94 x95 0 0


.
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Звiдси маємо, що

X =



x11 x12 x13 0 0 0 0 0 0
0 x22 x23 0 0 0 0 0 0
0 0 x33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 x22 0 x46 x47 x48 x49

0 0 0 x54 x55 x56 x57 x58 x59

0 0 0 0 0 x22 0 0 0
0 0 0 0 0 x54 x55 0 0
0 0 0 0 0 x12 0 x11 0
0 0 0 0 0 x96 x97 x98 x99


.

Теорема 3 доведена.
5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi розгля-

даються матричнi зображення наднапiвгруп спецiального вигляду напiвгрупи
третього порядку, яка породжена двома взаємно анульовними 2-нiльпотентним
i 2-потентним (iдемпотентним) елементами. Описано явний вигляд алгебри Ау-
слендера для наднапiвгруп скiнченного зображувального типу цiєї напiвгрупи.

Отриманi результати (разом з вiдповiдними методами дослiджень) знайдуть
застосування при вивченнi зображень iнших напiвгруп.
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Zubaruk O. V. On the Auslander algebra of a semigroup generated by two anni-
hilating 2-nilpotent and 2-potent elements.

Semigroups of the third order were first described in 1953 by T. Tamura, and later,
in 1955 (with the help of a computer program) by G. E. Forsythe. In both cases, the
description is obtained in terms of Kelly tables, up to isomorphism and antiisomorphism.
There are 18 different semigroups of the third order (semigroups S and T are called anti-
isomorphic if the semigroup S is isomorphic to the semigroup T op dual to the semigroup
T ). The minimal systems of generators and the corresponding defining relations for all
such semigroups are constructed in the works of V. M. Bondarenko and Ya. V. Zaciha. In
particular, for commutative semigroups they are as follows (all elements of the semigroup
are indicated in parentheses, and the minimal system of generators is indicated in angle
brackets; trivial defining relations for unit and zero generators e and 0, if any, are not
written):

1) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;

3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

4) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;
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5) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

6) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

7) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

8) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

9) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

10) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

11) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

12) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e.

They also described the representation type of third-order semigroups above a field and
indicated the canonical form of matrix representations for semigroups of finite representa-
tion type (i.e., those that have, up to equivalence, a finite number of indecomposable rep-
resentations). The author, together with V. M. Bondarenko, described the representation
type of standard oversemigroups of the semigroup generated by two mutually annihilating
2-nilpotent and 2-potent elements. In this paper, for a single such (up to isomorphism
and antiisomorphism) oversemigroup of finite representation type, their Auslander matrix
algebra is described as one of the forms of specifying the category of representations.

Keywords: field, semigroup and oversemigroup, antiisomorphism, defining relations, ma-
trix representations, representation type, canonical form, Auslander algebra.
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