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ДОСЛIДЖЕННЯ ЗАДАЧI З НЕЛОКАЛЬНОЮ УМОВОЮ А.М.
НАХУШЕВА ДЛЯ ДИФРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

ПОШИРЕННЯ ВОЛОГИ

У роботi узагальнюються результати ранiше вiдомих наукових публiкацiй по до-
слiдженню та наближеному iнтегруванню нелiнiйного ДРЧП поширення вологи у по-
ристих середовищах.

У статтi дослiджується крайова задача з нелокальною умовою А.М. Нахушева для
диференцiального рiвняння поширення вологи. Побудовано одну модифiкацiю дво-
стороннього методу для наближеного розв’язання еквiвалентного до крайової задачi
iнтегро-диференцiального рiвняння. Визначено функцiї порiвняння до крайової зада-
чi. Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку розглядуваної задачi.

Доведено рiвномiрну збiжнiсть побудованих послiдовностей до єдиного роз’язку
розглядуваної задачi та виконання диференцiальних нерiвностей.

Ключовi слова: умова А.М. Нахушева, диференцiальнi рiвняння в частиних похi-
дних, iнтегро-диференцiальнi рiвняння, функцiї порiвняння, модифiкацiя двосторо-
нього методу.

1. Вступ. Як показано у роботах [1, 2] процеси фiльтрацiї рiдини в сере-
довищах з подвiйною пористiстю, передачi тепла в гетерогенному середовищi,
переносу вологи в грунтах описуються диференцiальними рiвняннями в частин-
них похiдних (ДРЧП) вигляду

m(t, x)D(1.2)U(t, x) + α(t, x)D(1.1)U(t, x) + d(t, x)D(1.0)U(t, x)+

+η(t, x)D(0.2)U(t, x) + a(t, x)D(0.1)U(t, x) + b(t, x)U(t, x) = g(t, x).
(1)

Питанням iснування та єдиностi розв’язку рiвняння (1) при рiзних вихiдних
даних присвяченi роботи [3, 4].

У випадку нелiнiйного ДРЧП третього порядку з нелокальними крайови-
ми умовами у роботi [5, 6] будується одна модифiкацiя двосторонього методу
дослiдження та наближеного розв’язання розглядуваної задачi.

У данiй статтi узагальнюються результати, одержанi у роботах [3–6].
2. Постановка задачi та допомiжнi твердження i означення. Нехай

у просторi функцiй C∗(D) := C(1.2)(D)∩C(D), D = {(t, x) | t ∈ (0, b), x ∈ (0, a)}
потрiбно знайти розв’язок нелiнiйного ДРЧП вигляду

D(1.2)U(t, x) + a1(t, x)D(0.2)U(t, x) + a2(t, x)D(1.1)U(t, x) =

= f(t, x, U(t, x)D(0.1)U(t, x)) := f [U(t, x)],
(2)
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56 О. I. КОГУТИЧ

який задовольняє крайовi умови

U(a, x) = T (x), x ∈ [0, a], D(0.1)U(t, a) = ψ(t), t ≥ 0,
a∫

x0

D(1.0)U(t, ξ)dξ = ω(t), t ∈ [0, b], 0 ≤ x0 ≤ x ≤ a,
(3)

де D(κ)U(t, x) : D → Dκ ⊂ R, κ = (κ1, κ2), f : B → R, B = D ×
∏
κ1,κ2

Dκ ⊂ R4,

κ1 = 0, κ2 = 0, 1.
Надалi будемо вважати, що T (x) ∈ C2[0, a], ψ(t) ∈ C1[0, b], a1(t, x) ∈ C(0.1)(D),

ω(t) ∈ C[0, b] i виконується умова узгодженностi

T ′(a) = ψ(0), (4)

a права частина рiвняння (2) f [U(t, x)] ∈ C(B).
Справедлива наступна

Лема 1. Якщо функцiя f [U(t, x)] ∈ C(B), T (x) ∈ C2[0, a], ψ(x) ∈ C1[0, b],
a1(t, x) ∈ C(0.1)(D), ω(t) ∈ C[0, b], то крайова задача (2)-(4) та iнтегро-диферен-
цiальне рiвняння вигляду

U(t, x) =

t∫
0

LF [U(η, ζ)]− 1

a− x0

a∫
x0

LF [U(η, ζ)]dx

 dη +Ω(t, x), (5)

де

Ω(t, x) :=
1

a− x0


t∫

0

ω(η)dη +

a∫
x0

[T (x)− Φ(t, x)]dx

+ Φ(t, x),

Φ(t, x) :=

x∫
0

T ′(ξ)exp

 t∫
0

a1(η, ξ)dη

 dξ+

+

x∫
a

t∫
0

[a1(η, a)ψ(η) + ψ′(η)]K(ξ, t; a, η)dηdξ,

K(x, t; ξ, η) := exp

 ξ∫
x

a2(η, τ)dτ +

η∫
t

a1(τ, x)dτ

 ,

F [U(t, x)] := f [U(t, x)] + [D(0.1)a1(t, x) + a1(t, x)a2(t, x)]D(0.1)U(t, x),

LF [U(η, ζ)] :=

a∫
x

a∫
ξ

K(ξ, t; ζ, η)F [U(η, ζ)]dζdξ

є еквiвалентними.

Неважко переконатись, що функцiя Ω(t, x) задовiльняє усi крайовi умови
(3) i Ω(t, x) ∈ C(2.1)(D) ∩ C(1.1)(D), а отже поклавши U(t, x) := U(t, x)− Ω(t, x)
ми зводимо крайовi умови (3) до однорiдних, тому не зменшуючи загальностi
подальших мiркувань будемо вважати, що T (x) = ψ(t) = ω(t) = 0.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Означення 1. Будемо говорити, що функцiя F [U(t, x)] ∈ C3(B), якщо вона
задовольняє наступнi умови:
1) F [U(t, x)] ∈ C(B);
2) у просторi функцiй C(B1), B1 ∈ R6, ΠpxOtB1 = D, iснуює така функцiя

H
(
t, x, U(t, x), D(0.1)U(t, x);V (t, x), D(0.1)V (t, x)

)
:=

= H[U(t, x);V (t, x)], що

(а) для довiльної з простору C(1.2)
1 (D) := C(1.2)(D)∩C(0,1)(D) пари функцiй

U(t, x), V (t, x) ∈ B1 якi задовольняють умови

D(0.κ2)[U(t, x)− V (t, x)] ≥ (≤)0, κ2 = 0(κ2 = 1), (t, x) ∈ D,

в областi B1 виконуються нерiвнiсть

H[U(t, x);V (t, x)] ≥ H[V (t, x);U(t, x)], (6)

(б) H[U(t, x);U(t, x)] ≡ F [U(t, x)];

3) функцiя H[U(t, x);V (t, x)] задовольняє умову Лiпшиця, тобто для всяких
з простору C

(1.2)
1 (D) функцiй Ur(t, x), Vr(t, x) ∈ B1, r = 1, 2, виконується

умова
|H[U1(t, x);U2(t, x)]−H[V1(t, x);V2(t, x)]| ≤

≤ L
2∑
r=1

(
|Wr(t, x)|+

∣∣D(0.1)Wr(t, x)
∣∣) ,

де Wr(t, x) = Ur(t, x)− Vr(t, x), r = 1, 2, L—стала Лiпшиця.

Очевидно, якщо функцiя F [U(t, x)] ∈ C(B) i має обмеженi частиннi похi-
днi першого порядку по всiм своїм аргументам, розпочинаючи iз третього, то
F [U(t, x)] ∈ C3(B). Зворотнє твердження не справедливе.

3. Побудова методу наближеного розв’язання iнтегро-диференцiаль-
ного рiвняння (5). Введемо позначення:

T1F [U(η, ζ)] :=

t∫
0

LF [U(η, ζ)]dη,

T2F [U(η, ζ)] :=
−1

a− x0

t∫
0

a∫
x0

LF [U(η, ζ)]dxdη,

H[Zp(t, x);Vp(t, x)] := fp(t, x), H[Vp(t, x);Zp(t, x)] := fp(t, x),

αp(t, x) := Zp(t, x)− T1f
p(η, ζ)− T2fp(η, ζ),

βp(t, x) := Vp(t, x)− T1fp(η, ζ)− T2f
p(η, ζ),

(7)

Rp(t, x) := T1f
p(η, ζ) + T2fp(η, ζ),

Rp(t, x) := T1fp(η, ζ) + T2f
p(η, ζ).

Побудуємо послiдовностi функцiй {Zp(t, x)}, {Vp(t, x)} згiдно формул

Zp+1(t, x) = Rp(t, x), Vp+1(t, x) = Rp(t, x), (8)
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де за нульове наближення Z0(t, x), V0(t, x) ∈ B1 вибираємо довiльнi з простору
C(1.1)(D) функцiї, якi задовольняють умови

D(0,κ2)W0(t, x) ≥ (≤)0, D(0,κ2)α0(t, x) ≥ (≤)0,

D(0,κ2)β0(t, x) ≤ (≥)0, κ2 = 0(κ2 = 1), (t, x) ∈ D.
(9)

Означення 2. Довiльнi iз простору C(1.1)(D) функцiї Z0(t, x), V0(t, x), якi в
областi B1 задовольняють нерiвностi (9), називаються функцiями порiвняння
крайової задачi (2), (3).

Iз (7), (8) маємо:

Wp+1(t, x) = Rp(t, x)−Rp(t, x) = (T1 − T2)(fp(η, ζ)− fp(η, ζ)), (10)

Zp(t, x)− Zp+1(t, x) = αp(t, x),

Vp(t, x)− Vp+1(t, x) = βp(t, x),
(11)

αp+1(t, x) = T1[fp(η, ζ)− fp+1(η, ζ)] + T2[fp(η, ζ)− fp+1(η, ζ)],

βp+1(t, x) = T1[fp(η, ζ)− fp+1(η, ζ)] + T2[fp(η, ζ)− fp+1(η, ζ)].
(12)

Iз (10)—(12), враховуючи нерiвностi (6), (9), при p = 0 маємо

D(0.κ2)W1(t, x) ≥ (≤)0, D(0,κ2)[Z0(t, x)− Z1(t, x)] ≥ (≤)0,

D(0.κ2)[V0(t, x)− V1(t, x)] ≤ (≥)0, D(0,κ2)α1(t, x) ≥ (≤)0,

D(0,κ2)β1(t, x) ≤ (≥)0, κ2 = 0(κ2 = 1), (t, x) ∈ D,

тобто мають мiсце нерiвностi

D(0.κ2)V0(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)V1(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Z1(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Z0(t, x),

а отже, якщоD(0.κ2)Z0(t, x), D(0.κ2)V0(t, x) ∈ B1, то iD(0.κ2)Z1(t, x),D(0.κ2)V1(t, x) ∈
B1. Методом математичної iндукцiї переконуємось у справедливостi в областi
B1 наступних нерiвностей

D(0.κ2)Vp(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Vp+1(t, x) ≤ (≥)

≤ (≥)D(0.κ2)Zp+1(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Zp(t, x)
(13)

для ∀p ∈ N, κ2 = 0 (κ2 = 1), (t, x) ∈ D.
Покажемо, що послiдовностi функцiй

{
D(0.κ2)Zp(t, x)

}
,
{
D(0.κ2)Vp(t, x)

}
побу-

дованi згiдно алгоритму (8), (9) збiгаються рiвномiрно при (t, x) ∈ D до єдиного
розв’язку рiвняння (5).

Дiйсно, нехай

max
D×D

K(x, t; ξ, η) ≤ 0, 25K,

max{sup
D

|W0(t, x)| , sup
D

∣∣D(0.1)W0(t, x)
∣∣} ≤ d.

Тодi методом математичної iндукцiї iз (10) одержимо оцiнки

Роздiл 1: Математика i статистика
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∣∣D(0,κ2)Wp(t, x)
∣∣ ≤ (KLqt)p

p!
d, (14)

де q = max
{
a, 2

3
(a− x0)2

}
, κ2 = 0, 1, (t, x) ∈ D.

Але тодi на пiдставi оцiнок (14) маємо

lim
p→∞

D(0,κ2)Wp(t, x) = 0,

тобто

lim
p→∞

D(0,κ2)Zp(t, x) = lim
p→∞

D(0,κ2)Vp(t, x) := D(0,κ2)U(t, x).

Щоб показати, що гранична функцiя U(t, x) є розв’язком iнтегро-диференцi-
ального рiвняння (5), достатньо у (8) перейти до границi, коли p→∞.

Має мiсце наступна

Теорема 1. Нехай права частина ДРЧП (2) f [U(t, x)] ∈ C3(B) та iснують
функцiї порiвняння задачi (2)-(4).

Тодi послiдовностi функцiй {Zp(t, x)}, {Vp(t, x)}, побудованi згiдно (8), (9):
1) збiгаються рiвномiрно до єдиного регулярного розв’язку U(t, x) ∈ C∗(D)

крайвої задачi (2)—(4),
2) мають мiсце оцiнки (14),
3) при (t, x) ∈ D справедливi нерiвностi

D(0.κ2)Vp(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Vp+1(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)U(t, x) ≤ (≥)

≤ (≥)D(0.κ2)Zp+1(t, x) ≤ (≥)D(0.κ2)Zp(t, x),
(15)

для ∀p ∈ N, κ2 = 0 (κ2 = 1).
Доведення. Для повного доведення теореми залишилося довести справе-

дливiсть нерiвностей (15). Припустимо супротивне, нехай у деякiй точцi (t1, x1) ∈
D для деякого p ∈ N наприклад U(t1, x1) > Zp(t1, x1). Тодi згiдно (13) для всяко-
го n ∈ N Zp+n(t1, x1) ≤ Zp(t1, x1) < U(t1, x1). Але тодi послiдовнiсть Zp+n(t1, x1)
при n→∞ не збiгається у данiй точцi до розв’язку рiвняння (5), що суперечить
доведеному вище. Аналогiчно доводиться всi iншi нерiвностi в (15).

Єдинiсть розв’язку рiвняння (5) доводиться методом вiд супротивного.

Зауваження 1. Функцiї Zp(t, x), та Vp(t, x), задовольняють першi двi кра-
йовi умови в (3), а

a∫
x0

D(1.0)Zp(t, ξ)dξ = −
a∫

x0

D(1.0)Vp(t, ξ)dξ,

а тому за p-ве наближення береться функцiя Up(t, x) = 1
2
[Zp(t, x) + Vp(t, x)].

4. Висновки. Побудовано модифiкацiю двостороннього методу дослiджен-
ня задачi з нелокальною умовою А.М. Нахушева для дифренцiального рiвнян-
ня поширення вологи. Встановлено умови iснування i єдиностi розв’язку задачi
(2)-(4). Доведено збiжнiсть побудованого iтерацiйного процесу.
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Kohutych O. I. Investigation of the problem with the non-local condition A.M.
Nakhushev for the differential equation of moisture distribution.

The paper summarizes the results of previously known scientific publications on the
study and approximate integration of nonlinear PDE for moisture distribution in a porous
environment.

In the article researching the boundary value problem with non-local condition A.M.
Nakhusheva for the differential equation of moisture distribution.

One modification of the two-side method is constructed for the approximate solution
equivalent to the boundary value problem of the integral-differential equation. The compar-
ison functions for the boundary value problem are determined. The conditions of existence
and uniqueness of the solution to the investigated problem are established.

The uniform convergence of the constructed sequences to a single solution of the con-
sidered problem and fulfillment of differential inequalities is proved.

Keywords: condition’s A.M. Nakhusheva, differential equations in parts of derivatives,
integrodifferential equations, comparison functions, modification of the two-way method.
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