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ОЦIНКА ШВИДКОСТI ЗБIЖНОСТI В ЦЕНТРАЛЬНIЙ
ГРАНИЧНIЙ ТЕОРЕМI ДЛЯ ПОСЛIДОВНОСТI СЕРIЙ

Граничнi теореми теорiї ймовiрностей мають широке застосування у рiзних галу-
зях науки i виробництва. Адже вони вивчають властивостi рiзних випадкових вели-
чин, що формуються пiд впливом значної кiлькостi випадкових чинникiв, кожен з
яких, в свою чергу, має незначний вплив на кiнцевий результат, але сумарний вплив
цих чинникiв є суттєвим. Задачi, якi розв’язуються в межах цiєї галузi, можна умов-
но роздiлити на два типи. Першi дослiджують сам факт збiжностi суми випадкових
доданкiв, а другi вивчають швидкiсть цiєї збiжностi. Дана робота присвячена якраз
другому питанню. Оцiнками швидкостi збiжностi у граничних теоремах займалося
чимало дослiдникiв. Щоправда, до середини минулого столiття цi оцiнки формулюва-
лися в термiнах абсолютних моментiв, що мало принаймнi два недолiки. Насамперед,
iснування абсолютних моментiв є досить жорсткою умовою, що суттєво звужує коло
випадкових величин, до яких можна застосувати данi оцiнки. I по-друге, оцiнки, що
виражаються через абсолютнi моменти, не враховують близькостi розподiлiв доданкiв
до граничного. Незважаючи на це, iснує велика кiлькiсть оцiнок, починаючи з нерiвно-
стi Беррi – Ессеена i закiнчуючи дослiдженнями сучасних вчених, що використовують
саме абсолютнi моменти. Способом, що дозволив уникнути обох недолiкiв оцiнок, ста-
ло використання псевдомоментiв. Псевдомомент – це числова характеристика, яка за
своєю структурою виражається через рiзницю функцiй розподiлу дослiджуваної та
граничної випадкових величин. Тому у випадку рiвностi цих розподiлiв псевдомомент
рiвний нулю, що дозволяє здiйснити бiльш точну оцiнку. Структура цих характери-
стик може бути дуже рiзноманiтною, що дозволяє використати псевдомомент такого
вигляду, який зручний саме для даної конкретної задачi. У статтi використано хара-
ктеристики, аналогiчнi до тих, що введенi В. М. Золотарьовим. З їх допомогою ви-
вчається швидкiсть збiжностi розподiлiв сум незалежних випадкових величин до нор-
мального закону в схемi серiй. Обмеження, якi при цьому накладаються на випадковi
доданки, є не надто суворими – вимагається рiвнiсть нулю математичного сподiвання
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i скiнченнiсть дисперсiй кожного доданка. Натомiсть одержано оцiнки швидкостi збi-
жностi, що виражаються через псевдомоменти рiзного виду. Також у роботi отримано
оцiнки для характеристичних функцiй, якi теж виражаються через вказанi характе-
ристики. Вони необхiднi для доведення основних результатiв, але мають i самостiйне
значення.

Ключовi слова: центральна гранична теорема, оцiнка швидкостi збiжностi, послi-
довнiсть серiй випадкових величин.

1. Вступ. Серед граничних теорем для розподiлiв сум випадкових величин
особливе мiсце займають теореми, у яких iде мова про точнiсть наближення
розподiлiв сум граничним розподiлом. У центральнiй граничнiй теоремi такими
результатами є вiдомi нерiвностi Ессеена i Беррi-Ессеена. Цi оцiнки не врахову-
ють фактора близькостi розподiлiв доданкiв у сумах до вiдповiдних компонент
граничного розподiлу. Наприклад, якщо доданки мають нормальний розподiл,
то лiва частина нерiвностi Беррi-Ессеена рiвна нулю, а права вiдмiнна вiд ну-
ля, бо виражається через абсолютнi моменти. Цей недолiк усувається вико-
ристанням характеристик, якi називають псевдомоментами. Вони враховують
близькiсть розподiлiв доданкiв у сумах до вiдповiдних компонент граничного
розподiлу. В оцiнках швидкостi збiжностi у граничних теоремах використовую-
ться псевдомоменти рiзного вигляду. У даний час iснує велика кiлькiсть робiт
у яких використовуються такi характеристики. У роботi [1] наведенi деякi iз
таких результатiв i детальний список лiтератури. Ми вiдзначимо важливу, у
цьому напрямку, роботу Золотарьова [2], у якiй одержано узагальнення нерiв-
ностi Беррi-Ессеена iз використанням рiзного вигляду псевдомоментiв. У робо-
тах [3] i [4] результати роботи [2] узагальненi для нормованих сум незалежних
рiзнорозподiлених випадкових величин, а у роботах [4] i [6] розглядаються рiзнi
пiдходи до узагальнення результатiв iз [2] для послiдовностi серiй незалежних в
кожнiй серiї не однаково розподiлених випадкових величин. Метою даної роботи
є вивчення аналогiчної до [4] i [6] задач, але використовуються псевдомоменти
iншої структури. У роботi наводяться оцiнки швидкостi збiжностi до нормаль-
ного закону розподiлiв сум випадкових величин в термiнах псевдомоментiв для
послiдовнiстi серiй незалежних в кожнiй серiї випадкових величин. Побудованi
нерiвностi для характеристичних функцiй.

2. Основний результат. Розглянемо послiдовнiсть серiй ξn1, . . . , ξnn не-
залежних в кожнiй серiї випадкових величин з математичними сподiваннями

Eξni = 0, дисперсiями Eξ2
ni = σ2

ni, σni > 0,
n∑
i=1

σ2
ni = 1. Позначимо: Fni(x) – фун-

кцiя розподiлу ξni, Sn = ξn1 + · · · + ξnn, Φn(x) – функцiя розподiлу Sn, Φ(x) –
функцiя розподiлу стандартного нормального закону, ρn = sup

x
|Φn(x)− Φ(x)|.

Введемо псевдомоменти вигляду

ν
(0)
ni =

+∞∫
−∞

max
(
1, |x|3

)
|d (Fni(xσni)− Φ(x))| , ν(0)

n = max
{
ν

(0)
n1 , . . . , ν

(0)
nn

}
,

κ
(0)
ni =

+∞∫
−∞

max
(
1, 3x2

)
|Fni(xσni)− Φ(x)| dx, κ(0)

n = max
{
κ

(0)
n1 , . . . , κ

(0)
nn

}
,
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κni =

+∞∫
−∞

3x2 |Fni(xσni)− Φ(x)| dx, κn = max {κn1, . . . , κnn} .

Теорема 1. Нехай σ̄n = max {σn1, . . . , σnn} i σ̄2
n ≤ 3

4
для n ≥ 2. Iснують

такi сталi C1, C2, C3, що для всiх n ≥ 1 справедливi нерiвностi

ρn ≤ C1 · σ̄n · ν(0)
n , (1)

ρn ≤ C2 · σ̄n ·max
{
κ(0)
n ;
(
κ(0)
n

) 1

σ̄2
n(n+1)

}
, (2)

ρn ≤ C3 · σ̄n ·max
{
κn; (κn)

1

σ̄2
n(3n+1)

}
. (3)

Нехай ξ1, ξ2, . . . , ξn – послiдовнiсть незалежних випадкових величин з ма-
тематичним сподiванням Eξi = 0, дисперсiєю Eξ2

i = σ2
i , B

2
n = σ2

1 + · · · + σ2
n.

Позначимо через Fk(x) функцiю розподiлу випадкової величини ξk i покладемо
ξk
Bn

= ξnk. Тодi Sn = ξ1+ξ2+···+ξn
Bn

, Fnk(x) = Fk(xBn).

ν
(0)
i =

+∞∫
−∞

max
(
1, |x|3

)
|d (Fi(xσi)− Φ(x))| , ν(0) = max

{
ν

(0)
1 , . . . , ν(0)

n

}
,

κ
(0)
i =

+∞∫
−∞

max
(
1, 3x2

)
|Fi(xσi)− Φ(x)| dx, κ(0) = max

{
κ

(0)
1 , . . . , κ(0)

n

}
,

κi =

+∞∫
−∞

3x2 |Fi(xσi)− Φ(x)| dx, κ = max {κ1, . . . , κn} .

Тодi будуть справедливi нерiвностi 1 – 3, де σ̄ = 1
Bn

max
1<k<n

σk.

Iз цих оцiнок випливають оцiнки Золотарьова [1].
3. Допомiжнi леми. Будемо використовувати наступнi леми.

Лема 1. Нехай fnk(t) – характеристична функцiя ξnk, ωnk(t)=

∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2
nk

2

∣∣∣∣.
Для всiх t ∈ R мають мiсце нерiвностi

ωnk(t) ≤ ν
(0)
nkmin

(
1,
|t|3σ3

nk

6

)
, (4)

ωnk(t) ≤ κ
(0)
nkmin

(
|t|σnk,

|t3|σ3
nk

6

)
, (5)

ωnk(t) ≤ κnk
|t3|σ3

nk

6
. (6)

Доведення. Враховуючи, що Eξnk = 0, Eξ2
nk = σ2

nk

ωnk(t) =

∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2
nk

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitxdFnk(x)−
+∞∫
−∞

eitxσnkdΦ(x)

∣∣∣∣∣∣ =
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+∞∫
−∞

eitxd

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

(
eitx − 1− itx− (itx)2

2

)
d

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ =

|t|

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitx
(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ =

|t|

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

(
eitx − 1− itx

)(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ . (7)

Iз нерiвностей (7)

ωnk(t) =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitxd

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ ≤
+∞∫
−∞

∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ ≤
+∞∫
−∞

max

(
1,
|x|3

σ3
nk

) ∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ =

+∞∫
−∞

max
(
1, |x|3

)
|d (Fnk(xσnk)− Φ (x))| = ν

(0)
nk . (8)

Використовуючи нерiвнiсть ( [1], с.372)∣∣∣∣∣eiz −
m∑
j=0

(iz)j

j!

∣∣∣∣∣ ≤ 21−γ|z|m+γ

m!(m+ 1)γ
0 ≤ γ ≤ 1, m = 0, 1, 2, . . . (9)

iз (7)

ωnk(t) =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

(
eitx − 1− itx− (itx)2

2

)
d

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ ≤
+∞∫
−∞

∣∣∣∣eitx − 1− itx− (itx)2

2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ ≤
+∞∫
−∞

|tx|3

6

∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ =
|t3|σ3

nk

6

+∞∫
−∞

|x|3

σ3
nk

∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ ≤
|t3|σ3

nk

6

+∞∫
−∞

max

(
1,
|x|3

σ3
nk

) ∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ = ν
(0)
nk

|t3|σ3
nk

6
. (10)
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Iз (8) i (10) одержуємо нерiвнiсть (4).
Iз нерiвностей (7)

ωnk(t) = |t|

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

(
eitx − 1− itx

)(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤

|t|
+∞∫
−∞

∣∣eitx − 1− itx
∣∣ ∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx ≤
|t|

+∞∫
−∞

(tx)2

2

∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx =
|t3|σ3

nk

6

+∞∫
−∞

3
x2

σ3
nk

∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx =

|t3|σ3
nk

6

+∞∫
−∞

3x2 |Fnk(xσnk)− Φ (x)| dx =
|t3|σ3

nk

6
κnk.

Нерiвнiсть (6) доведена. Iз попередньої нерiвностi

ωnk(t) ≤
|t3|σ3

nk

6

+∞∫
−∞

3x2 |Fnk(xσnk)− Φ (x)| dx ≤

|t3|σ3
nk

6

+∞∫
−∞

max
(
1, 3x2

)
|Fnk(xσnk)− Φ (x)| dx =

|t3|σ3
nk

6
κ

(0)
nk

i

ωnk(t) = |t|

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitx
(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
|t|

+∞∫
−∞

∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx = |t|σnk

+∞∫
−∞

|Fnk(xσnk)− Φ (x)| dx ≤ |t|σnkκ(0)
nk

одержимо нерiвнiсть (5).

Лема 2. Нехай c ∈ (0, e−nσ̄
2
n ] – довiльна стала i для деякого s ∈ [0, 3] iснує

величина θnk(s) така, що для всiх t ∈ R i k = 1, . . . , n мають мiсце нервностi

ωnk(t) =

∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2
nk

2

∣∣∣∣ ≤ θnk(s)min

(
|t|sσsnk;

|t3|σ3
nk

6

)
, (11)

θn(s) = max {θn1(s), . . . , θnn(s)} .

Якщо θn(s) ≤ c i |t| ≤ T
(1)
n = 1

σ̄n

√
−2 ln θn(s), то

|fnk(t)| ≤ e−c1t
2σ2
nk , (12)

Роздiл 1: Математика i статистика
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де c1 = 1
4
− 1

6

√
−2c · ln c, σ̄nT (1)

n >
√

2, а при θn(s) ≤ c i |t| > T
(1)
n

|fnk(t)| ≤
(
1 + 2−

s
2

)
tsσsnk (θn(s))

σ2
nk
σ̄2
n . (13)

Якщо θn(s) > c, |t| ≤ T
(2)
n = 1

σ̄n
· c
θn(s)

, тодi

|fnk(t)| ≤ e−c2t
2σ2
nk , (14)

де c2 = 1
2
− c
√
e

6
> 0.

Доведення.

|fnk(t)| =
∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2

nk
2 + e−

t2σ2
nk

2

∣∣∣∣ ≤ e−
t2σ2

nk
2 + ωnk(t). (15)

Нехай θn(s) ≤ c i |t| ≤ T
(1)
n . Iз умови (11) леми i (15)

|fnk(t)| ≤ e−
t2σ2

nk
4

(
1 + e

t2σ2
nk

4 · |t|
3σ3

nk

6
· θnk(s)

)
≤

e−
t2σ2

nk
4

(
1 + e

(T (1)
n )

2
σ2
nk

4 · T (1)
n ·

t2σ3
nk

6
· θnk(s)

)
≤

e−
t2σ2

nk
4

(
1 +

√
−2θn(s) ln θn(s) · t

2σ2
nk

6

)
.

Оскiльки функцiя x lnx є спадною при x ∈ (0; e−1] i c < e−1 то

|fnk(t)| ≤ e−
t2σ2

nk
4

(
1 +
√
−2c ln c · t

2σ2
nk

6

)
≤ e−c1t

2σ2
nk .

Нехай θn(s) ≤ c i |t| > T
(1)
n . Iз (15) i (11) отримаємо

|fnk(t)| ≤ e−
t2σ2

nk
2 + ωnk(t) ≤

e−
(T

(1)
n )2σ2

nk
2 + |t|sσsnkθnk(s) = (θn(s))

σ2
nk
σ̄2
n + |t|sσsnkθnk(s).

Оскiльки, θn(s) ≤ c ≤ e−1 i |t| > T
(1)
n , тодi

|t|σn > σnT
(1)
n =

√
−2 ln θn(s) ≥

√
−2 ln c ≥

√
2.

Тому |fnk(t)| ≤
(
1 + 2−

s
2

)
|t|sσsnk (θn(s))

σ2
nk
σ̄2
n .

Нехай θn(s) > c, |t| ≤ T
(2)
n

(
σ̄2
nT

(2)
n ≤ 1

)
. Iз (11) i (15) одержимо

|fnk(t)| ≤ e−
t2σ2

nk
2

(
1 + e

t2σ2
nk

2 ωn(t)

)
≤ e−

t2σ2
nk

2

(
1 + e

t2σ2
nk

2 · θnk(s) ·
|t|3σ3

nk

6

)
≤

e−
t2σ2

nk
2

(
1 + e

(T (2)
n )

2
σ2
nk

2 · θnk(s) ·
T

(2)
n t2σ3

nk

6

)
≤ e−

t2σ2
nk

2

(
1 + c

√
e · t

2σ2
nk

6

)
≤ e−c2t

2σnk .
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Лема 3. Нехай σ̄n = max {σn1, σn2, . . . , σnn} i σ̄2
n ≤ 3

4
для n ≥ 2. Якщо

виконуються умови леми 2, то iснують сталi C4, C5, що для всiх n ≥ 2
справедлива нерiвнiсть

ρn ≤ C4σ̄nmax {θn(s); (θn(s))p} , (16)

де p = min {1, σ̄−2
n (sn+ 1)−1} , θn(s) = max {θn1(s), . . . , θnn(s)}, а при s > 0

ρ1 ≤ C5

(
1 +

1

s

)
max

{
θ11(s); (θ11(s))

1
s+1

}
. (17)

Доведення. Використаємо нерiвнiсть ( [7], с.299)

|F (x)−G(x)| ≤ 2

π

T∫
0

|f(t)− g(t)| dt
t

+

24 sup
x
|G′(x)|

πT
.

Оскiльки ρn = sup
x
|Φn(x)− Φ(x)|, то у попереднiй нерiвностi покладемо F (x) =

Φn(x), G(x) = Φ(x), f(t) =
n∏
k=1

fnk(t), g(t) = e−
t2

2 . Тодi

ρn ≤
2

π

T∫
0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
t2

2

∣∣∣∣∣ dtt +
24

π
√

2πT
. (18)

Iз нерiвностi ∣∣∣∣∣
n∏
i=1

ai −
n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|ai − bi|

(
i−1∏
k=1

|bk|

)(
n∏

k=i+1

|ak|

)
випливає, що ∣∣∣∣∣

n∏
i=1

fni(t)− e−
t2

2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

fni(t)−
n∏
i=1

e−
t2σ2

ni
2

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

ωni(t)
i−1∏
k=1

e−
t2σ2

nk
2

n∏
k=i+1

|fnk(t)|.

Нехай n ≥ 2. Iз одержаної нерiвностi (11) леми 2 (нерiвностей (12) i (14) при
|t| ≤ T

(l)
n (l = 1 при θn(s) ≤ c i l = 2 при θn(s) > c)) отримаємо∣∣∣∣∣

n∏
i=1

fni(t)− e−
t2

2

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|t|3σ3
ni

6
θni(s)

i−1∏
k=1

e−
t2σ2

nk
2

n∏
k=i+1

e−clt
2σ2
nk ≤

|t|3

6
θn(s)σ̄n ·

n∑
i=1

σ2
nie
−clt2(1−σ2

ni) ≤ |t|
3

6
θn(s)σ̄ne

− clt
2

4 . (19)

Ми врахували, що cl ≤ 1
2
та умову σ̄2

n ≤ 3
4
.
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Нехай θn(s) > c. Покладемо у (18) T = T
(2)
n = 1

σ̄n
· c
θn(s)

. Тодi, врахувавши
(19), при n ≥ 2

ρn ≤ θn(s) · σ̄n ·
1

3π

T∫
0

t2e−
1
4
c2t2dt+

24

π
√

2πc
θn(s)σ̄n ≤

θn(s)σ̄n ·

(
2

3
√
πc

3
2
2

+
24

π
√

2πc

)
= C6θn(s)σ̄n. (20)

У випадку n ≥ 2, θn(s) > c нерiвнiсть (16) теореми доведена.
Нехай n ≥ 2 i θn(s) ≤ c. Покладемо у (18) T = 1

σ̄n
c5 (θn(s))−p, p = min {1;

σ̄−2
n (sn+ 1)−1} i T ′ = min{T ; T

(1)
n }. Тодi iнтеграл у (18)

I =
2

π

T∫
0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
t2

2

∣∣∣∣∣ dtt ≤
2

π

T ′∫
0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
t2

2

∣∣∣∣∣ dtt +
2

π

T∫
T ′

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)

∣∣∣∣∣ dtt +
2

π

T∫
T ′

e−
t2

2
dt

t
=

I1 + I2 + I3. (21)

Врахувавши, що T ′ ≤ T
(1)
n , аналогiчно до оцiнки iнтегралу у (20)

I1 ≤ θn(s) · σ̄n ·
1

3π

T ′∫
0

t2e−
1
4
c1t2dt ≤ θn(s) · σ̄n ·

2

3
√
πc

3
2
1

. (22)

Будемо вважати, що T ′ = T
(1)
n , бо iнакше I2 = 0 i I3 = 0 i справедливiсть

нерiвностi (16) випливає з (18), (21), (22). Iз (13) маємо

I2 =
2

π

T ′∫
T ′

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)

∣∣∣∣∣ dtt ≤ 2

π

T∫
T ′

n∏
k=1

(
2tsσsnk (θn(s))

σ2
nk
σ̄2
n

)
dt

t
=

2n+1

π
(θn(s))

1

σ̄2
n ·

(
n∏
k=1

σsnk

) T∫
T

(1)
n

tsn−1dt. (23)

Нехай s ≥ 1
6
. Оскiльки θn(s) ≤ c, nσ̄2

n ≥ 1 i n(1− sp) ≥ p, то

I2 ≤
2n+1

πsn
· (θn(s))

1

σ̄2
n · σ̄snn · T sn ≤

2n+1

πsn
· (θn(s))

1

σ̄2
n · σ̄snn ·

(
1

σ̄n
c3 (θn(s))

−p
nσ̄2
n

)sn
=

2n+1

πsn
· (θn(s))

1

σ̄2
n
− sp

σ̄2
n c3sn ≤ 12

πn
· (θn(s))

p

nσ̄2
n ·
(
2
√
c
)n ≤
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σ̄n · (θn(s))
p

nσ̄2
n · 24

√
2

π
c. (24)

Нехай s ≤ 1
6
i n ≥ 2, p = 1. Iз цих умов i для n ≥ 2 i σ̄2

n ≤ 3
4
випливає, що

1
σ̄2
n
(1− s)− 1

6nσ̄2
n
> 1. Тому, враховуючи, що σ̄nT

(1)
n >

√
2, ми отримуємо

I2 ≤
2n+1

π
· (θn(s))

1

σ̄2
n · σ̄snn

T∫
T

(1)
n

tsn−
8
9
− 1

9dt ≤

2n+1

π
· (θn(s))

1

σ̄2
n · σ̄snn ·

(
T (1)
n

)− 1
6 · T sn+ 1

6 · 1

sn+ 1
6

≤

2n+1 · 6
π

· (θn(s))
1

σ̄2
n · σ̄snn ·

(√
2

σ̄n

)− 1
6

·
(

1

σ̄n
· c3 · (θn(s))

−1

nσ̄2
n

)sn+ 1
6

≤

2n+ 11
12 · 6
π

· (θn(s))
1

σ̄2
n

(1−s)− 1

6nσ̄2
n · c3sn+ 1

2 ≤

σ̄n · θn(s) · 12

π
· c−

2
3 · 1

σ̄n

(
2nσ̄

2
nc
) 1

σ̄2
n ≤

σ̄n · θn(s) · 12

π
· c−

2
3 ·
√
n(2e−1)n ≤ σ̄n · θn(s) · 12

π
√
e
· c−

2
3 . (25)

Враховуючи, що θn(s) ≤ c i σ̄nT
(1)
n >

√
2 для n ≥ 2 a σ̄2

n ≤ 3
4
ми отримуємо

I3 =
2

π

T∫
T

(1)
n

e−
t2

2
dt

t
≤ 2

π
·
(
T (1)
n

)−2 · e−
1
2

(
T

(1)
n

)2

=
2

π
·
(
T (1)
n

)−2 · (θn(s))
1

σ̄2
n ≤

1

π
σ̄2
n · (θn(s))

1

σ̄2
n ≤ 1

π
σ̄2
n · (θn(s))

4
3 ≤ 1

π
σ̄2
n · θn(s) · c

1
3 . (26)

Якщо n ≥ 2, θn(s) ≤ c, то нерiвнiсть (16) теореми 1 виконується для (18), (21),
(22), (24) – (26).

Нехай n = 1. Тодi σ̄2
1 = 1. Якщо θn(s) > c, тодi ρ1 ≤ 1 < 1

c
θn(s).

У випадку θn(s) ≤ c i s > 0, p = 1
s+1

. Iз леми та визначення T маємо

ρ1 ≤
2

π

T∫
0

∣∣∣f11(t)− e−
1
2
t2
∣∣∣ dt
t

+
24

π
√

2πT
≤ θ11(s) · 2

π

T∫
0

ts−1dt+
24

π
√

2πT
=

θ11(s) · 2

πs
T s +

24

π
√

2πT
=

2c5s

πs
(θ11(s))1−sp +

24c−5

π
√

2π
· (θ11(s))p ≤

C7

(
1 +

1

s

)
(θ11(s))p .

Iз одержаних оцiнок для ρ1 випливає нерiвнiсть (17).
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4. Доведення теореми 1. Доведення. Iз леми 1 випливає, що в
лемах 2 i 3 можна покласти s = 0 i θnk(0) = ν

(0)
nk . Тодi з леми 3 отримаємо (1)

для n ≥ 2

ρ1 = sup
x
|Φ1(x)− Φ(x)| = sup

x
|F11(x)− Φ(x)| = sup

x

∣∣∣∣∣∣
x∫

−∞

d (F11(u)− Φ(u))

∣∣∣∣∣∣ ≤ −3mm

+∞∫
−∞

d |F11(u)− Φ(u)| ≤
+∞∫
−∞

max
(
1, |x|3

)
|(dF11(x)− Φ(x))| = ν

(0)
11 .

Якщо в лемах 2 i 3 покласти s = 1 i θnk(1) = κ
(0)
nk , то iз леми 1 та леми 3

одержимо (2). Якщо ж в лемах 2 i 3 покласти s = 3 i θnk(3) = κnk, то iз леми 1
i леми 3 одержимо (3).

У роботi одержано оцiнку швидкостi збiжностi у центральнiй граничнiй те-
оремi, що узагальнює результати роботи [2]. Використано метод, що вiдмiнний
вiд методу роботи [2]. Вiдзначимо окремо нерiвнiсть 16 iз леми 3, оскiльки вона
є самостiйним результатом.
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Bojarishcheva T. V., Kapustey M. M., Slyvka-Tylyshchak G. I., Slyusar-
chuk P. V. The estimate of rate of convergence in the central limit theorem for
the sequence of series.

Boundary theorems of probability theories are widely applicable in various fields of sci-
ence and manufacture. It is reasonable as they deal with properties of different random
values formed under the influence of a great deal of random factors each of which in its
turn has a minor influence on the final result but the total influence of these factors is
essential. Problems that are solved within this field may be conditionally divided into
two types. The first ones are concerned with the fact of the convergence of a sum of ran-
dom summands while the second ones deal with the rate of the convergence. The work is
devoted to the latter issue. A lot of researchers have studied estimations of convergence
rate in boundary theorems. But it should be mentioned that until the middle of the last
century the estimations were formed with the help of terms of absolute moments, and that
had at least two drawbacks. Firstly, the existence of absolute moments is rather a strict
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condition restricting an area of random values a lot to which the given estimations may
be applied. Secondly, the estimations that are expressed in terms of absolute moments do
not presuppose the proximity of boundary distribution of summands. In spite of it there
is a great quantity of estimations beginning from Berry–Esseen inequality and ending with
investigations of contemporary scientists using the very absolute moments. The usage of
pseudomoments has become the way of allowing to avoid both drawbacks of estimations.
A pseudomoment is a numerical characteristic which according to its structure is expressed
in terms of the difference of functions of distribution of observable and boundary random
values. So, in case of equivalency of these distributions the pseudomoment is equal to zero
and it makes possible to receive a more accurate estimation. The structure of the charac-
teristics may vary greatly and it enables to use a pseudomoment which is appropriate to a
certain specific problem. In the article we have used analogical characteristics introduced
by V.M. Zolotariov. By means of them the rate of convergence of distributions of sums
of independent random values to normal law in a series circuit. In this case restrictions
imposed on random summands are not too strict - mathematical expectation is to be equal
to zero and dispersion of each summand is to be finite. Meanwhile, we have obtained
estimations of convergence rate expressed in terms of pseudomoments of different types.
We have also received estimations of characteristic functions expressed also in terms of
mentioned characteristics. They are essential for proving major results but they are also
of independent importance.

Keywords: central limit theorem, the estimate of rate of convergence, sequence of series
of random variables.
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