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СТОЯЧI ХВИЛI В ДИСКРЕТНИХ РIВНЯННЯХ ТИПУ
КЛЕЙНА-ҐОРДОНА ЗI СТЕПЕНЕВИМИ НЕЛIНIЙНОСТЯМИ

Дана стаття присвячена вивченню дискретних рiвнянь типу Клейна-Ґордона, якi
описують динамiку нескiнченного ланцюга лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв.
Цi рiвняння представляють собою зчисленну систему звичайних диференцiальних рiв-
нянь. Такi системи є нескiнченновимiрними гамiльтоновими системами. Розглядаю-
ться рiвняння типу Клейна-Ґордона зi степеневими нелiнiйностями непарного степе-
ня. При пiдстановцi анзаца у виглядi стоячої хвилi одержується система алгебраїчних
рiвнянь для амплiтуди стоячої хвилi. Далi розглядається система з бiльш загальним
оператором 𝐿 лiнiйної взаємодiї осциляторiв, який є обмеженим i самоспряженим у
гiльбертовому просторi дiйсних двохстороннiх послiдовностей 𝑙2. Розглядається зада-
ча про iснування перiодичних i локалiзованих (збiгаються до нуля на нескiнченностi)
розв’язкiв для таких систем. Основними умовами iснування цих розв’язкiв є просторо-
ва перiодичнiсть коефiцiєнтiв оператора лiнiйної взаємодiї осциляторiв та належнiсть
частоти стоячої хвилi спектральному промiжку оператора 𝐿. Якщо правий кiнець спе-
ктрального промiжка скiнченний, то система має нетривiальнi розв’язки. У цiй статтi
показано, що перiодичнi i локалiзованi розв’язки цiєї системи можна побудувати як
критичнi точки вiдповiдних функцiоналiв 𝐽𝑘 та 𝐽 . Iснування перiодичних розв’язкiв
встановлено за допомогою теореми про зачеплення. Зокрема, показано, що функцiонал
𝐽𝑘 задовольняє так звану умову Пале-Смейла та геометрiю зачеплення, а отже, має не-
тривiальнi критичнi точки. Останнi i є перiодичними розв’язками системи. У випадку
локалiзованих розв’язкiв використати теорему про зачеплення не можна, оскiльки для
функцiоналу 𝐽 не виконується умова Пале-Смейла. Тому у цьому випадку використа-
но метод перiодичних апроксимацiй, тобто критичнi точки функцiоналу 𝐽 будуються
за допомогою граничного переходу при 𝑘 → ∞ в критичних точках функцiоналу 𝐽𝑘.
В силу вiдомих властивостей дискретного оператора Лапласа одержано наслiдок, в
якому встановлено умови iснування локалiзованих розв’язкiв для вихiдної системи.

Ключовi слова: дискретнi рiвняння типу Клейна-Ґордона, стоячi хвилi, степеневi
нелiнiйностi, критичнi точки, теорема про зачеплення, перiодичнi апроксимацiї.

1. Вступ. Дискретнi гамiльтоновi системи широко використовуються в нелi-
нiйнiй фiзицi для моделювання складних оптичних i квантових явищ. До таких
систем, зокрема, належать системи типу Фермi-Пасти-Улама, дискретнi рiвня-
ння типу Шредiнгера, дискретнi рiвняння типу Клейна–Ґордона та iн. Подiбнi
системи є цiкавими з огляду на численнi застосування у фiзицi (див. [1–4]).

Важливими класами розв’язкiв таких систем є бiжучi i стоячi хвилi. Деталь-
нi результати про iснування бiжучих хвиль в системi Фермi-Пасти-Улама мо-
жна знайти в монографiї О. Панкова [5]. Умови iснування рiзних типiв бiжучих
хвиль в дискретних рiвняннях типу Клейна-Ґордона дослiджено в працях [6–10].
Зокрема, для одержання основних результатiв в статтях [6–9] було використано
метод критичних точок, тодi як в [10] — методи теорiї бiфуркацiй. У статтi [3]
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за допомогою чисельного аналiзу дослiджено iснування та неiснування бiжу-
чих кiнкiв в дискретних рiвняннях типу Клейна–Ґордона. В працях [11–13] за
допомогою варiацiйних технiк вивчалося питання iснування стоячих хвиль в
дискретних рiвняннях типу Шредiнгера. Стоячi хвилi в дискретних рiвняннях
типу Клейна–Ґордона вивчалися в працях [14] та [15]. В цих статтях дослiджено
питання стiйкостi стоячих хвиль в таких рiвняннях.

У цiй статтi за допомогою методу критичних точок i методу перiодичних
апроксимацiй встановлено iснування стоячих хвиль в дискретних рiвняннях ти-
пу Клейна–Ґордона зi степеневими нелiнiйностями.

2. Постановка задачi та основнi припущення. У цiй статтi вивчаються
дискретнi рiвняння типу Клейна–Ґордона

𝑞𝑛 − (∆𝑞)𝑛 +𝑚2𝑞𝑛 − 𝑓(𝑞𝑛) = 0, 𝑛 ∈ Z, (1)

де 𝑞𝑛 = 𝑞𝑛(𝑡) — узагальнена координата 𝑛-го осцилятора в момент часу 𝑡,
(∆𝑞)𝑛 = 𝑞𝑛+1+𝑞𝑛−1−2𝑞𝑛 — одновимiрний дискретний оператор Лапласа. Рiвня-
ння (1) представляють собою нескiнченну систему звичайних диференцiальних
рiвнянь та описують динамiку нескiнченного ланцюга лiнiйно зв’язаних нелi-
нiйних осциляторiв.

Будемо розглядати систему (1) зi степеневими нелiнiйностями вигляду

𝑓(𝑟) = 𝑑𝑛|𝑟|2𝑝𝑟, {𝑑𝑛} ⊂ R, 𝑝 ∈ N.

Стоячою хвилею є розв’язок вигляду

𝑞𝑛(𝑡) = 𝑢𝑛 exp(−𝑖𝜔𝑡), (2)

де 𝑢𝑛 ∈ R називається амплiтудою стоячої хвилi, а 𝜔 ∈ R — частотою.
Пiдставляючи стоячу хвилю (2) в систему (1) i враховуючи, що | exp(−𝑖𝜔𝑡)|=1,

одержимо систему

−∆𝑢𝑛 − (𝜔2 −𝑚2)𝑢𝑛 = 𝑑𝑛|𝑢𝑛|2𝑝𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z. (3)

Позначимо через (𝐿𝑢)𝑛 = 𝑎𝑛𝑢𝑛+1 + 𝑎𝑛−1𝑢𝑛−1 + 𝑏𝑛𝑢𝑛 i розглянемо бiльш за-
гальну систему

(𝐿𝑢)𝑛 − 𝜔2𝑢𝑛 = 𝑑𝑛|𝑢𝑛|2𝑝𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z. (4)

Зауважимо, що оператор 𝐿 є обмеженим i самоспряженим у просторi 𝑙2. Його
спектр 𝜎(𝐿) має групову структуру, тобто 𝜎(𝐿) є об’єднанням скiнченного чи-
сла вiдрiзкiв (див. [17]). Доповнення R ∖ 𝜎(𝐿) складається зi скiнченного числа
iнтервалiв, якi називаються спектральними промiжками. Два з них напiвскiн-
ченнi. Якщо 𝑁 = 1, то скiнченнi промiжки не iснують. Однак, у загальному
випадку скiнченнi промiжки iснують i найбiльш цiкавий випадок, коли 𝜔2 на-
лежить скiнченному промiжку.

Всюди далi припускається, що виконується умова 𝑁 -перiодичностi
(𝑖) iснує таке 𝑁 ∈ N, що коефiцiєнти 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 i 𝑑𝑛 є 𝑁-перiодичними, тобто

𝑎𝑛+𝑁 = 𝑎𝑛, 𝑏𝑛+𝑁 = 𝑏𝑛 i 𝑑𝑛+𝑁 = 𝑑𝑛.
Будемо вивчати стоячi хвилi двох видiв: з 𝑘𝑁 -перiодичною амплiтудою (пе-

рiодичнi розв’язки) та амплiтудою, яка на нескiнченностi збiгається до нуля
(локалiзованi розв’язки), тобто

𝑢𝑛+𝑘𝑁 = 𝑢𝑛, 𝑛 ∈ Z, (5)

Роздiл 1: Математика i статистика
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де 𝑘 — фiксоване натуральне число, та

lim
𝑛→±∞

𝑢𝑛 = 0 (6)

вiдповiдно.
3. Варiацiйне формулювання задачi. З системою (4) пов’язується фун-

кцiонал

𝐽(𝑢) =
1

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢)− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 , (7)

визначений на гiльбертовому просторi 𝑙2 = 𝑙2(Z) зi скалярним добутком

(𝑢, 𝑣) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑢𝑛𝑣𝑛

та нормою

‖𝑢‖ =

(︃∑︁
𝑛∈Z

|𝑢𝑛|2
)︃ 1

2

.

Нагадаємо, що кожний елемент простору 𝑙2 автоматично задовольняє умову (6).
Iнодi ми будемо розглядати простори 𝑙𝑝 (𝑝 ≥ 1) з нормою

‖𝑢‖𝑙𝑝 =

(︃∑︁
𝑛∈Z

|𝑢𝑛|𝑝
)︃ 1

𝑝

.

Нагадаємо, що через 𝑙∞ позначається простiр всiх обмежених послiдовностей з
нормою

‖𝑢‖𝑙∞ = sup
𝑛∈Z

|𝑢𝑛|

i при 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞
‖𝑢‖𝑙𝑞 ≤ ‖𝑢‖𝑙𝑝 .

Позначимо через 𝑙2𝑘 скiнченновимiрний простiр всiх 𝑘𝑁 -перiодичних послi-
довностей зi скалярним добутком

(𝑢, 𝑣)𝑘 =
∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑢𝑛𝑣𝑛

та нормою

‖𝑢‖𝑘 =

(︃∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

|𝑢𝑛|2
)︃ 1

2

,

де

𝑄𝑘 =

{︂
𝑛 ∈ Z : −

[︂
𝑘𝑁

2

]︂
≤ 𝑛 ≤ 𝑘𝑁 −

[︂
𝑘𝑁

2

]︂
− 1

}︂
,

i
[︀
𝑘𝑁
2

]︀
— цiла частина 𝑘𝑁

2
.

На просторi 𝑙2𝑘 розглянемо функцiонал

𝐽𝑘(𝑢) =
1

2
(𝐿𝑘𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢)𝑘 −

1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 , (8)

де 𝐿𝑘 — оператор 𝐿, який дiє в просторi 𝑙2𝑘.
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Лема 1. За зроблених припущень функцiонали 𝐽 та 𝐽𝑘 належать класу
𝐶1, а їхнi похiднi визначаються формулами

⟨𝐽 ′(𝑢), ℎ⟩ = (𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ)−
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 ℎ𝑛,

⟨𝐽 ′
𝑘(𝑢), ℎ⟩ = (𝐿𝑘𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ)𝑘 −

∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 ℎ𝑛,

де 𝑢, ℎ ∈ 𝑙2 та 𝑢, ℎ ∈ 𝑙2𝑘 вiдповiдно.
Крiм того, критичнi точки цих функцiоналiв є розв’язками системи (4)

вiдповiдно з просторiв 𝑙2 та 𝑙2𝑘.

Доведення. Розглянемо функцiонал 𝐽 . Легко бачити, що 𝐽 ∈ 𝐶1. Знайдемо
його похiдну. Нехай 𝑢, ℎ ∈ 𝑙2 та |𝜆| ≤ 1. Тодi

𝐽(𝑢+ 𝜆ℎ) =
1

2

(︀
𝐿(𝑢+ 𝜆ℎ)− 𝜔2(𝑢+ 𝜆ℎ), 𝑢+ 𝜆ℎ

)︀
−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛(𝑢𝑛 + 𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2 =

1

2

(︀
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢) + 𝜆(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ), 𝑢+ 𝜆ℎ

)︀
−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛(𝑢𝑛 + 𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2 =

1

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) +

𝜆

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ)+

+
𝜆

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, 𝑢) +

𝜆2

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, ℎ)− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛(𝑢𝑛 + 𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2 =

=
1

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) + 𝜆(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ) +

𝜆2

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, ℎ)−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛(𝑢𝑛 + 𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2.

Оскiльки

𝐽(𝑢+ 𝜆ℎ)− 𝐽(𝑢) =
1

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) + 𝜆(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ) +

𝜆2

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, ℎ)−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛(𝑢𝑛 + 𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2 − 1

2
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) +

1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 =

= 𝜆(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ) +
𝜆2

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, ℎ)−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛

(︂
(2𝑝+ 2)𝑢2𝑝+1

𝑛 𝜆ℎ𝑛 +
(2𝑝+ 2)(2𝑝+ 1)

2!
𝑢2𝑝𝑛 (𝜆ℎ𝑛)

2 + ...+ (𝜆ℎ𝑛)
2𝑝+2

)︂
,

то

⟨𝐽 ′(𝑢), ℎ⟩ = lim
𝜆→0

𝐽(𝑢+ 𝜆ℎ)− 𝐽(𝑢)

𝜆
= lim

𝜆→0

[︂
(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ) +

𝜆

2
(𝐿ℎ− 𝜔2ℎ, ℎ)−

− 1

2𝑝+2

∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛

(︂
(2𝑝+2)𝑢2𝑝+1

𝑛 ℎ𝑛 +
(2𝑝+2)(2𝑝+1)

2!
𝑢2𝑝𝑛 𝜆(ℎ𝑛)

2 + ...+ (𝜆)2𝑝+1(ℎ𝑛)
2𝑝+2

)︂
=

Роздiл 1: Математика i статистика
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= (𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, ℎ)−
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 ℎ𝑛.

Легко бачити, що критичнi точки 𝑢 ∈ 𝑙2 функцiоналу 𝐽 є розв’язками систе-
ми (4).

Доведення у випадку функцiоналу 𝐽𝑘 аналогiчне. Лему доведено.
Таким чином, система (4) є системою рiвнянь Ейлера-Лагранжа для функ-

цiоналiв дiї 𝐽 та 𝐽𝑘 у вiдповiдних просторах. Ця система завжди має нульовий
розв’язок, тому нас цiкавлять нетривiальнi критичнi точки цих функцiоналiв.

4. Попереднi леми. Зi спектральної теорiї диференцiальних операторiв
(див. [17]) маємо, що 𝜎(𝐿𝑘) ⊂ 𝜎(𝐿) i, отже, ‖𝐿𝑘‖ ≤ ‖𝐿‖.

Нехай 𝐸+ — пiдпростiр 𝑙2, утворений додатною частиною спектра операто-
ра 𝐿 − 𝜔2 (додатний спектральний пiдпростiр оператора 𝐿 − 𝜔2 в 𝑙2), 𝐸− —
пiдпростiр 𝑙2, утворений вiд’ємною частиною спектра (вiд’ємний спектральний
пiдпростiр оператора 𝐿 − 𝜔2 в 𝑙2). Аналогiчно введемо додатний та вiд’ємний
спектральнi пiдпростори 𝐸+

𝑘 ⊂ 𝐸𝑘 i 𝐸
−
𝑘 ⊂ 𝐸𝑘 для оператора 𝐿𝑘−𝜔2. Легко пере-

вiрити, що вiдповiднi пiдпростори попарно ортогональнi, причому 𝑙2 = 𝐸+⊕𝐸−

та 𝑙2𝑘 = 𝐸+
𝑘 ⊕𝐸−

𝑘 . Тодi будь-яку функцiю 𝑢 ∈ 𝑙2 (𝑢 ∈ 𝑙2𝑘) можна подати у виглядi
𝑢 = 𝑢+ + 𝑢−, де 𝑢+ ∈ 𝐸+ (𝑢+ ∈ 𝐸+

𝑘 ), 𝑢
− ∈ 𝐸− (𝑢− ∈ 𝐸−

𝑘 ). Причому 𝑢
± = 𝑃±𝑢

(𝑢± = 𝑃±
𝑘 𝑢), де 𝑃

± i 𝑃±
𝑘 — вiдповiднi ортогональнi проектори.

Позначимо через 𝛿 := min{|𝑎 − 𝜔2|, |𝑏 − 𝜔2|} — вiдстань вiд 𝜔2 до спектра
𝜎(𝐿), де (𝑎, 𝑏) — довiльний фiксований спектральний промiжок оператора 𝐿.
Тодi

±(𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) ≥ 𝛿‖𝑢‖2, 𝑢 ∈ 𝐸±, (9)

±(𝐿𝑘𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢)𝑘 ≥ 𝛿‖𝑢‖2𝑘, 𝑢 ∈ 𝐸±
𝑘 . (10)

Наступна лема дає умови неiснування нетривiальних критичних точок.

Лема 2. Нехай 𝑑𝑛 > 0 для всiх 𝑛 ∈ Z, 𝜔2 ∈ (𝑎, 𝑏) та 𝑏 = +∞. Тодi 𝑢 = 0
єдина критична точка функцiоналiв 𝐽 та 𝐽𝑘 вiдповiдно у просторах 𝑙

2 та 𝑙2𝑘.

Доведення. Нехай 𝑢 ∈ 𝑙2 критична точка функцiоналу 𝐽 . Тодi

0 = ⟨𝐽 ′(𝑢), 𝑢⟩ = (𝐿𝑢− 𝜔𝑢, 𝑢)−
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 ≤ (𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢).

Оскiльки 𝑏 = +∞, то 𝐸+ = {0} i згiдно (9)

0 ≤ (𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢) ≤ −𝛿‖𝑢‖2.

А це означає, що 𝑢 = 0.
Доведення у випадку функцiоналу 𝐽𝑘 аналогiчне. Лему доведено.
Далi знадобиться така лема.

Лема 3. Для будь-яких нетривiальних критичних точок функцiоналiв 𝐽
та 𝐽𝑘 правильнi вiдповiдно нерiвностi

‖𝑢‖
2𝑝+2
2𝑝+1 ≤ 𝛾𝐽(𝑢),

‖𝑢‖
2𝑝+2
2𝑝+1

𝑘 ≤ 𝛾𝐽𝑘(𝑢),

де 𝛾 = ((4𝛿−1𝑙)
2𝑝+2
2𝑝+1 (𝑝𝑙0)

−1, 𝑙 = sup{𝑑𝑛} i 𝑙0 = inf{𝑑𝑛}.
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12 С. М. БАК

Доведення. Нехай 𝑢 ∈ 𝑙2 критична точка функцiоналу 𝐽 , а 𝑏 = 𝐽(𝑢) вiдпо-
вiдне критичне значення. Тодi

𝑏 = 𝐽(𝑢)− 1

2
⟨𝐽 ′(𝑢), 𝑢⟩ =

(︂
1

2
− 1

2𝑝+ 2

)︂∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 ≥ 𝑝

2𝑝+ 2
𝑙0‖𝑢‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2 ,

звiдки

‖𝑢‖2𝑝+2
𝑙2𝑝+2 ≤

(2𝑝+ 2)𝑏

𝑝𝑙0
.

Оскiльки 𝑢 ∈ 𝑙2 можна подати у виглядi 𝑢 = 𝑢+ + 𝑢−, де 𝑢+ ∈ 𝐸+ i 𝑢− ∈ 𝐸−,
то

0 = ⟨𝐽 ′(𝑢), 𝑢+⟩ = (𝐿𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢+)−
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 𝑢+𝑛 =

= (𝐿𝑢+ − 𝜔2𝑢+, 𝑢+)−
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 𝑢+𝑛 .

Тодi, використовуючи (9) i нерiвнiсть Кошi-Буняковського-Шварца, маємо

𝛿‖𝑢+‖2 ≤ (𝐿𝑢+ − 𝜔2𝑢+, 𝑢+) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 𝑢+𝑛 ≤

≤ 𝑙

(︃∑︁
𝑛∈Z

𝑢4𝑝+2
𝑛

)︃ 1
2
(︃∑︁

𝑛∈Z

(𝑢+𝑛 )
2

)︃ 1
2

= 𝑙‖𝑢‖2𝑝+1
𝑙4𝑝+2‖𝑢+‖ ≤ 𝑙‖𝑢‖2𝑝+1

𝑙2𝑝+2‖𝑢+‖.

Звiдси

‖𝑢+‖2 ≤ 𝛿−1𝑙‖𝑢‖2𝑝+1
𝑙2𝑝+2‖𝑢+‖ ≤ 𝛿−1𝑙

(︂
(2𝑝+ 2)𝑏

𝑝𝑙0

)︂ 2𝑝+1
2𝑝+2

‖𝑢+‖ =

= 2
2𝑝+1
𝑝+1 𝛿−1𝑙(𝑝𝑙0)

− 2𝑝+1
2𝑝+2 𝑏

2𝑝+1
2𝑝+2‖𝑢+‖.

Аналогiчно
‖𝑢−‖2 ≤ 2

2𝑝+1
𝑝+1 𝛿−1𝑙(𝑝𝑙0)

− 2𝑝+1
2𝑝+2 𝑏

2𝑝+1
2𝑝+2‖𝑢−‖.

I остаточно, оскiльки
‖𝑢‖2 = ‖𝑢+‖2 + ‖𝑢−‖2

i
‖𝑢+‖+ ‖𝑢−‖ ≤ 2

1
2‖𝑢‖,

то

‖𝑢‖ =
(︀
‖𝑢+‖2 + ‖𝑢−‖2

)︀ 1
2 ≤

(︁
2

2𝑝+1
𝑝+1 𝛿−1𝑙(𝑝𝑙0)

− 2𝑝+1
2𝑝+2 𝑏

2𝑝+1
2𝑝+2 (‖𝑢+‖+ ‖𝑢−‖)

)︁ 1
2 ≤

≤ 2𝛿−
1
2 𝑙

1
2 (𝑝𝑙0)

− 2𝑝+1
4𝑝+4 𝑏

2𝑝+1
4𝑝+4‖𝑢‖

1
2 ,

звiдки
‖𝑢‖ ≤ 4𝛿−1𝑙(𝑝𝑙0)

− 2𝑝+1
2𝑝+2 𝑏

2𝑝+1
2𝑝+2 ,

що й дає необхiдне.
Доведення у випадку функцiоналу 𝐽𝑘 аналогiчне. Лему доведено.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Лема 4. Для будь-яких нетривiальних критичних точок функцiоналiв 𝐽
та 𝐽𝑘 правильнi вiдповiдно нерiвностi

‖𝑢‖2 ≥ 𝜀0, 𝐽(𝑢) ≥ 𝜀,

‖𝑢‖2𝑘 ≥ 𝜀0, 𝐽𝑘(𝑢) ≥ 𝜀,

де 𝜀0 = 2−
1
2𝑝 𝛿

1
𝑝 𝑙−

1
𝑝 , 𝜀 = 2−

(8𝑝+1)(𝑝+1)
2𝑝(2𝑝+1) 𝛿

𝑝+1
𝑝 𝑙−

𝑝+1
𝑝 𝑝𝑙0.

Доведення. Нехай 𝑢 = 𝑢++𝑢− ∈ 𝐸 (𝑢± ∈ 𝐸±) критична точка функцiоналу
𝐽 , а 𝑏 = 𝐽(𝑢) вiдповiдне критичне значення. Тодi, як i в доведеннi попередньої
леми, маємо

𝛿‖𝑢+‖2 ≤
∑︁
𝑛∈Z

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+1
𝑛 𝑢+𝑛 ≤ 𝑙

∑︁
𝑛∈Z

𝑢2𝑝+1
𝑛 𝑢+𝑛 .

Застосовуючи до правої частини останньої нерiвностi нерiвнiсть Гельдера:

|(𝑥, 𝑦)| ≤ ‖𝑥‖𝑙𝑝‖𝑦‖𝑙𝑞 ,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1,

при 𝑝 = 2𝑝+2
2𝑝+1

i 𝑞 = 2𝑝+ 2, одержуємо

𝛿‖𝑢+‖2 ≤ 𝑙‖𝑢2𝑝+1‖
𝑙
2𝑝+2
2𝑝+1

‖𝑢+‖𝑙2𝑝+2 = 𝑙

(︃∑︁
𝑛∈Z

|𝑢2𝑝+1
𝑛 |

2𝑝+2
2𝑝+1

)︃ 2𝑝+1
2𝑝+2

‖𝑢+‖𝑙2𝑝+2 =

= 𝑙‖𝑢‖2𝑝+1
𝑙2𝑝+2‖𝑢+‖𝑙2𝑝+2 ≤ ‖𝑢‖2𝑝+1‖𝑢+‖.

Аналогiчно
𝛿‖𝑢−‖2 ≤ 𝑙‖𝑢‖2𝑝+1

𝑙2𝑝+2‖𝑢+‖𝑙2𝑝+2 ≤ ‖𝑢‖2𝑝+1‖𝑢+‖.

I остаточно, оскiльки ‖𝑢‖2 = ‖𝑢+‖2 + ‖𝑢−‖2 i ‖𝑢+‖+ ‖𝑢−‖ ≤ 2
1
2‖𝑢‖, то

𝛿‖𝑢‖2 = 𝛿
(︀
‖𝑢+‖2 + ‖𝑢−‖2

)︀
≤ 𝑙‖𝑢‖2𝑝+1(‖𝑢+‖+ ‖𝑢−‖) ≤ 2

1
2 𝑙‖𝑢‖2𝑝+2,

звiдки
‖𝑢‖2 ≥ 2−

1
2𝑝 𝛿

1
𝑝 𝑙−

1
𝑝 .

Для оцiнки критичного значення використаємо останню нерiвнiсть i верхню
оцiнку з попередньої леми

‖𝑢‖ ≤ 4𝛿−1𝑙(𝑝𝑙0)
− 2𝑝+1

2𝑝+2 𝑏
2𝑝+1
2𝑝+2 .

Таким чином, маємо

𝑏 ≥
(︁
4−1𝛿𝑙−1(𝑝𝑙0)

2𝑝+1
2𝑝+2‖𝑢‖

)︁ 2𝑝+2
2𝑝+1 ≥

(︁
4−1𝛿𝑙−1(𝑝𝑙0)

2𝑝+1
2𝑝+22−

1
4𝑝 𝛿

1
2𝑝 𝑙−

1
2𝑝

)︁ 2𝑝+2
2𝑝+1

=

=
(︁
2−

8𝑝+1
4𝑝 𝛿

2𝑝+1
2𝑝 𝑙−

2𝑝+1
2𝑝 (𝑝𝑙0)

2𝑝+1
2𝑝+2

)︁ 2𝑝+2
2𝑝+1

= 2−
(8𝑝+1)(𝑝+1)
2𝑝(2𝑝+1) 𝛿

𝑝+1
𝑝 𝑙−

𝑝+1
𝑝 𝑝𝑙0.

Доведення у випадку функцiоналу 𝐽𝑘 аналогiчне. Лему доведено.
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5. Теорема про зачеплення. Далi нам знадобиться одна iз популярних
мiнiмаксних теорем — теорема про зачеплення.

Нехай на гiльбертовому просторi 𝐻 заданий функцiонал 𝐼 : 𝐻 → R класу
𝐶1.

Послiдовнiсть {𝑢𝑛} точок гiльбертового простору 𝐻 називається послiдов-
нiстю Пале-Смейла функцiоналу 𝐼 на деякому рiвнi 𝑏, якщо 𝐼(𝑢𝑛) → 𝑏 та
𝐼 ′(𝑢𝑛) → 0 при 𝑛→ ∞.

Кажуть, що 𝐼 задовольняє умову Пале–Смейла, якщо виконується така умо-
ва:
(𝑃𝑆) будь-яка послiдовнiсть Пале-Смейла {𝑢𝑛} ⊂ 𝐻 мiстить збiжну пiдпо-

слiдовнiсть.
Нехай 𝐻 = 𝑌 ⊕𝑍. I нехай також 𝜌 > 𝑟 > 0 i 𝑧 ∈ 𝑍 такий елемент, що ‖𝑧‖ = 𝑟.

Позначимо
𝑀 := {𝑢 = 𝑦 + 𝜆𝑧 : 𝑦 ∈ 𝑌, ‖𝑢‖ ≤ 𝜌, 𝜆 ≥ 0}

i
𝑀0 := {𝑢 = 𝑦 + 𝜆𝑧 : 𝑦 ∈ 𝑌, ‖𝑢‖ = 𝜌 i 𝜆 ≥ 0, або ‖𝑢‖ ≤ 𝜌, 𝜆 = 0},

тобто 𝑀0 — межа 𝑀 . Нехай

𝑁 := {𝑢 ∈ 𝑍 : ‖𝑢‖ = 𝑟}.

Розглянемо 𝐶1-функцiонал 𝐼 на 𝐻 i припустимо, що

𝛽 := inf
𝑢∈𝑁

𝐼(𝑢) > 𝛼 := sup
𝑢∈𝑀0

𝐼(𝑢).

В такому випадку кажуть, що функцiонал 𝐼 задовольняє геометрiю зачеп-
лення.

Сформулюємо тепер теорему про зачеплення (див. [5, 16,18]).
Теорема про зачеплення. Нехай на гiльбертовому просторi 𝐻 заданий

функцiонал 𝐼 : 𝐻 → R класу 𝐶1, який задовольняє умову Пале–Смейла та
геометрiю зачеплення. Тодi iснує критична точка 𝑢∈𝐻 функцiоналу 𝐼 така,
що критичне значення

𝐼(𝑢) = 𝑏 := inf
𝛾∈Γ

max
𝑢∈𝑀

𝐼(𝛾(𝑢)) ≥ 𝛽,

де Γ := {𝛾 ∈ 𝐶(𝑀,𝐻) : 𝛾|𝑀0 = 𝑖𝑑}. При цьому

𝐼(𝑢) ≤ sup
𝑢∈𝑀

𝐼(𝑢).

6. Iснування перiодичних розв’язкiв. За допомогою теореми про заче-
плення встановимо iснування нетривiальних 𝑘𝑁 -перiодичних розв’язкiв систе-
ми (4). Для цього, згiдно леми 1, достатньо встановити iснування нетривiальних
критичних точок функцiоналу 𝐽𝑘.

Основним результатом цього параграфу є теорема:

Теорема 1. Нехай виконується умова (𝑖), 𝑑𝑛 > 0 для всiх 𝑛 ∈ Z, 𝜔2 ∈ (𝑎, 𝑏)
та 𝑏 ̸= +∞. Тодi для будь-якого 𝑘 ≥ 1 система (4) має нетривiальний 𝑘𝑁-
перiодичний розв’язок 𝑢 ∈ 𝑙2𝑘. Бiльше того, iснують такi додатнi сталi 𝜀0, 𝐶0,
𝜀 i 𝐶, якi не залежать вiд 𝑘, що

𝜀0 ≤ ‖𝑢‖2𝑘 ≤ 𝐶0,

𝜀 ≤ 𝐽𝑘(𝑢) ≤ 𝐶.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Перевiримо виконання умов теореми про зачеплення для функцiоналу 𝐽𝑘.
Почнемо з умови Пале–Смейла.

Лема 5. За умов теореми 1 функцiонал 𝐽𝑘 задовольняє умову Пале-Смейла.

Доведення. Оскiльки 𝑙2𝑘 є скiнченновимiрним простором, то для доведення
леми достатньо показати, що будь-яка послiдовнiсть Пале–Смейла в просторi
𝑙2𝑘 є обмеженою.

Справдi, нехай {𝑢(𝑗)} послiдовнiсть Пале–Смейла функцiоналу 𝐽𝑘 на деяко-
му рiвнi 𝑏, тобто 𝐽𝑘(𝑢(𝑗)) → 𝑏 i 𝐽 ′

𝑘(𝑢
(𝑗)) → 0 при 𝑗 → ∞. Зауважимо, що замi-

нивши 𝐿 на 𝐿+ 𝜔2
0 та 𝜔

2 на 𝜔2 + 𝜔2
0 з деяким 𝜔2

0 можна вважати, що ‖𝐿‖ ≫ 1,
тобто

(𝐿𝑢, 𝑢)𝑘 ≥ ‖𝑢‖2𝑘,

де 𝑢 ∈ 𝑙2𝑘 та 𝜔
2 > 0. Тодi, вибраши 𝛽 ∈

(︁
1

2𝑝+2
, 1
2

)︁
, для достатньо великих 𝑗 маємо

𝑏+ 1 + 𝛽‖𝑢(𝑗)‖𝑘 ≥ 𝐽𝑘(𝑢
(𝑗))− 𝛽⟨𝐽 ′

𝑘(𝑢
(𝑗)), 𝑢(𝑗)⟩ =

=

(︂
1

2
− 𝛽

)︂(︀
𝐿𝑢(𝑗) − 𝜔2𝑢(𝑗), 𝑢(𝑗)

)︀
𝑘
+

(︂
𝛽 − 1

2𝑝+ 2

)︂ ∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛(𝑢
(𝑗)
𝑛 )2𝑝+2 =

=

(︂
1

2
− 𝛽

)︂(︀
𝐿𝑢(𝑗), 𝑢(𝑗)

)︀
𝑘
−
(︂
1

2
− 𝛽

)︂
𝜔2‖𝑢(𝑗)‖2𝑘+

+

(︂
𝛽 − 1

2𝑝+ 2

)︂ ∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛(𝑢
(𝑗)
𝑛 )2𝑝+2 ≥

≥
(︂
1

2
− 𝛽

)︂
‖𝑢(𝑗)‖2𝑘 −

(︂
1

2
− 𝛽

)︂
𝜔2‖𝑢(𝑗)‖2𝑘 +

(︂
𝛽 − 1

2𝑝+ 2

)︂
𝑙0‖𝑢(𝑗)‖2𝑝+2

𝑘 .

Оскiльки 𝑟2 ≤ 𝐾(𝜀) + 𝜀𝑟2𝑝+2, де 𝐾(𝜀) → ∞ при 𝜀→ 0, та 𝜔2 > 0, то

𝑏+ 1 + 𝛽‖𝑢(𝑗)‖𝑘 ≥
(︂
1

2
− 𝛽

)︂
‖𝑢(𝑗)‖2𝑘 −

(︂
1

2
− 𝛽

)︂
𝜔2𝐾(𝜀)−

−
(︂
1

2
− 𝛽

)︂
𝜔2𝜀‖𝑢(𝑗)‖2𝑝+2

𝑘 +

(︂
𝛽 − 1

2𝑝+ 2

)︂
𝑙0‖𝑢(𝑗)‖2𝑝+2

𝑘 .

Вибираючи достатньо мале 𝜀 > 0, одержуємо

𝑏+ 1 + 𝛽‖𝑢(𝑗)‖𝑘 ≥
(︂
1

2
− 𝛽

)︂
‖𝑢(𝑗)‖2𝑘 + 𝐶‖𝑢(𝑗)‖2𝑝+2

𝑘 − 𝐶0

з деякими додатними сталими 𝐶 i 𝐶0. Остання нерiвнiсть i доводить обмеже-
нiсть послiдовностi {𝑢(𝑗)}. Лему доведено.

Покладемо 𝑌 = 𝐸−
𝑘 та 𝑍 = 𝐸+

𝑘 . Нагадаємо, що функцiонал 𝐽𝑘 має нетривi-
альнi критичнi точки у випадку, коли 𝑏 ̸= +∞, а отже, 𝑍 ̸= {0}.

Введемо тепер так званий оператор обрiзки (див. [12]). Покладемо для
𝑢𝑛 ∈ 𝑙2

𝑅𝑘𝑢𝑛 =

{︃
𝑢𝑛, 𝑛 ∈ 𝑄𝑘,

0, 𝑛 ̸∈ 𝑄𝑘.
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I нехай {𝑆𝑘𝑢𝑛} єдина послiдовнiсть з 𝑙2𝑘 така, що 𝑆𝑘𝑢𝑛 = 𝑢𝑛, якщо 𝑛 ∈ 𝑄𝑘

(оператор перiодизацiї). Тодi ‖𝑢‖𝑙𝑝𝑘 = ‖𝑅𝑘𝑢‖𝑙𝑝 . Очевидно, що

‖𝑅𝑘𝑢‖𝑙𝑝 ≤ ‖𝑢‖𝑙𝑝 , ‖𝑆𝑘𝑢‖𝑙𝑝𝑘 ≤ ‖𝑢‖𝑙𝑝

для всiх 𝑢 ∈ 𝑙𝑝. Бiльше того, для всiх 𝑢 ∈ 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 <∞

lim
𝑘→∞

‖𝑅𝑘𝑢‖𝑙𝑝 = lim
𝑘→∞

‖𝑆𝑘𝑢‖𝑙𝑝𝑘 = ‖𝑢‖𝑙𝑝 ,

lim
𝑘→∞

‖𝐿𝑅𝑘𝑢‖𝑙𝑝 = lim
𝑘→∞

‖𝑅𝑘𝐿𝑢‖𝑙𝑝𝑘 = ‖𝐿𝑢‖𝑙𝑝 ,

lim
𝑘→∞

‖𝐿𝑆𝑘𝑢‖𝑙𝑝𝑘 = lim
𝑘→∞

‖𝑆𝑘𝐿𝑢‖𝑙𝑝𝑘 = ‖𝐿𝑢‖𝑙𝑝 .

Вiзьмемо довiльний одиничний вектор 𝑧 ∈ 𝐸+ i покладемо

𝑧(𝑘) =
𝑃+
𝑘 𝑆𝑘𝑧

‖𝑃+
𝑘 𝑆𝑘𝑧‖𝑘

∈ 𝑍.

Зафiксуємо двi сталi 𝜌 > 𝑟 > 0 i позначимо через

𝑁 = {𝑢 ∈ 𝑍 : ‖𝑢‖𝑘 = 𝑟},

𝑀 = {𝑢 = 𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘) : 𝑦 ∈ 𝑌, ‖𝑢‖𝑘 ≤ 𝜌, 𝜆 ≥ 0},

𝑀0 = {𝑢 = 𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘) : 𝑦 ∈ 𝑌, ‖𝑢‖𝑘 = 𝜌, i 𝜆 ≥ 0, або ‖𝑢‖𝑘 ≤ 𝜌, i 𝜆 = 0}.

Наступна лема показує, що функцiонал 𝐽𝑘 задовольняє геометрiю зачеп-
лення.

Лема 6. При 𝑟2𝑝 ≤ 𝑙−1𝛿𝑝 маємо, що

𝐽𝑘(𝑢) ≥
𝛿

2𝑝+ 2
𝑟2, 𝑢 ∈ 𝑁,

i

𝐽𝑘(𝑢) ≤ 0, 𝑢 ∈𝑀0

для достатньо великих 𝜌. Бiльше того, iснує стала 𝐶 > 0, яка не залежить
вiд 𝑘 i така, що

𝐽𝑘(𝑢) ≤ 𝐶, 𝑢 ∈𝑀. (11)

Доведення. Якщо 𝑢 ∈ 𝑍, то

𝐽𝑘(𝑢) =
1

2
(𝐿𝑘𝑢− 𝜔2𝑢, 𝑢)𝑘 −

1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛𝑢
2𝑝+2
𝑛 ≥ 𝛿

2
‖𝑢‖2𝑘 −

𝑙

2𝑝+ 2
‖𝑢‖2𝑝+2

𝑘 .

Тодi якщо 𝑢 ∈ 𝑁 , то

𝐽𝑘(𝑢) ≥
𝛿

2
𝑟2 − 𝑙

2𝑝+ 2
𝑟2𝑝+2 ≥ 𝛿

2𝑝+ 2
𝑟2

при 𝑟2𝑝 ≤ 𝑙−1𝛿𝑝.
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Нехай тепер 𝑢 = 𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘) ∈𝑀 . Тодi, оскiльки 𝑌 та 𝑍 взаємно ортогональнi
спектральнi пiдпростори оператора 𝐿𝑘 − 𝜔2, то

𝐽𝑘(𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘)) =
1

2
(𝐿𝑘𝑦 − 𝜔2𝑦, 𝑦)𝑘 +

𝜆2

2
(𝐿𝑘𝑧

(𝑘) − 𝜔2𝑧(𝑘), 𝑧(𝑘))𝑘−

− 1

2𝑝+ 2

∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

𝑑𝑛
(︀
𝑦𝑛 + 𝜆𝑧(𝑘)𝑛

)︀2𝑝+2 ≤

≤ −𝛿
2
‖𝑦‖2𝑘 +

𝜆2

2

(︀
𝐿𝑘𝑧

(𝑘) − 𝜔2𝑧(𝑘), 𝑧(𝑘)
)︀
𝑘
− 1

2𝑝+ 2
𝑙0‖𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘)‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2
𝑘

.

Розглянемо пiдпростiр 𝑋 = 𝑌 ⊕ R𝑧(𝑘) ⊂ 𝑙2𝑘, надiлений нормою

‖𝑢‖𝑙2𝑝+2
𝑘

=

(︃∑︁
𝑛∈𝑄𝑘

|𝑢𝑛|2𝑝+2

)︃ 1
2𝑝+2

.

Вiдображення 𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘) ↦→ 𝜆𝑧(𝑘) є обмеженим проектором на R𝑧(𝑘). Оскiльки
його норма не менше 1, то

‖𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘)‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2
𝑘

≥ ‖𝜆𝑧(𝑘)‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2
𝑘

.

Таким чином,

𝐽𝑘(𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘)) ≤ −𝛿
2
‖𝑦‖2𝑘 +

𝜆2

2

(︀
𝐿𝑘𝑧

(𝑘) − 𝜔2𝑧(𝑘), 𝑧(𝑘)
)︀
𝑘
− 𝜆2𝑝+2

2𝑝+ 2
𝑙0‖𝑧(𝑘)‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2
𝑘

. (12)

Крiм того, оскiльки(︀
𝐿𝑘𝑧

(𝑘) − 𝜔2𝑧(𝑘), 𝑧(𝑘)
)︀
𝑘
≤ ‖𝐿𝑘 − 𝜔2‖ = 𝑎0

та
lim
𝑘→∞

‖𝑧(𝑘)‖2𝑝+2

𝑙2𝑝+2
𝑘

= ‖𝑃+𝑧‖2𝑝+2
𝑙2𝑝+2 ,

то з нерiвностi (12) маємо

𝐽𝑘(𝑦 + 𝜆𝑧(𝑘)) ≤ −𝛿
2
‖𝑦‖2𝑘 +

𝑎0
2
𝜆2 − 𝑎1𝜆

2𝑝+2 ≤ 𝑎0
2
𝜆2 − 𝑎1𝜆

2𝑝+2

з деяким 𝑎1 > 0, яке не залежить вiд 𝑘. Отже, для всiх достатньо великих 𝜌

𝐽𝑘(𝑢) ≤ 0, 𝑢 ∈𝑀0.

Бiльше того,

sup
𝑢∈𝑀

𝐽𝑘(𝑢) ≤ 𝐶 = max
𝜆>0

(︁𝑎0
2
𝜆2 − 𝑎1𝜆

2𝑝+2
)︁

з деяким 𝐶 > 0, яке не залежить вiд 𝑘. Лему доведено.
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Доведення теореми 1. З лем 5 та 6 випливає, що для функцiоналу 𝐽𝑘
виконуються всi умови теореми про зачеплення, а отже, вiн має нетривiальну
критичну точку 𝑢 ∈ 𝑙2𝑘. Бiльше того, за цiєю ж теоремою вiдповiдне критичне
значення задовольняє нерiвнiсть

𝑏 = 𝐽𝑘(𝑢) ≤ sup
𝑢∈𝑀

𝐽𝑘(𝑢).

Тепер оцiнки для критичної точки i вiдповiдного критичного значення випли-
вають з лем 3, 4 та 6. Теорему доведено.

7. Iснування локалiзованих розв’язкiв. Тепер за допомогою методу
перiодичних апроксимацiй можна довести iснування нетривiальних локалiзо-
ваних розв’язкiв системи (4). За лемою 1 цi розв’язки є критичними точками
функцiоналу 𝐽 . Однак цей функцiонал не задовольняє умову Пале–Смейла i
тому скористатися в даному випадку теоремою про зачеплення не вийде. Проте
критичнi точки функцiоналу 𝐽 можна побудувати за допомогою переходу до
границi при 𝑘 → ∞ в критичних точках функцiоналу 𝐽𝑘.

Основним результатом цього параграфу є така теорема:

Теорема 2. Нехай виконується умова (𝑖), 𝑑𝑛 > 0 для всiх 𝑛 ∈ Z, 𝜔2 ∈ (𝑎, 𝑏)
та 𝑏 ̸= +∞. Тодi система (4) має нетривiальний розв’язок 𝑢 ∈ 𝑙2.

Доведення. Нехай 𝑢(𝑘) = {𝑢(𝑘)𝑛 } ∈ 𝑙2𝑘 нетривiальний 𝑘𝑁 -перiодичний розв’язок
системи (4), який iснує за теоремою 1.

Зазначимо, що iснують 𝛿0 > 0 та 𝑛𝑘 ∈ Z такi, що⃒⃒
𝑢(𝑘)𝑛𝑘

⃒⃒
≥ 𝛿0. (13)

Справдi, у протилежному випадку 𝑢(𝑘) → 0 в 𝑙∞, а отже, 𝑣(𝑘) = 𝑅𝑘𝑢
(𝑘) → 0 в 𝑙∞.

За теоремою 1, ‖𝑣(𝑘)‖ = ‖𝑢(𝑘)‖𝑘 обмежена. Далi оскiльки

‖𝑣‖𝑝𝑙𝑝 ≤ ‖𝑣‖𝑝−2
𝑙∞ ‖𝑣‖2𝑙2 , 𝑝 > 2,

то 𝑣(𝑘) → 0 в 𝑙𝑝 для всiх 𝑝 > 2. А це означає, що ‖𝑢(𝑘)‖𝑙𝑝𝑘 → 0 для всiх 𝑝 > 2.
Тодi, як на початку доведення леми 3, для вiдповiдного критичного значення
𝑏𝑘 = 𝐽𝑘(𝑢

(𝑘)) маємо що суперечить лемi 4.
В силу перiодичностi коефiцiєнтiв послiдовнiсть {𝑢(𝑘)𝑛+𝑁} є також розв’язком

системи (4). Тому можна вважати, що 0 ≤ 𝑛𝑘 ≤ 𝑁 − 1. Однак, таких значень
скiнченне число, тому, переходячи до пiдпослiдовностi (по 𝑘), можемо вважати,
що всi цi номери спiвпадають, тобто 𝑛𝑘 = 𝑛0.

В силу обмеженостi {𝑢(𝑘)}, переходячи до пiдпослiдовностi (з тим самим
позначенням), маємо 𝑢(𝑘)𝑛 → 𝑢𝑛 при 𝑘 → ∞ (для всiх 𝑛 ∈ Z). Крiм того, за
нерiвнiстю (13),

|𝑢𝑛0| ≥ 𝛿0,

а отже, 𝑢 = {𝑢𝑛} ненульова послiдовнiсть. Використовуючи граничний перехiд,
неважко показати, що 𝑢 = {𝑢𝑛} є розв’язком системи (4).

Залишається показати, що 𝑢 = {𝑢𝑛} ∈ 𝑙2. Справдi, оскiльки для будь-якого
фiксованого 𝑛̃, 𝑚̃ ∈ Z i достатньо великого 𝑘,

𝑛̃∑︁
𝑛=−𝑛̃

|𝑢(𝑘)𝑛 |2 ≤ ‖𝑢(𝑘)‖2𝑘 ≤ 𝐶2,
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то переходячи до границi при 𝑘 → ∞, одержуємо

𝑛̃∑︁
𝑛=−𝑛̃

|𝑢𝑛|2 ≤ 𝐶2.

В силу довiльностi 𝑛̃ маємо, що 𝑢 ∈ 𝑙2. Теорему доведено.
Зауважимо, що якщо 𝑏 = +∞, то за лемою 2 система (4) має тiльки тривi-

альний розв’язок.
Оскiльки спектр оператора −∆+𝑚2 є вiдрiзком [𝑚2, 4+𝑚2], то з теореми 2

одержуємо наслiдок:

Наслiдок 1. Нехай 𝑑𝑛 > 0 для всiх 𝑛 ∈ Z та 𝜔2 < 𝑚2. Тодi система (3)
має нетривiальний розв’язок 𝑢 ∈ 𝑙2.
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Bak S. M. Standing waves in discrete Klein-Gordon type equations with power
nonlinearities.

This article is devoted to the study of discrete Klein-Gordon type equations that de-
scribe the dynamics of an infinite chain of linearly coupled nonlinear oscillators. These
equations represent a countable system of ordinary differential equations. Such systems
are infinite-dimensional Hamiltonian systems. Equations of the Klein-Gordon type with
power nonlinearities of odd degree are considered. When substituting the ansatz in the
form of a standing wave, a system of algebraic equations for the amplitude of the standing
wave is obtained. Further, we consider a system with a more general operator 𝐿 of linear
interaction of oscillators, which is bounded and self-adjoint in the Hilbert space of real
two-sided sequences 𝑙2. The problem of the existence of periodic and localized (converging
to zero at infinity) solutions for such systems is considered. The main conditions for the
existence of these solutions are the spatial periodicity of the coefficients of the linear inter-
action operator of the oscillators and the belonging of the standing wave frequency to the
spectral interval of the operator 𝐿. If the right end of the spectral interval is finite, then the
system has nontrivial solutions. This article shows that periodic and localized solutions
of this system can be constructed as critical points of the corresponding functionals 𝐽𝑘
and 𝐽 . The existence of periodic solutions was established using the linking theorem. In
particular, it is shown that the functional 𝐽𝑘 satisfies the so-called Palais-Smale condition
and the linking geometry, and therefore has nontrivial critical points, which are the peri-
odic solutions of the system. In the case of localized solutions, the linking theorem cannot
be used, since the Palais-Smale condition does not hold for the functional 𝐽 . Therefore,
in this case, the method of periodic approximations is used, that is, the critical points of
the functional 𝐽 are constructed using the passage to the limit as 𝑘 → ∞ at the critical
points of the functional 𝐽𝑘. By virtue of the well-known properties of the discrete Laplace
operator, a corollary is obtained in which conditions for the existence of localized solutions
for the original system are established.

Keywords: discrete Klein-Gordon type equations, standing waves, power nonlinearities,
critical points, linking theorem, periodic approximations.
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