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БАЗИСНА ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ У КЛАСI УНIВЕРСАЛЬНИХ
БУЛЕВИХ АЛГЕБР

У роботi вводиться поняття базисної еквiвалентностi, будується фактор-решiтка
класу алгебр 𝑀2, встановлюється розташування вершин у фактор-решiтцi по бази-
снiй еквiвалетностi класу 𝑀2. Будуються сигнатурнi графи сумiжних класiв алгебри
𝑀2. Дослiджується 265 елементна базисна решiтка фактор класу 𝑀1

2 /𝜎. Доводиться
теорема про потужнiсть класу 𝑀2/𝜎.

Ключовi слова: базисна еквiвалентнiсть, базисна решiтка, сигнатурний граф сумi-
жних класiв

1. Вступ. У данiй роботi продовжуються дослiдження класу унiверсальних
булевих алгебр, сигнатура яких складається з операцiй, арнiсть яких не пе-
ревищує два [1, 2]. Вiдомо, що в класi таких булевих функцiй можна побу-
дувати дев’ять двохоперацiйних базисiв 𝑎1 = {0,⇒}, 𝑎2 = {0,⇒}, 𝑎3 = {¬,∧},
𝑎4 = {¬,∨}, 𝑎5 = {¬,⇒}, 𝑎6 = {¬,⇒}, 𝑎7 = {⊕,⇒}, 𝑎8 = {⇒,⇒}, 𝑎9 = {⇒,⇔} i
шiсть трьохоперацiйних базисiв 𝑎10 = {0,∧,⇔}, 𝑎11 = {0,∨,⇔}, 𝑎12 = {1,∧,⊕},
𝑎13 = {1,∨,⊕}, 𝑎14 = {∧,⊕,⇔}, 𝑎15 = {∨,⊕,⇔} та два однооперацiйних базисiв
𝑎16 = {↑}, 𝑎17 = {|}. Iз сiмнадцяти базисiв можна утворити 217 рiзних комбi-
нацiй базисiв. Для бiльшостi комбiнацiй базисiв не iснують унiверсальнi булевi
алгебри з операцiй яких можна побудувати тiльки тi базиси, що входять у ви-
брану комбiнацiю. З iншого боку, iснують унiверсальнi булевi алгебри з рiзними
сигнатурами, з операцiй яких можна побудувати однакову множину базисiв.

2. Базисна еквiвалентнiсть. Кожнiй алгебрi 𝑈𝑖 = ⟨𝐴, Ω𝑖⟩ ∈𝑀 поставимо
у вiдповiднiсть 17-мiрний булевий вектор 𝐻𝑖 = {𝛼𝑖

1, 𝛼
𝑖
2, . . . , 𝛼

𝑖
17}, де 𝛼𝑖

𝑗 = 1, якщо
з операцiй Ω𝑖 можна утворити 𝑗-базис i 𝛼𝑖

𝑗 = 0 у iншому випадку. Вектор 𝐻𝑖

називається характеристичним базисним вектором алгебри 𝑈𝑖. Позначимо через
𝐵(𝑈𝑖) множину усiх базисiв алгебри 𝑈𝑖 = ⟨𝐴, Ω𝑖⟩ з операцiй, що входять в Ω𝑖.

Означення 1. Алгебри 𝑈1 i 𝑈2 ∈𝑀 називаються базисно еквiвалентними
𝑈1

𝜎
=𝑈2, якщо 𝐵(𝑈1) = 𝐵(𝑈2). Зрозумiло, що 𝑈1

𝜎
=𝑈2 тодi i тiльки тодi, коли

𝐻1 = 𝐻2, де 𝜎−вiдношення еквiвалентностi.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Побудуємо фактор-решiтку класу 𝑀2 за базисною еквiвалентнiстю 𝜎, ви-
користовуючи характеристичнi базиснi вектори. Якщо алгебри 𝑈1 = ⟨𝐴, Ω1⟩
i 𝑈2 = ⟨𝐴, Ω2⟩ мають характеристичнi базиснi вектори 𝐻1 = {𝛼1

1, 𝛼
1
2, . . . , 𝛼

1
17}

i 𝐻2 = {𝛼2
1, 𝛼

2
2, . . . , 𝛼

2
17}, то 𝑈1 ≤ 𝑈2 тодi i тiльки тодi, коли 𝐻1 ≤ 𝐻2, тобто

𝛼1
𝑖 ≤ 𝛼2

𝑖 , ∀𝑖 = 1, 2, ..., 17. Алгебри, якi входять у нульовий елемент фактор-
решiтки мають характеристичний базисний вектор (0, 0, . . . , 0) з операцiй яких
не можна утворити жодного базису. Максимальним елементом фактор-решiтки
є алгебра 𝑈* така, що 𝑀* = (1, 1, . . . , 1), з операцiй сигнатури яких можна
утворити 17 базисiв.

Побудуємо базисну фактор-решiтку 𝑅(𝑀2/𝜎). Вершинами 𝑅(𝑀2/𝜎) є сумi-
жнi класи множини 𝑀2/𝜎, а операцiї решiтки визначаються за допомогою ха-
рактеристичних базисних векторiв.

У базиснiй решiтцi 𝑅(𝑀2/𝜎) є сiмнадцять ярусiв, на k -му ярусi знаходяться
всi алгебри з сигнатури операцiй яких можна скласти k базисiв. У сигнатурних
графах ребра несли iнформацiю про операцiю, яка змiнювала сигнатури алгебр,
що їх з’єднували. У базисних графах ребра вказують на базис, який змiнює
два сумiжнi класи 𝑀2/𝜎. Оскiльки така змiна може призвести до виникнення
додаткових базисiв, то ребра в базисних графах можуть з’єднувати сумiжнi
класи, якi знаходяться не на сусiднiх ярусах.

Аналогiчно, як в роботах [1, 2], розiб’ємо 𝑀2 на класи: 𝑀1
2 – клас алгебр

у сигнатуру яких входять операцiї 𝑄 = {0, 1, ¬, ∧, ∨, ⊕, ⇒, ⇐, ⇔}; 𝑀2
2 –

клас алгебр у сигнатуру яких окрiм вказаних операцiй входить операцiя стрiлка
Пiрса; 𝑀3

2 – клас алгебр у сигнатуру яких, окрiм вказаних операцiй входить
операцiя штрих Шефера; 𝑀4

2 – клас алгебр у сигнатуру яких, окрiм вказаних
операцiй входять операцiї стрiлка Пiрса та штрих Шефера.

Розглянемо сумiжнi класи𝑀1
2 за базисною еквiвалентнiстю 𝜎. Найбiльше ал-

гебр класу 𝑀1
2 мають характеристичний базисний вектор (0, 0, . . . , 0). Це вiсiм-

десят вiсiм функцiонально неповних алгебр [1]. Є два сумiжнi класи до складу
яких входять по десять алгебр: 𝐾1

10 = {130, 138, 146, 162, 178, 386, 394, 402,
418, 434}, 𝐾2

10 = {260, 261, 276, 292, 308, 388, 389, 406, 420, 436}. Класи 𝐾1
10 i

𝐾2
10 мають iзоморфнi сигнатурнi графи.

Рис. 1. Сигнатурний граф сумiжних класiв 𝐾1
10 i 𝐾

2
10.
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Три сумiжнi класи мiстять у своєму складi по 8 алгебр:
𝐾1

8 = {80, 81, 88, 208, 209, 336, 344, 464}, 𝐾2
8 = {96, 97, 104, 224, 225, 352, 360, 480},

𝐾3
8 = {112, 113, 120, 240, 241, 368, 376, 490} та мають iзоморфнi сигнатурнi графи

(рис. 2).

Рис. 2. Сигнатурний граф сумiжних класiв 𝐾1
8 , 𝐾

2
8 i 𝐾

3
8 .

Чотири класи мають у своєму складi по 7 алгебр:
𝐾1

7 = {3, 11, 19, 35, 51, 259, 267}, 𝐾2
7 = {12, 13, 28, 44, 60, 140, 141},

𝐾3
7 = {131, 139, 147, 163, 179, 387, 395}, 𝐾4

7 = {268, 269, 284, 300, 316, 396, 397}, якi
можемо зобразити у виглядi сигнатурних графiв (рис. 3).

Рис. 3. Сигнатурний граф сумiжних класiв 𝐾1
7 , 𝐾

2
7 , 𝐾

3
7 , 𝐾

4
7 .

Двадцять два сумiжнi класи 𝐾𝑡1
4 , 𝑡1 = 1, 2, . . . , 22 до класу яких входить

чотири алгебри, тридцять класiв 𝐾𝑡2
2 , 𝑡2 = 1, 2, . . . , 30 мiстять по двi алгебри i

сто сiмдесят шiсть класiв 𝐾𝑡3
1 , 𝑡3 = 1, 2, . . . , 176 – по однiй алгебрi. Сигнатурнi

решiтки цих класiв зображенi на рис. 4.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 4. Сигнатурний граф сумiжних класiв 𝐾𝑡1
4 , 𝐾

𝑡2
2 , 𝐾

𝑡3
1 .

Побудуємо базисну решiтку фактор-класу M2/𝜎 . Вершини решiтки будуть
кодуватися бiнарними кодами базисiв або сигнатурним кодом канонiчних ал-
гебр, якi входять до вiдповiдного класу. Ребра будуть кодуватися або номерами
базисiв або кодами операцiй, якi з’єднують канонiчнi алгебри. У кожному су-
мiжному класi є одна канонiчна алгебра, а решта алгебр – вiльнi. Тому фактор
решiтку можна побудувати, використовуючи множину канонiчних алгебр.

На рис. 5 побудована фактор-решiтка, на який зображенi алгебри, що мають
однакову базиснiсть, а саме:
1) 0-базиснi алгебри (88 алгебр) утворюють нульову вершину фактор-решiтки.
2) Алгебри першого ярусу — це однобазиснi алгебри, якi розподiленi по де-

в’ять елементiв фактор-класу: до складу двох входить по десять алгебр,
двох по вiсiм, двох по сiм, трьох по чотири. Цi класи можемо задати при
побудовi фактор-решiтки вiдповiдними канонiчними алгебрами цього класу
з номерами 3, 6, 12, 66, 68, 80, 96, 130, 260.

3) Алгебри третього ярусу — це сорок трьохбазисних канонiчних алгебр.

Рис. 5. Базисна решiтка фактор-класу M2/𝜎.
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Оскiльки мiж канонiчними алгебрами i базисними векторами iснує взаєм-
нооднозначна вiдповiднiсть, то базисна решiтка iзоморфна сигнатурнiй решiтцi
канонiчних алгебр, яка описана в [1]. Для побудови базисної решiтки класу
алгебр 𝑀1

2 , скористаємось твердженням 6 [1], яке стверджує, що кiлькiсть еле-
ментiв в решiтцi 𝑅(𝑀1

2/𝜎) по ярусах задає наступна таблиця:

Таблиця 1

Ярус 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Кiлькiсть
сумiжних
класiв

1 15 39 39 49 39 35 16 13 9 2 5 2 - - 1

З цiєї таблицi випливає, що |𝑀1
2/𝜎| рiвна 265 алгебр. Базиснi решiтки

𝑅(𝑀2
2/𝜎), 𝑅(𝑀

3
2/𝜎), 𝑅(𝑀

4
2/𝜎) iзоморфнi решiтцi 𝑀

1
2/𝜎 [3]. Якщо об’єднати цi

решiтки в одну базисну решiтку 𝑅(𝑀2/𝜎), то вiдповiднi алгебри 𝑈 𝑖
𝑘 решiток

𝑀 𝑖
2/𝜎, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, утворюють пiдрешiтки такого типу:

Рис. 6. Базисний граф iзоморфних алгебр класiв 𝑀 𝑖
2/𝜎.

Звiдси випливає теорема.

Теорема 1. Потужнiсть класу 𝑀2/𝜎 рiвна 1060 алгебр.

Дiйсно |𝑀2/𝜎| = |𝑀1
2/𝜎|+ |𝑀2

2/𝜎|+ |𝑀3
2/𝜎|+ |𝑀4

2/𝜎| = 4 · 265 = 1060.
3. Висновки. З 17 базисiв можна скласти 217 рiзних комбiнацiй i тiльки

1060 таким комбiнацiям можна знайти алгебру яка має тiльки тi базиси що
вказанi у вибранiй комбiнацiї.
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Mych I. A., Nykolenko V. V., Vartsaba O. V. Basic equivalence in class
universal boolean algebras.

In this paper, the concept of basic equivalence has been introduced and the factor-
grating 𝑅(𝑀1

2 /𝜎) of the class of algebras 𝑀2 is obtained. The ordering of the vertexes of
factor-grating of basic equivalence of the class 𝑀2 is installed. The signature graph of the
adjacent classes of algebra 𝑀2 is given. 265-elements bases grating factor class 𝑀1

2 /𝜎 is
investigated. Theorem about the power of class 𝑀2/𝜎 has been proven.

Keywords: Basic Equivalence, basic grating, the signature graph of the adjacent classes.
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