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КРАТНОСТI ВАГ НЕЗВIДНИХ ЗОБРАЖЕНЬ АЛГЕБРИ ЛI 𝑆𝐿3

В данiй статтi для комплексної алгебри Лi 𝑠𝑙3 запропонована явна формула зна-
ходження кратностi ваги незвiдного зображення Γ𝜆, яке визначається старшою вагою
𝜆 = (𝑎, 𝑏). Множина всiх ваг Λ такого зображення утворює групове кiльце Z[Λ] з
мультиплiкативним базисом e(𝜇), 𝜇 ∈ Λ. Характер зображення Char Γ𝜆 є елементом
Z[Λ], коефiцiєнти якого i є шуканими кратностями. Головна iдея обчислень полягає у
специфiкацiї базису e(𝜇) = 𝑥𝜇1𝑦𝜇2 групового кiльця Z[𝜆]. Це дало можливiсть предста-

вити характер Char Γ𝑎,𝑏 незвiдного Γ𝑎,𝑏 зображення як многочлен Шура 𝑠𝑎,𝑏

(︂
𝑥,

𝑦

𝑥
,
1

𝑦

)︂
вiд двох змiнних 𝑥, 𝑦 . Як наслiдок ми виразити коефiцiєнти цього многочлена через
простi функцiї, якi легко обчислюються за лiнiйний час. Ключову роль в обчисленнi
зiграли знайденi явно коефiцiєнти розкладу ряду

Δ =
1

(𝑦2 − 𝑥) (1− 𝑦𝑥) (𝑦 − 𝑥2)
,

в термiнах функцiї

𝑐(𝑛, 𝑘) =

⎧⎨⎩ min(𝑛−𝑘 + 2, 𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1,

0, в iншому випадку.

Ключовi слова: алгебри Лi, незвiднi зображення, характери, кратностi, формула
Вейля, многочлени Шура.

1. Вступ. Однiєю iз важливих задач теорiї зображень класичних алгебр Лi є
знаходження кратностей ваг якi зустрiчаються у їхнiх незвiдних зображеннях.
Iснує кiлька обчислювальних формул для розв’язання цiєї задачi.Класичними
є формули Фрейденталя [1], Костанта [1], Рака [3], Климика [4]. Всi цi формули
є наслiдком вiдомої формули Вейля для характерiв, див. [5]. Теоретично, вико-
ристовуючи формулу Вейля можна обчислити кратностi довiльного незвiдного
зображення. Проте практичне використання цих формул є досить незручним,
оскiльки всi вони є рекурентними, тобто визначають лише алгоритм обчислен-
ня кратностей. Крiм того вони використовують, або сумування по групi Вейля,
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або сумування по дiаграмам Юнга, що стає обчислювально складною задачею
при зростаннi розмiрностей алгебр i їхнiх зображень. В зв’язку з цим великий
iнтерес викликають роботи, якi пропонують бiльш ефективнi алгоритми обчи-
слення кратностей. Серед таких робiт варто вiдмiтити статтю Мудi i Патери [6]
та роботи [7]- [9]. Проте в цих роботах не знайдено формул для кратностей у
замкнутому виглядi. Явнi формули кратностей деяких зображень, якi мають
старшi ваги простої структури знайдено в [10], але вони мають складний ком-
бiнаторний вигляд.

В данiй статтi для комплексної алгебри Лi 𝑠𝑙3 авторами запропонована явна
формула знаходження кратностi ваги його незвiдного зображення. Головна iдея
обчислень полягає у специфiкацiї базису групового кiльця ваг зображення, що
дало можливiсть представлення характеру зображення як многочлена Шура.
Це дозволило виразити коефiцiєнти цього многочлена через простi функцiї, якi
швидко обчислюються за лiнiйний час.

2. Ваги та характери незвiдного зображення алгебри Лi 𝑠𝑙3. Роз-
глянемо напiвпросту комплексну скiченновимiрну алгебру Лi 𝐿 з картанiвською
пiдалгеброю ℎ i нехай Λ ⊂ ℎ* – решiтка всiх цiлочисельних функцiй на ℎ, тобто
множина власних значень вiдносно дiї картанiвської пiдалгебри на всiх зобра-
женнях 𝐿. Множина Λ утворює абелеву групу i нехай Z[Λ] цiле групове кiльце
цiєї групи. Базисний елемент Z[Λ], який вiдповiдає вазi 𝜆 ∈ Λ ми позначимо
формальним символом e(𝜆). Зокрема, e(𝜆)e(𝜇) = e(𝜆 + 𝜇) для всiх 𝜆, 𝜇 ∈ Λ.
Таке окреме позначення потрiбне для того, щоб вiдрiзнити вагу 𝜆 як елемента
множини ваг Λ i вагу 𝜆 як елемента групового кiльця Z[Λ].

Нехай 𝑊 – зображення алгебри 𝐿 i Λ𝑊 множина ваг цього зображення.
Оскiльки алгебра 𝐿 напiвпроста, то векторний простiр 𝑊 розкладається в пря-
му суму вагових пiдпросторiв 𝑊 (𝜆) :

𝑊 =
∑︁
𝜆∈Λ𝑊

𝑛𝜆𝑊 (𝜆),

тут 𝑛𝜆 – кратнiсть ваги 𝜆. Формальним характером Char(𝑊 ) зображення 𝑊
скiнченновимiрної алгебри Лi 𝐿 називається сума

Char(𝑊 ) =
∑︁
𝜆∈Λ𝑊

𝑛𝜆e(𝜆).

Характер зображення 𝑊 є елементом групового кiльця Z[Λ].
Надалi ми будемо працювати iз комплексною алгеброю Лi 𝑠𝑙3, яка реалi-

зується як матрична алгебра, що породжується 3 × 3 матрицями з нульовим
слiдом. Позначимо через 𝐸𝑘,𝑖 3 × 3-матрицю, яка має одиницю в 𝑘-тому рядку
та 𝑖-му стовпчику i нуль у всiх iнших мiсцях. Тодi

ℎ = {𝑠1𝐸1,1 + 𝑠2𝐸2,2 + 𝑠3𝐸3,3 | 𝑠1 + 𝑠2 + 𝑠3 = 0, 𝑠𝑖 ∈ C},

– картанiвська пiдалгебра алгебри 𝑠𝑙3. Визначимо 𝐿𝑖 ∈ ℎ* як 𝐿𝑖(𝐸𝑗,𝑗) = 𝛿𝑖,𝑗.
Нехай 𝜑1 = 𝐿1, 𝜑2 = 𝐿1 + 𝐿2 – фундаментальнi ваги вiдносно ℎ. Додатнi коренi
мають вигляд:

𝛼1 := 𝐿1 − 𝐿2 = 2𝜑1 − 𝜑2 = (2,−1),
𝛼2 := 𝐿2 − 𝐿3 = −𝜑1 + 2𝜑2 = (−1, 2),
𝛼3 := 𝐿1 − 𝐿3 = 𝜑1 + 𝜑2 = (1, 1).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Рис. 1. Вагова дiаграма зображення Γ1,1.

Добре вiдомо, див. [5], що множина ваг довiльного незвiдного зображення
напiвпростої алгебри Лi є впорядкованою множиною i максимальнi елементи
вiдносно цього впорядкування (старшi ваги) з точнiстю до iзоморфiзму визна-
чають це зображення. Незвiдне зображення з старшою вагою 𝜆 = (𝑎, 𝑏) позна-
чимо через Γ𝜆 = Γ(𝑎,𝑏), а множину його ваг позначимо через Λ𝑎,𝑏.

Ваги з Λ(𝑎,𝑏), 𝑎 ≥ 𝑏 можна зобразити на площинi як послiдовнiсть вкладених
опуклих шестикутникiв ( трикутникiв для 𝑏 = 0), якi при 𝑎 ̸= 𝑏 вироджую-
ться у трикутник, а при 𝑎 = 𝑏 вироджуються точку, див. [11], [5]. На кожнiй
iз сторiн найбiльшого зовнiшнього шестикутника розмiщено почергово 𝑎 та 𝑏
ваг. Кратностi всiх ваг найпершого зовнiшнього шестикутника рiвнi одиницi, а
потiм кратностi поступово збiльшуються на одиницю на кожному наступному
концентричному шестикутнику. Для прикладу, якщо 𝑎 = 𝑏, то вагова дiаграма
має вигляд концентричних рiвностороннiх шестикутникiв, якi вироджуються
в точку, що вiдповiдає вазi (0, 0). Кратнiсть всiх ваг найбiльшого зовнiшнього
шестикутника, на кожнiй iз сторiн якого розмiщено рiвно 𝑎 ваг, дорiвнює 1, а
кратнiсть ваги (0, 0) рiвна 𝑎 + 1. Якщо 𝑎, або 𝑏 рiвнi нулю, то вагова дiаграма
утворює трикутник i тодi кратнiсть кожної ваги рiвна одиницi.

Всi ваги з Γ𝜆 отримуються iз старшої ваги 𝜆 вiднiмаючи вiд неї лiнiйнi ком-
бiнацiї коренiв 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 з додатними коефiцiєнтами так, щоб отриманi ваги
залишалися в шестикутнику ( чи трикутнику) вагової дiаграми. Наприклад,
для старшої ваги 𝜆 = (1, 1) маємо

𝜆− 𝛼3 = (0, 0),

𝜆− 2𝛼3 = (−1,−1),

𝜆− 𝛼1 = (−1, 2),

𝜆− 𝛼3 − 𝛼1 = (−2, 1),

𝜆− 𝛼2 = (2,−1),

𝜆− 𝛼3 = (1,−2).

Отже, Λ(1,1) = {(1, 1), (−1, 2), (1,−2), (0, 0), (−2, 1), (2,−1), (−1,−1)}, причому кра-
тностi всiх ваг рiвнi одиницi, крiм нульової ваги, для якої кратнiсть рiвна двiйцi.
Вагова дiаграма Λ(1,1) показана на Рис. 1. Аналогiчно для старшої ваги 𝜆 = (2, 1)
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Рис. 2. Вагова дiаграма зображення Γ2,1.

маємо

Λ(2,1) = {(2, 1), (3,−1), (0, 2), (1, 0), (2,−2), (−2, 3), (−1, 1), (0,−1), (1,−3),

(−3, 2), (−2, 0), (−1,−2)},

кратностi всiх ваг рiвнi 1 крiм ваг ((1, 0), (−1, 1), (0,−1), кратностi яких дорiв-
нюють 2. Вагова дiаграма для Λ(2,1) показана на Рис. 2. Зовнiшнi чорнi точки
утворюють шестикутник довжини сторiн якого рiвнi 2 i 1, тобто такi ж, як i
координати старшої ваги 𝜆 = (2, 1).

3. Обчислення кратностi ваг. Розглянемо таку спецiалiзацiю базису
групового кiльця Z[𝜆] :

e(𝜇) = 𝑥𝜇1𝑦𝜇2 ,

для 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2) i формальних змiнних 𝑥, 𝑦. В цих позначеннях характер бу-
де рацiональним виразом вiд двох змiнних 𝑥, 𝑦. Явний вигляд цього виразу в
термiнах симетричних многочленiв Шура дає формула Вейля для характерiв,
див. [11, стор. 400]. З формули Вейля випливає, що спецiалiзований характер
незвiдного зображення алгебри 𝑠𝑙3 iз старшою вагою 𝜆 = (𝑎, 𝑏) має вигляд

Char Γ𝑎,𝑏 = 𝑠𝑎,𝑏

(︂
𝑥,
𝑦

𝑥
,
1

𝑦

)︂
,

де

𝑠𝑎,𝑏(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑥1𝑎+𝑏+2 𝑥2

𝑎+𝑏+2 𝑥3
𝑎+𝑏+2

𝑥1
𝑏+1 𝑥2

𝑏+1 𝑥3
𝑏+1

1 1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑥12 𝑥2

2 𝑥3
2

𝑥1 𝑥2 𝑥3

1 1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ,

є многочленом Шура, який вiдповiдає розбиттю (𝑎, 𝑏).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Для прикладу, знаходимо, що

Char Γ1,0 = 𝑥+
𝑦

𝑥
+

1

𝑦
,

Char Γ1,1 = 2 +
𝑥2

𝑦
+ 𝑥𝑦 +

𝑥

𝑦2
+
𝑦2

𝑥
+

1

𝑥𝑦
+

𝑦

𝑥2
,

Char Γ1,2 = 𝑥𝑦2 + 𝑥2 +
𝑥3

𝑦2
+
𝑦3

𝑥
+ 2 𝑦 + 2

𝑥

𝑦
+
𝑥2

𝑦3
+
𝑦2

𝑥2
+ 2𝑥−1 + 𝑦−2 +

𝑦

𝑥3
+

1

𝑦𝑥2
.

Позначимо через 𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) кратнiсть ваги 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2) в зображеннi Γ𝑎,𝑏.
З прикладу вище, маємо для Γ1,1, що 𝑛1,1(0, 0) = 2, а всi кратностi 𝑛1,1(1, 1),

𝑛1,1(−1, 2), 𝑛1,1(1, 1), 𝑛1,−2(−2, 1), 𝑛1,1(2,−1), 𝑛1,1(−1,−1) рiвнi 1.
За означенням характеру кратнiсть 𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) дорiвнює коефiцiєнту бiля

𝑥𝜇1𝑦𝜇2 в характерi Γ𝑎,𝑏. Позначимо цей факт так

𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) = [𝑥𝜇1𝑦𝜇2 ] Char Γ𝑎,𝑏,

тут символ [𝑥𝑛𝑦𝑚]𝑓(𝑥, 𝑦) позначає коефiцiєнт бiля 𝑥𝑛𝑦𝑚 у виразi 𝑓(𝑥, 𝑦).
Домножимо характер на (𝑥𝑦)𝑎+𝑏 для того щоб уникнути негативних степенiв.

Тодi, очевидно

𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) = [𝑥𝑎+𝑏+𝜇1𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ](𝑥𝑦)𝑎+𝑏Char Γ𝑎,𝑏.

Має мiсце наступне твердження, яка отримується iз виразу для характеру пiсля
обчислення многочлену Шура:

Лема 1.

(𝑥𝑦)𝑎+𝑏Char Γ𝑎,𝑏 =

=
𝑦𝑏+1𝑥𝑎+1 − 𝑦𝑎+2 𝑏+3𝑥2 𝑎+𝑏+3 + 𝑦𝑎+1𝑥2 𝑎+2 𝑏+4 + 𝑦2 𝑎+2 𝑏+4𝑥𝑏+1 − 𝑥𝑎+2 𝑏+3 − 𝑦2 𝑎+𝑏+3

(𝑥− 𝑦2) (1− 𝑦𝑥) (𝑥2 − 𝑦)
.

Зауважимо, що всi степенi у правiй частинi, пiсля спрощень, будуть дода-
тними цiлими числами, тобто вираз (𝑥𝑦)𝑎+𝑏Char Γ𝑎,𝑏 вже буде многочленом вiд
двох змiнних над Z, а його коефiцiєнти будуть шуканими кратностями. Для
знаходження явного виразу для цих кратностей виконаємо деякi попереднi об-
числення.

Покладемо

𝑁𝑎,𝑏 := 𝑦𝑏+1𝑥𝑎+1−𝑦𝑎+2 𝑏+3𝑥2 𝑎+𝑏+3+𝑦𝑎+1𝑥2 𝑎+2 𝑏+4+𝑦2 𝑎+2 𝑏+4𝑥𝑏+1−𝑥𝑎+2 𝑏+3−𝑦2 𝑎+𝑏+3,

i

∆ =
1

(𝑦2 − 𝑥) (1− 𝑦𝑥) (𝑦 − 𝑥2)
.

Для ряду ∆ можна отримати явний вираз:

Лема 2. Коефiцiєнт бiля 𝑥𝑛 в розкладi ∆ в формальний степеневий ряд
обчислюється за формулою
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[𝑥𝑛]∆ = −
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑐(𝑛, 𝑖)𝑦𝑛−3(𝑛+2−𝑖),

де

𝑐(𝑛, 𝑘) =

⎧⎨⎩
min(𝑛−𝑘 + 2, 𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1,

0, в iншому випадку,

i 𝛿𝑖,𝑗 – функцiя Кронекера.

Доведення. Розкладемо кожен iз спiвмножникiв в ряд :

1

𝑦 − 𝑥2
=

1

𝑦

1

1− 𝑥2

𝑦

=
∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+1
,

1

𝑦2 − 𝑥
=

1

𝑦2
1

1− 𝑥
𝑦2

=
∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+2
,

1

1− 𝑥𝑦
= 1 + 𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦2 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 + · · · =

∞∑︁
𝑘=0

(𝑥𝑦)𝑘.

Тодi

∆ =
1

(𝑦2 − 𝑥) (1− 𝑦𝑥) (𝑦 − 𝑥2)
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+1

∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+2

∞∑︁
𝑘=0

(𝑥𝑦)𝑘.

Перемножимо першi два з них i видiлимо коефiцiєнти бiля степенiв 𝑥 :

∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+1

∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘

𝑦𝑘+2
=

∞∑︁
𝑛=0

⎛⎝⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦𝑘+1

1

𝑦2(𝑛−2𝑘)+2

⎞⎠𝑥𝑛 =
∞∑︁
𝑛=0

⎛⎝⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦2𝑛−3𝑘+3

⎞⎠𝑥𝑛.

Домножимо на третiй ряд i знову видiлимо коефiцiєнти бiля степенiв 𝑥 :

∆ =
1

𝑦 − 𝑥2
1

𝑦2 − 𝑥

1

1− 𝑥𝑦
=

∞∑︁
𝑛=0

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=0

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦2𝑖−3𝑘+3
𝑦𝑛−𝑖

⎞⎠𝑥𝑛.

Отже

[𝑥𝑛]∆ =
𝑛∑︁

𝑖=0

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦2𝑖−3𝑘+3
𝑦𝑛−𝑖 = 𝑦𝑛−3

𝑛∑︁
𝑖=0

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦3𝑖−3𝑘
.

Отриману подвiйну суму, оскiльки в нiй зустрiчаються однаковi степенi 𝑦,
можна звести до одинарної

𝑛∑︁
𝑖=0

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦3𝑖−3𝑘
=

𝑛∑︁
𝑡=0

𝛼(𝑛, 𝑡)

𝑦3𝑡
.
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Тут 𝛼(𝑛, 𝑡) цiле число яке показує скiльки раз степiнь 𝑦−3𝑡 входить в подвiйну
суму.

Для фiксованого 𝑡 чиcло 𝛼(𝑛, 𝑡) дорiвнює кiлькостi пар (𝑖, 𝑘) таких що 𝑡 =
𝑖−𝑘 при таких обмеженнях на 𝑖, 𝑘 : 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖/2. Оскiльки 𝑘 = 𝑖−𝑡 ми
маємо 0 ≤ 𝑖− 𝑡 ≤ 𝑖/2, i, пiсля спрощень, отримаємо такi обмеження на 𝑖 : 𝑖/2 ≤
𝑡 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Для кожного 𝑖, яке задовольняє цi умови, пара (𝑖, 𝑖− 𝑡) задовольняє
потрiбну умову. Порахуємо, скiльки iснує чисел 𝑖, якi задовольняють умову
𝑖/2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 при фiксованому 𝑡. Легко бачити, що коли 𝑡 ≥ 𝑛/2, то довiльне
𝑖 для якого 𝑡 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 задовiльняє умову, отже таких їх буде 𝑛 − 𝑡 + 1. У
випадку 𝑡 < 𝑛/2, пiдходить довiльне 𝑖, для якого виконується, 𝑖/2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑖
звiдки 𝑡 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑡. Отже ми маємо 𝑡+ 1 таких значень 𝑖. Враховуючи

min(𝑡+ 1, 𝑛− 𝑡+ 1) =

{︃
𝑛− 𝑡+ 1, для 𝑡 ≥ 𝑛/2

𝑡+ 1, для 𝑡 < 𝑛/2
,

в результатi отримаємо, що кiлькiсть таких пар рiвна min(𝑡+1, 𝑛− 𝑡+1), тобто

𝑛∑︁
𝑖=0

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

1

𝑦3𝑖−3𝑘
=

𝑛∑︁
𝑡=0

min(𝑛− 𝑡+ 1, 𝑡+ 1)

𝑦3𝑡

Пiдставивши отриману суму у вираз для ∆, пiсля змiни iндексу сумування,
отримаємо необхiдний результат.

Сформулюємо основний результат роботи.

Теорема 1. Кратнiсть ваги (𝜇1, 𝜇2) в зображеннi Γ𝑎,𝑏 обчислюється за
формулою

𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) = 𝑐

(︂
𝑎+ 𝑏+ 𝜇1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
−

− 𝑐

(︂
𝑏+ 𝜇1 − 1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
− 𝑐

(︂
𝑎+ 𝜇1 − 1,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
.

Доведення.

Позначимо

𝑛𝑎(𝜇1) := [𝑥𝑎+𝑏+𝜇1 ]
(︀
(𝑥𝑦)𝑎+𝑏Char Γ𝑎,𝑏

)︀
.

Тодi, враховуючи, що

[𝑥𝑛]𝑁𝑎,𝑏 = 𝛿𝑛,𝑎+1 𝑦
𝑏+1 + 𝛿𝑛,𝑏+1 𝑦

2𝑎+2𝑏+4 − 𝛿𝑛,0 𝑦
2 𝑎+𝑏+3+

− 𝛿𝑛,2 𝑎+𝑏+3𝑦
𝑎+2 𝑏+3 + 𝛿𝑛,2 𝑎+2 𝑏+4𝑦

𝑎+1 − 𝛿𝑛,𝑎+2 𝑏+3,

маємо

𝑛𝑎(𝜇1) =

𝑎+𝑏+𝜇1∑︁
𝑖=0

(︀
[𝑥𝑖] ∆

)︀ (︀
[𝑥𝑎+𝑏+𝜇1−𝑖]𝑁𝑎,𝑏

)︀
=

= ([𝑥𝑏+𝜇1−1]∆) 𝑦𝑏+1 + ([𝑥𝑎+𝜇1−1]∆) 𝑦2𝑎+2𝑏+4−
−([𝑥𝑎+𝑏+𝜇1 ]∆) 𝑦2 𝑎+𝑏+3−([𝑥𝜇1−𝑎−3]∆) 𝑦𝑎+2 𝑏+3+([𝑥𝜇1−𝑎−𝑏−4]∆) 𝑦𝑎+1−([𝑥𝜇1−𝑏−3]∆).
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Оскiльки |𝜇1| ≤ 𝑎+ 𝑏 тодi 𝜇1−𝑎−𝑏−4<0. Отже [𝑥𝜇1−𝑎−𝑏−4]∆ = 0.
Ми маємо

([𝑥𝑏+𝜇1−1]∆) 𝑦𝑏+1 = −
𝑏+𝜇1∑︁
𝑖=1

𝑐(𝑏+ 𝜇1 − 1, 𝑖)𝑦3(𝑖−1)−𝑏−2𝜇1 .

Звiдси випливає

[𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ]
(︀
[𝑥𝑏+𝜇1−1]∆

)︀
𝑦𝑏+1 = −𝛿𝑎+𝑏+𝜇2,3(𝑖−1)−𝑏−2𝜇1𝑐(𝑏+ 𝜇1 − 1, 𝑖) =

= −𝑐
(︂
𝑏+ 𝜇1 − 1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
.

Аналогiчно,

[𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ]
(︀
[𝑥𝑎+𝜇1−1]∆

)︀
𝑦2𝑎+2𝑏+4 = −𝑐

(︂
𝑎+ 𝜇1 − 1,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
,

[𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ]
(︀
−[𝑥𝑎+𝑏+𝜇1 ]∆

)︀
𝑦2 𝑎+𝑏+3 = 𝑐

(︂
𝑎+ 𝑏+ 𝜇1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
,

[𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ]
(︀
−[𝑥𝜇1−𝑎−3]∆

)︀
𝑦𝑎+2 𝑏+3 = 𝑐

(︂
𝜇1 − 𝑎− 3,

2𝜇1 + 𝜇2 − (2𝑎+ 𝑏)

3
− 1

)︂
,

i

[𝑦𝑎+𝑏+𝜇2 ]
(︀
−[𝑥𝜇1−𝑏−3]∆

)︀
= 𝑐

(︂
𝜇1 − 𝑏− 3,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
.

Оскiльки, 𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) = [𝑦𝑎+𝑏+𝜇2)]𝑛𝑎(𝜇1) то ми отримаємо

𝑛𝑎,𝑏(𝜇1, 𝜇2) = 𝑐

(︂
𝑎+ 𝑏+ 𝜇1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
−

−𝑐
(︂
𝑏+ 𝜇1 − 1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
− 𝑐

(︂
𝑎+ 𝜇1 − 1,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
+

+𝑐

(︂
𝜇1 − 𝑎− 3,

2𝜇1 + 𝜇2 − (2𝑎+ 𝑏)

3
− 1

)︂
+ 𝑐

(︂
𝜇1 − 𝑏− 3,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
.

Доведемо, що двi останнi формули тотожно рiвнi нулю. Справдi, для пер-
шої тотожностi з властивостей вагової дiаграми зображення Γ𝑎,𝑏, ми маємо, що
другий аргумент

2𝜇1 + 𝜇2 − (2𝑎+ 𝑏)

3
− 1 ≤ 0.

Але 𝑐(𝑛, 𝑘) = 0, якщо 𝑘 < 0.
Для другої тотожностi покажемо що другий аргумент є бiльшим нiж пер-

ший. З властивостей вагової дiаграми для рiзницi аргументiв, ми маємо,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
− (𝜇1 − 𝑏− 3) =

𝑎+ 2𝑏+ 𝜇2 − 𝜇1

3
+ 3 > 0.

Але 𝑐(𝑛, 𝑘) = 0 якщо 𝑛 < 𝑘. Отже, ми можемо iгнорувати останнi два вирази.
Теорему доведено.
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Таким чином ми можемо записати характер у явному виглядi:

Char Γ𝑎,𝑏 =
1

𝑥𝑎𝑦𝑏

∑︁
𝜇∈Λ

𝑐

(︂
𝑎+ 𝑏+ 𝜇1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
−

−𝑐
(︂
𝑏+ 𝜇1 − 1,

𝑎+ 2𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3
+ 1

)︂
−𝑐
(︂
𝑎+ 𝜇1 − 1,

𝑎− 𝑏+ 2𝜇1 + 𝜇2

3

)︂
𝑥𝜇1𝑦𝜇2 .

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй робо-
тi для комплексної алгебри Лi 𝑠𝑙3 запропонована явна формула знаходження
кратностi ваги незвiдного зображення Γ𝑎,𝑏, яке визначається старшою вагою
𝜆 = (𝑎, 𝑏). Головна iдея обчислень полягає у наступнiй специфiкацiї базису
e(𝜇) = 𝑥𝜇1𝑦𝜇2 групового кiльця Z[𝜆]. Це дало можливiсть представити характер

Char Γ𝑎,𝑏 незвiдного Γ𝑎,𝑏 зображення як многочлен Шура 𝑠𝑎,𝑏

(︂
𝑥,
𝑦

𝑥
,
1

𝑦

)︂
вiд двох

змiнних 𝑥, 𝑦 . Ключову роль в обчисленнi зiграли знайденi явно коефiцiєнти
розкладу ряду

∆ =
1

(𝑦2 − 𝑥) (1− 𝑦𝑥) (𝑦 − 𝑥2)
,

в термiнах функцiї максимуму двох чисел. Результати обчислення кратностей
поновнiстю спiвпадають iз результатами отриманими iншими методами в статтi
[12].

Iдеї, якi реалiзовано в статтi, автори планують поширити для знаходження
кратностей ваг незвiдних зображень алгебр Лi 𝑠𝑙𝑛 при 𝑛 > 3.

Список використаної лiтератури
1. Freudenthal H. Zur Berechnung der chararktere der halbeinfachen Lieschen gruppen. Indag.

Math. 1954. Vol. 16. P. 369-376.
2. Kostant B. A formula for the multiplicity of a weight. Transactions of the American Mathemati-

cal Society. 1959. Vol. 93, No 1. P. 53-73.
3. Racah G. Lectures on Lie groups, Group Theoretical Concepts and Methods in Elementary

Particle Physics. F. Gfirsey, ed., Gordon and Breach, New York. 1964. P. 1-36.
4. Klimyk A. U. Multiplicities of weights of representations and multiplicities of representations

ofsemisimple Lie algebras. Soviet Math. Dokl. 1967. Vol.177, No 5. P. 1001–1004.
5. Humphreys J. Introduction to Lie Algebras and Representation Theory. Springer. 1978. 198 p.
6. Moody R.V., Patera J. Fast recursion formula for weight multiplicities. Bull. Amer. Math.

Soc. (N.S.). 1982. Vol. 7(1). P. 237–242.
7. Cavallin M. An algorithm for computing weight multiplicities in irreducible modules for

complex semisimple Lie algebras. J. Algebra. 2017. Vol. 471. P. 492-510.
8. Siddhartha S. A new formula for weight multiplicities and characters. Duke Math. J. 2000.

Vol. 101(1). P. 77–84.
9. Schützer W. A new character formula for Lie algebras and Lie groups. J. Lie Theory. 2012.

Vol. 22(3). P. 817–838.
10. Lauret E A., Bertone F.R. Multiplicity formulas for fundamental strings of representations of

classical Lie algebras. Journal of Mathematical Physics. 2017. Vol. 58. 111703.
11. Fulton W., Harris J. Representation theory: a first course. Graduate texts in mathematics. no.

129. Springer. 2004. 407p.
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Ramskyi A. O., Samaruk N. M., Poplavska O. A. Weight multiplicities of
irreducible representations of the Lie algebra 𝑠𝑙3.

In this paper, for the complex Lie algebra 𝑠𝑙3 we propose an explicit formula for finding
the multiplicity of the weight of the irreducible representation Γ𝜆, which is determined by
its higher weight 𝜆 = (𝑎, 𝑏). The set of all weights Λ of such a representation forms a group
ring Z[Λ] with the multiplicative basis e(𝜇), 𝜇 ∈ Λ. The character of the representation
Char Γ𝜆 is an element of Z[Λ], the coefficients of which are the required multiplicities. The
main idea of the calculations is to specify the basis e(𝜇) = 𝑥𝜇1𝑦𝜇2 of the group ring Z[𝜆].
This made it possible to represent the character Char Γ𝜆 of the irreducible representation

Γ𝜆 as a Schur polynomial 𝑠𝑎,𝑏

(︂
𝑥,

𝑦

𝑥
,
1

𝑦

)︂
of two variables 𝑥, 𝑦. As a consequence, we express

the coefficients of this polynomial through simple functions that are easily computed for
linear time. The key role in the calculation was played by the explicitly found coefficients
of the series decomposition

Δ =
1

(𝑦2 − 𝑥) (1− 𝑦𝑥) (𝑦 − 𝑥2)
,

in terms of the function

𝑐(𝑛, 𝑘) =

⎧⎨⎩ min(𝑛−𝑘 + 2, 𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛+ 1,

0, otherwise.

Keywords: Lie algebras, irreducible representations, characters, multiplicities, Weyl for-
mula, Schur polynomials.
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