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КРИТИЧНИЙ ВИПАДОК В ТЕОРIЇ МАТРИЧНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

При математичному описаннi рiзноманiтних явищ i процесiв, що виникають в ма-
тематичнiй фiзицi, електротехнiцi, економiцi, доводиться мати справу з матричними
диференцiальними рiвняннями. Тому такi рiвняння є актуальними как для математи-
кiв, так i для фахiвцiв в iнших галузях природознавства. В данiй статтi розглядається
квазiлiнiйне матричне диференцiальне рiвняння з коефiцiєнтами, зображуваними у
виглядi абсолютно та рiвномiрно збiжних рядiв Фур’є з повiльно змiнними в певному
сенсi коефiцiєнтами та частотою (клас 𝐹 ). Рiзницi дiагональних елементiв матриць
лiнiйної частини є суто уявними, тобто ми маємо справу з критичним випадком. Але
мiж цими дiагональними елементами припускаються певнi спiввiдношення, що вказу-
ють на вiдсутнiсть резонансу мiж власними частотами системи i частотою зовнiшньої
збуджуючої сили. Розглядається задача встановлення ознак iснування у такого рiв-
няння розв’язкiв класу 𝐹 . За допомогою низки перетворень рiвняння зводиться до
рiвняння некритичного випадку, i розв’язок класу 𝐹 цього рiвняння шукається мето-
дом послiдовних наближень за допомогою принципа стискуючих вiдображень. Потiм
на пiдставi властивостей розв’язкiв перетвореного рiвняння робляться висновки щодо
властивостей початкового рiвняння.

Ключовi слова: матричнi диференцiальнi рiвняння, ряди Фур’є, повiльно змiннi
параметри.

1. Вступ. Одним з актуальних роздiлiв теорiї звичайних диференцiальних рiв-
нянь є теорiя матричних диференцiальних рiвнянь. Такi рiвняння виникають
при дослiдженнi рiзноманiтних процесiв в математичнiй фiзицi, електротехнi-
цi та iнших галузей, та їм присвячено багато праць, в яких дослiджувалась
розв’язнiсть матричних рiвнянь у рiзних функцiональних просторах, крайовi
задачi для матричних диференцiальних рiвнянь та iншi проблеми [1–5]. В данiй
статтi продовжуються дослiдження, розпочатi в працях [6,7].

2. Основнi позначення та означення. Нехай 𝐺(𝜀0) = {𝑡, 𝜀 : 𝑡 ∈ R, 𝜀 ∈
[0, 𝜀0], 𝜀0∈R+}.

Означення 1. Скажемо, що функцiя 𝑝(𝑡, 𝜀) належить до класу 𝑆(𝑚; 𝜀0)
(𝑚 ∈ N ∪ {0}), якщо виконано наступнi умови

1) 𝑝 : 𝐺(𝜀0) → C,
2) 𝑝(𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶𝑚(𝐺(𝜀0)) за 𝑡;
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3) 𝑑𝑘𝑝(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡𝑘 = 𝜀𝑘𝑝𝑘(𝑡, 𝜀) (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚), причому

‖𝑝‖𝑆(𝑚,𝜀0)
𝑑𝑒𝑓
=

𝑚∑︁
𝑘=0

sup
𝐺(𝜀0)

|𝑝𝑘(𝑡, 𝜀)| < +∞.

Означення 2. Скажемо, що функцiя 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) належить до класу
𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) (𝑚 ∈ N ∪ {0}), якщо ця функцiя зображувана у виглядi:

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

причому
1) 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0) (𝑛 ∈ Z);
2) ‖𝑓‖𝐹 (𝑚;𝜀0,𝜃)

𝑑𝑒𝑓
=

∞∑︀
𝑛=−∞

‖𝑓𝑛‖𝑆(𝑚;𝜀0) < +∞;

3) 𝜃(𝑡, 𝜀) =
𝑡∫︀
0

𝜙(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏 , 𝜙 ∈ R+, 𝜙 ∈ 𝑆(𝑚, 𝜀0), inf
𝐺(𝜀0)

𝜙(𝑡, 𝜀) = 𝜙0 > 0.

Для функцiї 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) позначатимемо:

Γ𝑛[𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃)] = 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) exp(−𝑖𝑛𝜃)𝑑𝜃.

Множина функцiй класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) утворює лiнiйний простiр, який пере-
творюється на повний нормований простiр введенням норми ‖ · ‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃). Має
мiсце ланцюжок включень: 𝐹 (0; 𝜀0; 𝜃) ⊃ 𝐹 (1; 𝜀0; 𝜃) ⊃ . . . ⊃ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Нехай задано двi функцiї класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃):

𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑢𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)), 𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑣𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).

Добуток цих функцiй визначимо формулою [8]:

(𝑢𝑣)(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

(︃
∞∑︁

𝑠=−∞

𝑢𝑛−𝑠(𝑡, 𝜀)𝑣𝑠(𝑡, 𝜀)

)︃
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)). (1)

Очевидно, що 𝑢𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).
Сформулюємо деякi властивостi норми ‖ · ‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃). Нехай 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃),

𝑘 = const. Тодi:
1) ‖𝑘𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) = |𝑘| · ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃);

2) ‖𝑢+ 𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) ≤ ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) + ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃);

3) ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) =
∑︀𝑚

𝑘=0

⃦⃦⃦⃦
1
𝜀𝑘

𝜕𝑘𝑢
𝜕𝑡𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

;

4) ‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) ≤ 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

Дiйсно, при 𝑚 = 0 згiдно з формулою (1) маємо: ‖𝑢𝑣‖𝐹 (0;𝜀0;𝜃) ≤ ‖𝑢‖𝐹 (0;𝜀0;𝜃)·
·‖𝑣‖𝐹 (0;𝜀0;𝜃). Далi, на пiдставi властивостей 1) – 3):

‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)=
𝑚∑︁
𝑘=0

⃦⃦⃦⃦
1

𝜀𝑘
𝜕𝑘(𝑢𝑣)

𝜕𝑡𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

≤
𝑚∑︁
𝑘=0

1

𝜀𝑘

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

·
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑘−𝑗𝑢

𝜕𝑡𝑘−𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

≤
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≤ 2𝑚

(︃
𝑚∑︁
𝑗=0

1

𝜀𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

)︃
·

(︃
𝑚∑︁
𝑗=0

1

𝜀𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑗𝑣

𝜕𝑡𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (0;𝜀0;𝜃)

)︃
= 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) · ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

На пiдставi властивостi 4) можна стверджувати, що простiр 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) утво-
рює банахову алгебру [9].

Означення 3. Скажемо, що матриця 𝐴(𝑡, 𝜀) = (𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀))𝑗,𝑘=1,𝑁 належить

до класу 𝑆2(𝑚; 𝜀0), (𝑚 ∈ N ∪ {0}), якщо 𝑎𝑗𝑘 ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0) (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁).

Визначимо норму:

‖𝐴(𝑡, 𝜀)‖𝑆2(𝑚;𝜀0) = max
1≤𝑗≤𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

‖𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)‖𝑆(𝑚;𝜀0).

Означення 4. Скажемо, що матриця 𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃) = (𝑏𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑗,𝑘=1,𝑁 на-
лежить до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃) (𝑚 ∈ N ∪ {0}), якщо 𝑏𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃)
(𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁).

Визначимо норму

‖𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) = max
1≤𝑗≤𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

‖𝑏𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

Очевидно, що якщо 𝐵1 ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝐵2 ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), то 𝐵1 + 𝐵2, 𝐵1𝐵2 ∈
∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), i виконано: ‖𝐵1 +𝐵2‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) ≤ ‖𝐵1‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) + ‖𝐵2‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃),
‖𝐵1𝐵2‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) ≤ 2𝑚‖𝐵1‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃) · ‖𝐵2‖𝐹2(𝑚;𝜀0;𝜃).

Для матрицi 𝐴 = (𝑎𝑗𝑘)𝑗,𝑘=1,𝑁 будемо позначати:

(𝐴)𝑗𝑘 = 𝑎𝑗𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁.

3. Постановка задачi. Розглядається матричне диференцiальне рiвняння:

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, 𝜀)𝑋 −𝑋𝐵(𝑡, 𝜀) + 𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃,𝑋), (2)

де 𝑋 –невiдома квадратна матриця порядку 𝑁 , що належить деякiй замкненiй
обмеженiй областi 𝐷⊂C𝑁×𝑁, де C𝑁×𝑁 –простiр комплекснозначних (𝑁×𝑁)–ма-
триць. 𝐴(𝑡, 𝜀), 𝐵(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆2(𝑚; 𝜀0), 𝑃 (𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃). Щодо матрицi-функцiї
Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃,𝑋) припускається, що вона належить до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃) вiдносно
𝑡, 𝜀, 𝜃 i неперервна за 𝑋 в 𝐷. 𝜇 ∈ (0, 1) – дiйсний параметр.

Позначимо 𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀), 𝜆
2
𝑗(𝑡, 𝜀) (𝑗 = 1, 𝑁) – власнi значення вiдповiдно матриць

𝐴(𝑡, 𝜀), 𝐵(𝑡, 𝜀). I припускатимемо виконання наступних умов:
10. inf

𝐺(𝜀0)

⃒⃒
𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆1𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

⃒⃒
≥ 𝑏0 > 0,

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒
𝜆2𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆2𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

⃒⃒
≥ 𝑏0 > 0 ∀𝑛 ∈ Z, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁 , 𝑗 ̸= 𝑘.

20. 𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆2𝑘(𝑡, 𝜀) = 𝑖𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀), 𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀) ∈ R,
inf
𝐺(𝜀0)

|𝜔𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)| ≥ 𝑏0 > 0 ∀𝑛 ∈ Z, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁 .
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Вивчається питання про наявнiсть частинних розв’язкiв класiв 𝐹 (𝑚1; 𝜀1; 𝜃)
𝑚1 ≤ 𝑚; 𝜀1 ≤ 𝜀0 рiвняння (2). Умова 20 показує, що у даному випадку ми маємо
справу з критичнмим випадком, на вiдмiну вiд роботи [6], де припускалося

inf
𝐺(𝜀0)

⃒⃒
Re
(︀
𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀)− 𝜆2𝑘(𝑡, 𝜀)

)︀⃒⃒
≥ 𝑏0 > 0 (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁).

4. Допомiжнi результати.

Лема 1. Нехай задано скалярне лiнiйне диференцiальне рiвняння 1-го по-
рядку

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜆(𝑡, 𝜀)𝑥+ 𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)), (3)

де 𝜆(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), inf
𝐺(𝜀0)

|Re 𝜆(𝑡, 𝜀)| = 𝛾 > 0, 𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Тодi рiвня-

ння (3) має єдиний частинний розв’язок 𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Цей розв’язок
дається формулою:

𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

𝑡∫︁
𝑇

𝑢(𝜏, 𝜀, 𝜃(𝜏, 𝜀)) exp

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

𝜆(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝜏 , (4)

де

𝑇 =

{︂
−∞, Re𝜆(𝑡, 𝜀) ≤ −𝛾 < 0,
+∞, Re𝜆(𝑡, 𝜀) ≥ 𝛾 > 0,

i, крiм того, iснує 𝐾0 ∈ (0,+∞) таке, що

‖𝑥(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) ≤ 𝐾0‖𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃)‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃). (5)

Доведення леми наведено в роботi [6].

Лема 2. Нехай рiвняння (2) таке, що iснують матрицi 𝐿1(𝑡, 𝜀), 𝐿2(𝑡, 𝜀) ∈
∈ 𝑆2(𝑚; 𝜀0) такi, що

а) | det𝐿𝑘(𝑡, 𝜀)| ≥ 𝑎0 > 0, (𝑘 = 1, 2),

б) 𝐿−1
1 (𝑡, 𝜀)𝐴(𝑡, 𝜀)𝐿1(𝑡, 𝜀) = 𝐷1(𝑡, 𝜀) = (𝑑1𝑗𝑘(𝑡, 𝜀))𝑗,𝑘=1,𝑁 ,

𝐿2(𝑡, 𝜀)𝐵(𝑡, 𝜀)𝐿−1
2 (𝑡, 𝜀) = 𝐷2(𝑡, 𝜀) = (𝑑2𝑗𝑘(𝑡, 𝜀))𝑗,𝑘=1,𝑁 ,

де 𝐷1(𝑡, 𝜀), 𝐷2(𝑡, 𝜀) – нижнi трикутнi матрицi 𝑁-го порядку, що належать до
класу 𝑆2(𝑚; 𝜀0); 𝑑

1
𝑗𝑗(𝑡, 𝜀) = 𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀), 𝑑

2
𝑘𝑘(𝑡, 𝜀) = 𝜆2𝑘(𝑡, 𝜀).

Тодi пiдстановкою
𝑋 = 𝐿1(𝑡, 𝜀)𝑌 𝐿2(𝑡, 𝜀) (6)

рiвняння (2) зводиться до вигляду:

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)𝑌 − 𝑌 𝐷2(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝐻1(𝑡, 𝜀)𝑌 − 𝜀𝑌 𝐻2(𝑡, 𝜀)+

+𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌 ), (7)

де

𝐻1(𝑡, 𝜀) =
1

𝜀
𝐿−1
1 (𝑡, 𝜀)

𝑑𝐿1(𝑡, 𝜀)

𝑑𝑡
, 𝐻2(𝑡, 𝜀) =

1

𝜀

𝑑𝐿2(𝑡, 𝜀)

𝑑𝑡
𝐿−1
2 (𝑡, 𝜀),

𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃) = 𝐿−1
1 (𝑡, 𝜀)𝐹 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝐿−1

2 (𝑡, 𝜀),

Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌 ) = 𝐿−1
1 (𝑡, 𝜀)Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝐿1(𝑡, 𝜀)𝑌 𝐿2(𝑡, 𝜀))𝐿

−1
2 (𝑡, 𝜀).
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Доведення. Щоб переконатися в справедливостi леми, достатньо в рiвняннi
(2) зробити пiдстановку (6) та використати умови леми.

Лема 3. Нехай задано лiнiйне матричне рiвняння

𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐵1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑋 −𝑋

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐵2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
, (8)

𝐷1(𝑡, 𝜀), 𝐷2(𝑡, 𝜀) – тiж самi, що й в лемi 2, 𝐵1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝐵2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑙 = 1, 𝑞) на-
лежать до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝜇 ∈ (0, 1) – малий дiйсний параметр.

Тодi для достатньо малих значень 𝜇 iснує перетворення

𝑋 =

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑄1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑌

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑄2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
, (9)

де 𝑄1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑄2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑙 = 1, 𝑞) належать до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), що приводить
рiвняння (8) до вигляду

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙 + 𝜀

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙 + 𝜇𝑞+1𝑊1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︃
𝑌−

−𝑌

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙 + 𝜀

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙 + 𝜇𝑞+1𝑊2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︃
, (10)

де 𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀), 𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀) (𝑙 = 1, 𝑞) – дiагональнi матрицi, що належать до класу
𝑆2(𝑚; 𝜀0), 𝑉1𝑙, 𝑉2𝑙, 𝑊1,𝑊2 (𝑙 = 1, 𝑞) – квадратнi матрицi, що належать до
класу 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).

Доведення. Пiдставимо вираз (9) в рiвняння (8) i вимагатимемо, щоб пере-
творене рiвняння мало вигляд (10). Тодi одержимо наступнi матричнi рiвняння
для визначення матриць 𝑄11 . . . 𝑄1𝑞 𝑄21 . . . 𝑄2𝑞:

𝑑𝑄11

𝑑𝑡
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)𝑄11 −𝑄11𝐷1(𝑡, 𝜀) +𝐵11(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑈11(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑉11(𝑡, 𝜀, 𝜃), (11)

𝑑𝑄1𝑠

𝑑𝑡
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)𝑄1𝑠 −𝑄1𝑠𝐷1(𝑡, 𝜀) +𝐵1𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) +

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐵1𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄1,𝑠−𝜈−

−
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄1𝜈𝑈1,𝑠−𝜈 − 𝜀
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄1𝜈𝑉1,𝑠−𝜈 − 𝑈1𝑠(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑉1𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑠 = 2, 𝑞, (12)

𝑑𝑄21

𝑑𝑡
= 𝐷2(𝑡, 𝜀)𝑄21 −𝑄21𝐷2(𝑡, 𝜀)−𝐵21(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑈21(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑉21(𝑡, 𝜀, 𝜃), (13)

𝑑𝑄2𝑠

𝑑𝑡
= 𝐷2(𝑡, 𝜀)𝑄2𝑠 −𝑄2𝑠𝐷2(𝑡, 𝜀)−𝐵2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)−

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐵2𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄2,𝑠−𝜈+

+
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄2𝜈𝑈2,𝑠−𝜈 + 𝜀

𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄2𝜈𝑉2,𝑠−𝜈 + 𝑈2𝑠(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑉2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑠 = 2, 𝑞. (14)

Роздiл 1: Математика i статистика
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Матрицi 𝑊1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), 𝑊2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) визначаться з спiввiдношень:(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑄1𝑙𝜇
𝑙

)︃
𝑊1 =

𝑞−1∑︁
𝑠=0

[︃ ∑︁
𝜎+𝛿=𝑠+𝑞+1

(𝐵1𝜎𝑄1𝜎 −𝑄1𝜎𝑈1𝜎)

]︃
𝜇𝑠−

−𝜀
𝑞−1∑︁
𝑠=0

[︃ ∑︁
𝜎+𝛿=𝑠+𝑞+1

𝑄1𝜎𝑉1𝛿

]︃
𝜇𝑠, (15)

(︃
𝐸 +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑄2𝑙𝜇
𝑙

)︃
𝑊2 = −

𝑞−1∑︁
𝑠=0

[︃ ∑︁
𝜎+𝛿=𝑠+𝑞+1

(𝐵2𝜎𝑄2𝜎 −𝑄2𝜎𝑈2𝜎)

]︃
𝜇𝑠+

+𝜀

𝑞−1∑︁
𝑠=0

[︃ ∑︁
𝜎+𝛿=𝑠+𝑞+1

𝑄2𝜎𝑉2𝛿

]︃
𝜇𝑠. (16)

Покладемо 𝑄1𝑠 =
(︀
𝑞1𝑠𝑗𝑘
)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

, 𝑄2𝑠 =
(︀
𝑞2𝑠𝑗𝑘
)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

,

𝐵1𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
(︀
𝑏1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

, 𝐵2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
(︀
𝑏2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

,

𝑈1𝑠(𝑡, 𝜀) =
(︀
𝑢1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

, 𝑈2𝑠(𝑡, 𝜀) =
(︀
𝑢2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

,

𝑉1𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
(︀
𝑣1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

, 𝑉2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
(︀
𝑣2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

, s=1,2,

i запишемо системи (11) – (14) в компонентнiй формi:

𝑑𝑞11𝑗𝑘
𝑑𝑡

=

𝑗∑︁
𝜈=1

𝑑1𝑗𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
11
𝜈𝑘 −

𝑁∑︁
𝜈=𝑘

𝑑1𝜈𝑘(𝑡, 𝜀)𝑞
11
𝑗𝜈 + 𝑏11𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑢11𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣11𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), (17)

𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁,

𝑑𝑞1𝑠𝑗𝑘
𝑑𝑡

=

𝑗∑︁
𝜈=1

𝑑1𝑗𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
1𝑠
𝜈𝑘 −

𝑁∑︁
𝜈=𝑘

𝑑1𝜈𝑘(𝑡, 𝜀)𝑞
1𝑠
𝑗𝜈 + 𝑏1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)+

+

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐵1𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄1,𝑠−𝜈

)︃
𝑗𝑘

−

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄1𝜈𝑈1,𝑠−𝜈(𝑡, 𝜀)

)︃
𝑗𝑘

−𝜀

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄1𝜈𝑉1,𝑠−𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︃
𝑗𝑘

−

−𝑢1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣1𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑠 = 2, 𝑞, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁, (18)

𝑑𝑞21𝑗𝑘
𝑑𝑡

=

𝑗∑︁
𝜈=1

𝑑2𝑗𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
21
𝜈𝑘 −

𝑁∑︁
𝜈=𝑘

𝑑2𝜈𝑘(𝑡, 𝜀)𝑞
21
𝑗𝜈 − 𝑏21𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝑢21𝑗𝑘(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑣21𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), (19)

𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁,

𝑑𝑞2𝑠𝑗𝑘
𝑑𝑡

=

𝑗∑︁
𝜈=1

𝑑2𝑗𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
2𝑠
𝜈𝑘 −

𝑁∑︁
𝜈=𝑘

𝑑2𝜈𝑘(𝑡, 𝜀)𝑞
2𝑠
𝑗𝜈 − 𝑏2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)−

−

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝐵2𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄2,𝑠−𝜈

)︃
𝑗𝑘

+

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄2𝜈𝑈2,𝑠−𝜈(𝑡, 𝜀)

)︃
𝑗𝑘

+𝜀

(︃
𝑠−1∑︁
𝜈=1

𝑄2𝜈𝑉2,𝑠−𝜈(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︃
𝑗𝑘

−
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+𝑢2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑣2𝑠𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑠 = 2, 𝑞, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁. (20)

Розглянемо рiвняння (17). Запишемо його детальнiше:

𝑑𝑞111𝑁
𝑑𝑡

=
(︀
𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑞111𝑁 + 𝑏111𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑢111𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣111𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃), (21)

. . .

𝑑𝑞1111
𝑑𝑡

= −
𝑁∑︁
𝜈=2

𝑑1𝜈1(𝑡, 𝜀)𝑞
11
1𝜈 + 𝑏1111(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑢1111(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣1111(𝑡, 𝜀, 𝜃), (22)

𝑑𝑞112𝑁
𝑑𝑡

=
(︀
𝑑122(𝑡, 𝜀)− 𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑞112𝑁+𝑑

1
2𝑁(𝑡, 𝜀)𝑞

11
1𝑁+𝑏

11
2𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃)−𝑢112𝑁(𝑡, 𝜀)−𝜀𝑣112𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝑑𝑞1121
𝑑𝑡

=
(︀
𝑑122(𝑡, 𝜀)− 𝑑111(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑞1121 + 𝑑121(𝑡, 𝜀)𝑞

11
11−

−
𝑁∑︁
𝜈=2

𝑑1𝜈1(𝑡, 𝜀)𝑞
11
2𝜈 + 𝑏1121(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑢1121(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣1121(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝑑𝑞11𝑁𝑁

𝑑𝑡
=

𝑁−1∑︁
𝜈=1

𝑑1𝑁𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
11
𝜈𝑁 + 𝑏11𝑁𝑁 − 𝑢11𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣11𝑁𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝑑𝑞11𝑁1

𝑑𝑡
=
(︀
𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑑111(𝑡, 𝜀)

)︀
𝑞11𝑁1 +

𝑁−1∑︁
𝜈=1

𝑑1𝑁𝜈(𝑡, 𝜀)𝑞
11
𝜈1 −

𝑁∑︁
𝜈=2

𝑑1𝜈1(𝑡, 𝜀)𝑞
11
𝑁𝜈+

+𝑏11𝑁1(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝑢11𝑁1(𝑡, 𝜀)− 𝜀𝑣11𝑁1(𝑡, 𝜀, 𝜃).

Розглянемо рiвняння (21). Нехай

𝑏11𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑏11𝑗𝑘,𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁.

Покладемо

𝑞11𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑞11𝑗𝑘,𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁.

Тодi

𝑞111𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑏111𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀)

𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

𝑢111𝑁(𝑡, 𝜀) = 0,

𝑣111𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑏111𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀)

𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).
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Аналогiчно

𝑞211𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑏211𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀)

𝑑211(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

𝑢211𝑁(𝑡, 𝜀) = 0,

𝑣211𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑏211𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀)

𝑑211(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).

Внаслiдок умови 10 маємо:

𝑞111𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑞
21
1𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑣

11
1𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑣

21
1𝑛(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).

Аналогiчно отримуємо: 𝑞111,𝑁−1, . . . , 𝑞
11
12, 𝑞

21
1,𝑁−1, . . . , 𝑞

21
12 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃),

𝑣111,𝑁−1, . . . , 𝑣
11
12, 𝑣

21
1,𝑁−1, . . . , 𝑣

21
12 ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).

Далi розглянемо рiвняння (22). Функцiя

𝑐1111 = −
𝑁∑︁
𝜈=2

𝑑1𝜈1(𝑡, 𝜀)𝑞
11
1𝜈 + 𝑏1111(𝑡, 𝜀, 𝜃),

очевидно, належить до класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Покладемо:

𝑢1111(𝑡, 𝜀) = Γ0[𝑐
11
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)],

𝑞1111(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

Γ𝑛[𝑐
11
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

𝑣1111(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛̸=0)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑐

11
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).

Аналогiчно
𝑢2111(𝑡, 𝜀) = Γ0[𝑐

21
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)],

𝑞2111(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞
(𝑛 ̸=0)

Γ𝑛[𝑐
21
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

𝑣2111(𝑡, 𝜀, 𝜃) = −1

𝜀

∞∑︁
𝑛=−∞
(𝑛̸=0)

𝑑

𝑑𝑡

(︂
Γ𝑛[𝑐

21
11(𝑡, 𝜀, 𝜃)]

𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︂
exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

де

𝑐2111 = −
𝑁∑︁
𝜈=2

𝑑2𝜈1(𝑡, 𝜀)𝑞
21
1𝜈 − 𝑏2111(𝑡, 𝜀, 𝜃).

Очевидно, що 𝑞1111(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑞
21
11(𝑡, 𝜀, 𝜃) належать до класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑢1111(𝑡, 𝜀),

𝑢2111(𝑡, 𝜀) належать до класу 𝑆(𝑚; 𝜀), 𝑣1111(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑣
21
11(𝑡, 𝜀, 𝜃) належать до класу

𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).
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Аналогiчно показуємо, що функцiї 𝑢1122(𝑡, 𝜀), 𝑢
21
22(𝑡, 𝜀), . . . , 𝑢

11
𝑁𝑁(𝑡, 𝜀), 𝑢

21
𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

належать до класу

𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑞
11
𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑞

21
𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)∈𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃)𝑣

11
𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑣

21
𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)∈𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃)(𝑗 ̸=𝑘).

Таким чином, матрицi 𝑈11(𝑡, 𝜀), . . . , 𝑈1𝑞(𝑡, 𝜀), 𝑈21(𝑡, 𝜀), . . . , 𝑈2𝑞(𝑡, 𝜀) – дiагональ-
нi з елементами, що належать до класу 𝑆(𝑚; 𝜀). Матрицi 𝑊1,𝑊2 визначаються
для достатньо малих 𝜇 з рiвнянь (15), (16).

Лему доведено.
Припустимо, що невiдома матриця 𝑌 у рiвняннi (7) належить деякiй замкне-

нiй i обмеженiй областi 𝐷* ⊂ C𝑁×𝑁 .

Лема 4. Нехай матриця-функцiя Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌 ) у рiвняннi (7) має в 𝐷* не-
перервнi похiднi за 𝑌 в сенсi Фреше [9] до порядку 2𝑞 + 1 включно, i якщо
𝑌 ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), то цi похiднi також з класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃). Тодi iснує таке
𝜇0 ∈ (0, 1), що для всiх 𝜇1 ∈ (0, 𝜇0) iснує перетворення

𝑌 = Ψ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + Ψ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍Ψ3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), (23)

де 𝑍 ∈ 𝐷** ⊂ C𝑁×𝑁 , Ψ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇),Ψ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇),Ψ3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), що
зводить рiвняння (7) до вигляду:

𝑑𝑍

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
𝑍 − 𝑍

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+

+𝜀𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇2𝑞𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍 − 𝜀𝑍𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1 (𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍 − 𝑍𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) + 𝜇Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇), (24)

де 𝐾 ∈ 𝐹2(𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃), 𝑈1𝑙, 𝑈2𝑙 ∈ 𝑆2(𝑚; 𝜀0), 𝑅1, 𝑅2, 𝐶 ∈ 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑉1, 𝑉2 ∈
∈ 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃), матриця-функцiя Φ2 належить до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃) вiдносно
𝑡, 𝜀, 𝜃, неперервно диференцiйовна в сенсi Фреше за 𝑍 i мiстить доданки не
нижче другого порядку вiдносно 𝑍.

Доведення. Поряд з рiвнянням (7) розглянемо допомiжне рiвняння:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ− Ξ𝐷2(𝑡, 𝜀) + 𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ), (25)

де 𝑡, 𝜀, 𝜙 розглядаються як сталi.
Оскiльки матрицi-функцiї 𝐹1,Φ1 є 2𝜋-перiодичними функцiями змiнної 𝜃, то

для знаходження 2𝜋-перiодичного по 𝜃 розв’язку рiвняння (25) можна застосу-
вати метод малого параметра Пуанкаре [10], згiдно якому у випадку аналiти-
чностi вiдносно Ξ нелiнiйностi Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ) цей розв’язок шукається у виглядi
ряду за степенями малого параметру 𝜇. У випадку виконання умови леми на-
ближений 2𝜋-перiодичний по 𝜃 розв’язок рiвняння (25) можна шукати у виглядi
часткової суми цього ряду:

Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) =

2𝑞−1∑︁
𝑘=0

Ξ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑘. (26)
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При цьому матриця-функцiя Ξ0(𝑡, 𝜀, 𝜃) визначиться з рiвняння:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ0

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ0 − Ξ0𝐷2(𝑡, 𝜀) + 𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃). (27)

Згiдно з термiнологiєю теорiї коливань назвемо це рiвняння породжуючим.
Нехай

Ξ0 = (𝜉0𝑗𝑘(𝑡))𝑗,𝑘=1,𝑁 , 𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
(︀
𝑓 1
𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)

)︀
𝑗,𝑘=1,𝑁

.

Тодi, розписуючи рiвняння (27) у компонентнiй формi, прийдемо до скалярної
лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь вигляду:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉0𝑗𝑘
𝑑𝜃

=

𝑗∑︁
𝑠=1

𝑑1𝑗𝑠(𝑡, 𝜀)𝜉
0
𝑠𝑘 −

𝑁∑︁
𝑠=𝑘

𝑑2𝑠𝑘(𝑡, 𝜀)𝜉
0
𝑗𝑠 + 𝑓 1

𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁. (28)

Або

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉01𝑁
𝑑𝜃

=
(︀
𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉01𝑁 + 𝑓 1

1𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉011
𝑑𝜃

=
(︀
𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑211(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉011 −

𝑁∑︁
𝑠=2

𝑑2𝑠1(𝑡, 𝜀)𝜉
0
1𝑠 + 𝑓 1

11(𝑡, 𝜀, 𝜃),

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉02𝑁
𝑑𝜃

=
(︀
𝑑122(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉02𝑁 + 𝑑121(𝑡, 𝜀)𝜉

0
1𝑛 + 𝑓 1

2𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉021
𝑑𝜃

=
(︀
𝑑122(𝑡, 𝜀)− 𝑑211(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉021 + 𝑑121(𝑡, 𝜀)𝜉

0
11 −

𝑁∑︁
𝑠=2

𝑑2𝑠1(𝑡, 𝜀)𝜉
0
2𝑠 + 𝑓 1

21(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉0𝑁𝑁

𝑑𝜃
=
(︀
𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉0𝑁𝑁 +

𝑁−1∑︁
𝑠=1

𝑑1𝑁𝑠(𝑡, 𝜀)𝜉
0
𝑠𝑁 + 𝑓 1

𝑁𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃),

. . .

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑𝜉0𝑁1

𝑑𝜃
=
(︀
𝑑1𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑑211(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉0𝑁1+

𝑁−1∑︁
𝑠=1

𝑑1𝑁𝑠(𝑡, 𝜀)𝜉
0
𝑠1−

𝑁∑︁
𝑠=2

𝑑2𝑠1(𝑡, 𝜀)𝜉
0
𝑁𝑠+𝑓

1
𝑁1(𝑡, 𝜀, 𝜃).

Розглянемо перше з рiвнянь цiєї системи. Розкладемо функцiю 𝑓 1
1𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) в

абсолютно та рiвномiрно збiжний ряд Фур’є

𝑓 1
1𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓 1
1𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃)

i шукатимемо функцiю 𝜉01𝑁 у виглядi аналогiчного ряду

𝜉01𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝜉11𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃).

Тодi вiдносно 𝜉11𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀) дiстанемо рiвняння(︀
𝑑111(𝑡, 𝜀)− 𝑑2𝑁𝑁(𝑡, 𝜀)− 𝑖𝑛𝜙(𝑡, 𝜀)

)︀
𝜉01𝑁,𝑛 = −𝑓 1

1𝑁,𝑛(𝑡, 𝜀), 𝑛 ∈ Z.
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Внаслiдок умови 20 функцiя 𝜉01𝑁(𝑡, 𝜀, 𝜃) є функцiєю класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Ана-
логiчно i решта функцiй 𝜉0𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁) внаслiдок тiєї ж умови 20 є
функцiями класу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), а це означає, що матриця-функцiя Ξ0(𝑡, 𝜀, 𝜃) нале-
жить до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Запишемо тепер часткову суму ряду Тейлора матрицi-функцiї Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ):

Φ2𝑞−1
1 =

2𝑞−1∑︁
𝑘=0

Φ
(𝑘)
1 (𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0)

𝑘!
(Ξ− Ξ0)

𝑘. (29)

Тодi коефiцiєнти Ξ𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑘 = 1, 2𝑞 − 1) суми (26) визначаться як 2𝜋-перiодичнi
за 𝜃 розв’язки ланцюжка рiвнянь:

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ0

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ0 − Ξ0𝐷2(𝑡, 𝜀) + 𝐹1(𝑡, 𝜀, 𝜃), (30)

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ1

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ1 − Ξ1𝐷2(𝑡, 𝜀) + Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0), (31)

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ2

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ2 − Ξ2𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑑Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0)

𝑑𝜃
Ξ1,

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ3

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ3 − Ξ3𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑑Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0)

𝑑𝜃
Ξ2 +

1

2

𝑑2Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0)

𝑑𝜃2
Ξ2
1,

𝜙(𝑡, 𝜀)
𝑑Ξ𝑠

𝑑𝜃
= 𝐷1(𝑡, 𝜀)Ξ𝑠 − Ξ𝑠𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑑Φ1(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0)

𝑑𝜃
Ξ𝑠−1+

+𝑃𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0, · · · ,Ξ𝑠−2), 𝑠 = 4, 2𝑞 − 1,

де 𝑃𝑠 – матричнi полiноми вiдносно Ξ0, · · · ,Ξ𝑠−2 з коефiцiєнтами, що належать
до класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Рiвняння (30) – породжуюче рiвняння, i наявнiсть у нього розв’язку кла-
су 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃) встановлено вище. За властивостями функцiї Φ1 вiльний член
Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃,Ξ0) рiвняння (31) також є функцiєю класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃). I, отже, функцiя
Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃) є функцiєю класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃). Аналогiчно i всi функцiї Ξ2, · · · ,Ξ𝑠 теж
є функцiями класу 𝐹2(𝑚; 𝜀0; 𝜃). Отже, функцiя (26) є функцiєю того ж класу.

Здiйснимо у рiвняннi (7) пiдстановку

𝑌 = Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝑍1, (32)

де 𝑍1 – нова невiдома функцiя. Вiдносно неї дiстанемо рiвняння:

𝑑𝑍1

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐵1𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
𝑍1 − 𝑍1

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐵2𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑙

)︃
+

+𝜀𝐾1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇2𝑞𝐶1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜀𝐻3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍1 − 𝜀𝑍1𝐻4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1 (𝑅3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍1 − 𝑍1𝑅4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) + 𝜇Φ3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍1, 𝜇).

Тепер на пiдставi леми 3 зводимо це рiвняння до вигляду (24).
Лему доведено.
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5. Основнi результати.

Теорема 1. Нехай рiвняння (24) таке, що iснує 𝑞0 ∈ N (1 ≤ 𝑞0 ≤ 𝑞) таке,
що

inf
𝐺(𝜀0)

|Re ((𝑈1𝑞0(𝑡, 𝜀))𝑗𝑗 − (𝑈2𝑞0(𝑡, 𝜀))𝑘𝑘)| ≥ 𝑏0 > 0 (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁),

i для будь-якого 𝑙 = 1, 𝑞0 − 1 (якщо 𝑞0 > 1) виконано:

Re ((𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀))𝑗𝑗 − (𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀))𝑘𝑘) ≡ 0 (𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁).

Тодi iснують 𝜇3 ∈ (0, 1), 𝜀1(𝜇) ∈ (0, 𝜀0) такi, що для будь-яких 𝜇 ∈ (0, 𝜇3),
𝜀 ∈ (0, 𝜀1(𝜇)) рiвняння (24) має частинний розв’язок, що належить до класу
𝐹2(𝑚− 1; 𝜀1(𝜇); 𝜃).

Доведення. Будемо виходити з твердження леми 4. Здiйснимо в рiвняннi
(24) пiдстановку

𝑍 =
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0
̃︀𝑍, (33)

де ̃︀𝑍 – нова невiдома матриця-функцiя. Дiстанемо:

𝑑 ̃︀𝑍
𝑑𝑡

=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃ ̃︀𝑍 − ̃︀𝑍 (︃𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+

+
𝜀𝜇𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇2𝑞+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍 − 𝜀 ̃︀𝑍𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1
(︁
𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍 − ̃︀𝑍𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︁
+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍, 𝜇). (34)

Розглянемо вiдповiдне лiнiйне неоднорiдне рiвняння:

𝑑 ̃︀𝑍0

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃ ̃︀𝑍0 − ̃︀𝑍0

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+

+
𝜀𝜇𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇2𝑞+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇). (35)

На пiдставi леми 2 з роботи [7] можна зробити висновок, що рiвняння (35)
має єдиний частинний розв’язок, що належить до класу 𝐹2(𝑚−1; 𝜀0; 𝜃), причому
iснує 𝑇1 ∈ (0,+∞) таке, що

‖ ̃︀𝑍0(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃) ≤

≤ 𝑇1
𝑏0𝜇𝑞0

(︂
𝜀𝜇𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
‖𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃) +

𝜇2𝑞+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
‖𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︂
<

<
𝑇1
𝑏0

(︀
‖𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃) + ‖𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︀
. (36)

Розв’язок класу 𝐹2(𝑚−1; 𝜀1(𝜇); 𝜃) рiвняння (34) шукатимемо методом послi-
довних наближень, обираючи в якостi початкового наближення ̃︀𝑍0(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), а
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подальшi наближення визначивши як розв’язки класу 𝐹2(𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) лiнiйних
неоднорiдних матричних рiвнянь:

𝑑 ̃︀𝑍𝜈+1

𝑑𝑡
=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍𝜈+1

(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+

+
𝜀𝜇𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐾(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇2𝑞+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
𝐶(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍𝜈 − 𝜀 ̃︀𝑍𝜈𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1
(︁
𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︁
+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍𝜈 , 𝜇). (37)

Нехай
Ω =

{︁ ̃︀𝑍 ∈ 𝐹2(𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) : ‖ ̃︀𝑍 − ̃︀𝑍0‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃) ≤ 𝜌
}︁
.

Позначимо:
𝑀(𝜌) = sup̃︀𝑍∈Ω

‖̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃),

𝑉 = max
(︀
‖𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃), ‖𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︀
,

𝑅 = max
(︀
‖𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃), ‖𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︀
.

З того, що ̃︀Φ2 диференцiйовна в сенсi Фреше за ̃︀𝑍, а область Ω замкнена i
обмежена, випливає, що iснує 𝐿(𝜌) ∈ (0,+∞) таке, що для будь-яких 𝑍,𝑍 ∈ Ω
виконано:⃦⃦⃦̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇)− ̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇)

⃦⃦⃦
𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

≤ 𝐿(𝜌)‖𝑍 − 𝑍‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃). (38)

Покажемо, що при певних спiввiдношеннях мiж параметрами 𝜀 i 𝜇 всi на-
ближення, що визначаються формулами (37), залишаються всерединi областi
Ω. Очевидно, що ̃︀𝑍0 ∈ Ω. Припустимо за iндукцiєю, що ̃︀𝑍𝜈 ∈ Ω, i розглянемо:

𝑑
(︁ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍0

)︁
𝑑𝑡

=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃(︁̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍0

)︁
−

−
(︁ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍0

)︁(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+ 𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍𝜈 − 𝜀 ̃︀𝑍𝜈𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1
(︁
𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︁
+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍𝜈 , 𝜇). (39)

Оскiльки ̃︀𝑍𝜈 ∈ Ω, то

‖ ̃︀𝑍𝜈‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃) ≤ 𝜌+ ‖ ̃︀𝑍0‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃).

На пiдставi нерiвностi (36) i внаслiдок умов теореми маємо:⃦⃦ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍0

⃦⃦
𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

≤

≤ 𝑇1
𝑏0𝜇𝑞0

[︁
2𝑚+1

(︀
𝜀𝑉 + 𝜇𝑞+1𝑅

)︀ (︁
𝜌+ ‖ ̃︀𝑍0‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︁
+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
𝑀(𝜌)

]︁
. (40)
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Отже, при виконаннi умови

𝑇1
𝑏0𝜇𝑞0

[︁
2𝑚+1

(︀
𝜀𝑉 + 𝜇𝑞+1𝑅

)︀ (︁
𝜌+ ‖ ̃︀𝑍0‖𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︁
+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
𝑀(𝜌)

]︁
≤ 𝜌0 < 𝜌 (41)

потрiбну належнiсть забезпечено.
Доведемо тепер збiжнiсть процесу, що визначається формулами (37), до

розв’язку класу 𝐹2(𝑚− 1; 𝜀1(𝜇); 𝜃) рiвняння (34). Розглянемо:(︁ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍𝜈

)︁
𝑑𝑡

=

(︃
𝐷1(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈1𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃(︁̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍𝜈

)︁
−

−
(︁ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍𝜈

)︁(︃
𝐷2(𝑡, 𝜀) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈2𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+

+𝜀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)
(︁ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

)︁
− 𝜀

(︁ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

)︁
𝑉2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜇𝑞+1
(︁
𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

(︁ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

)︁
−
(︁ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

)︁
𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)

)︁
+

+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1

(︁̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍𝜈 , 𝜇)− ̃︀Φ2(𝑡, 𝜀, 𝜃, ̃︀𝑍𝜈−1, 𝜇)
)︁
.

Звiдси i на пiдставi нерiвностей (36) i (38) матимемо:⃦⃦⃦ ̃︀𝑍𝜈+1 − ̃︀𝑍𝜈

⃦⃦⃦
𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

≤ 𝑇1
𝑏0𝜇𝑞0

[︂
2𝑚(𝜀𝑉 + 𝜇𝑞+1𝑅)

⃦⃦⃦ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

⃦⃦⃦
𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

+

+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
𝐿(𝜌)

⃦⃦⃦ ̃︀𝑍𝜈 − ̃︀𝑍𝜈−1

⃦⃦⃦
𝐹2(𝑚−1;𝜀0;𝜃)

]︂
.

Отже, при виконаннi нерiвностi

𝑇1
𝑏0𝜇𝑞0

[︂
2𝑚(𝜀𝑉 + 𝜇𝑞+1𝑅) +

𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0−1
𝐿(𝜌)

]︂
< 1 (42)

потрiбну збiжнiсть забезпечено. Нерiвностi (41), (42) виконуються для доста-
тньо малих 𝜇, 𝜀/𝜇𝑞0 , 𝜀/𝜇2𝑞0−1. Оскiльки 0 < 𝜇 < 1, то 𝜀/𝜇𝑞0 ≤ 𝜀/𝜇2𝑞0−1, тому до-
статньо вимоги мализни 𝜇 i вiдношення 𝜀/𝜇2𝑞0−1. Таким чином 𝜀1(𝜇) = 𝑇2𝜇

2𝑞0−1,
де 𝑇2 достатньо мале.

З урахуванням (33) отримуємо твердження теореми.
Безпосередньо з леми 4 та теореми 1 випливає наступна теорема.

Теорема 2. Нехай рiвняння (2) таке, що
1) виконано умови 10, 20;
2) виконано умови леми 2;
3) для рiвняння (7), що отримується з рiвняння (2) шляхом пiдстановки (6),
виконано умови леми 4;
4) для рiвняння (24), що отримується з рiвняння (7) шляхом пiдстановки
(23), виконано умови теореми 1.

Тодi iснують такi 𝜇4 ∈ (0, 1), 𝜀4(𝜇) ∈ (0, 𝜀0), що для будь-яких 𝜇 ∈ (0, 𝜇4)
i будь-яких 𝜀 ∈ (0, 𝜀4(𝜇)) рiвняння (2) має частинний розв’язок класу
𝐹2(𝑚− 1; 𝜀4(𝜇); 𝜃).
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Shchogolev S. A., Karapetrov V. V. Block separation of the system of the
linear matrix di�erential equations.

In the mathematical description of various phenomena and processes arising in mathe-
matical physics, electrical engineering, economics, have to deal with matrix differential
equations. Therefore, such equations are relevant as for mathematicians and specialists in
other fields natural sciences. This article considers quasilinear matrix differential equations
with coefficients depicted in the form of absolutely and uniformly convergent Fourier series
with slow variable in a sense coefficients and frequency (class 𝐹 ). The differences of the
diagonal elements of the matrices of the linear part are pure imaginary, that is, we are
dealing with a critical case. But between these diagonal elements assume certain relations
that indicate the absence of resonance between the natural frequencies of the system and
frequency of external excitation force. The problem is considered establishing signs of
existence in such an equation of class solutions 𝐹 . By means of a number of transformations
the equation is reduced to the equation noncritical case, and the solution of the class 𝐹
of this equation is sought by the method of successive approximations using the principle
compression reflections. Then based on the properties of the solutions of the transformed
equation, conclusions are drawn about the properties initial equation.

Keywords: matrix differential equations, Fourier series, slowly varying parameters.
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