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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА СПЕЦIАЛЬНОГО
КАНОНIЧНОГО ДОБУТКУ

Встановлено рiвномiрнi асимптотичнi оцiнки логарифмiчної похiдної, логарифму
модуля та логарифму спецiального канонiчного добутку з покращеним розподiлом
нулiв на скiнченнiй системi променiв з точнiстю до обмеженої величини зовнi деяких
виняткових множин. Крiм того, дослiджено асимптотичну поведiнку похiдної спецi-
ального канонiчного добутку в його нулях. При цьому, отримано новi асимптотичнi
спiввiдношення для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв цього канонiчного добу-
тку.

Ключовi слова: виняткова множина, лiчильна функцiя нулiв, покращений розподiл
нулiв, скiнченна система променiв, спецiальний канонiчний добуток, цiла функцiя.

1. Вступ. Нехай (𝜆𝑛)𝑛∈N – неспадна до +∞ послiдовнiсть додатних чисел,
𝑛(𝑡) =

∑︀
𝜆𝑛≤𝑡

1 – лiчильна функцiя послiдовностi (𝜆𝑛)𝑛∈N (див. [1: 19], [2: 58]),

𝑁(𝑟) =
∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log
𝑟

𝜆𝑛
=

∫︁ 𝑟

0

𝑛(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡, 𝑟 > 0,

− Неванлiннова (усереднена) лiчильна функцiя послiдовностi (𝜆𝑛)𝑛∈N ([1: 19]),
i

𝑓(𝑧) =
∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 − 𝑧𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
,𝑚 ∈ N. (1)

Функцiю log 𝑓(𝑧) = log |𝑓(𝑧)|+ 𝑖 arg 𝑓(𝑧), 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, вважатимемо визначеною
за формулою ([7])

log 𝑓(𝑧) =

∫︁ 𝑧

0

𝑓 ′(𝑤)

𝑓(𝑤)
𝑑𝑤, 𝑧 ∈ C∖

(︃
𝑚−1⋃︁
𝑠=0

{︂
𝑧 : arg 𝑧 =

2𝜋𝑠

𝑚
, |𝑧| ≥ 𝜆1

}︂)︃
, log 𝑓(0) = 0.

Цiлi функцiї вигляду (1) вiдiграють важливу роль в теорiї рядiв Дiрiхле
[2–4], теорiї цiлих функцiй цiлком регулярного зростання в розумiннi Левiна-
Пфлюгера [1, 2, 5, 6], теорiї цiлих функцiй покращеного регулярного зростан-
ня [7–22], тауберовiй теорiї [23], при дослiдженнi базисiв iз систем експонент i
розв’язуваннi деяких iнтерполяцiйних задач [1–4, 24, 25]. Асимптотичнi власти-
востi таких цiлих функцiй дослiджено в працях багатьох математикiв (див. [1–
13, 23–25]). Зокрема, добре вiдомо ([2: 70]), що якщо послiдовнiсть додатних
чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову 𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌) (𝑡 → +∞), де ∆ ∈ (0; +∞),
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𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌, то для канонiчного добутку (1) для кожного 𝛿 ∈ (0;𝜋/2)
рiвномiрно за 𝜙 ∈

[︀
𝛿; 2𝜋

𝑚
− 𝛿
]︀
виконується спiввiдношення

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
=

𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 cos 𝜌
(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁
+ 𝑜(𝑟𝜌), 𝑟 → +∞, 𝜙 ∈

(︂
0;

2𝜋

𝑚

)︂
.

Крiм цього, якщо послiдовнiсть (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє додаткову умову
𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛 > 𝑐𝜆𝑛

1−𝜌, 𝑐 > 0, то ([2: 71])

log |𝑓 ′(𝜆𝑛)| ≥ 𝜋∆𝜆𝜌𝑛 ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+ 𝑜(𝜆𝜌𝑛), 𝑛→ +∞.

За iнших умов на нулi цiлої функцiї (1) можна отримати точнiшi асимпто-
тичнi оцiнки (див. [4, 7–25]). Зокрема, в [7] доведено, що якщо ∆ ∈ (0; +∞),
𝜌 ∈ (0; +∞), 𝜌1 ∈ (0; 𝜌), 𝑚 > 𝜌 i послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задоволь-
няє умову 𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 + 𝑜(𝑡𝜌1) (𝑡 → +∞), то для цiлої функцiї (1) рiвномiрно за

𝜙 ∈
𝑚−1⋃︀
𝑠=0

(︁
2𝜋𝑠
𝑚

; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

)︁
виконується

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑒−𝑖𝜋𝜌
𝑚 𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌𝜙 +

𝑜(𝑟𝜌1)⃒⃒
sin 𝑚𝜙

2

⃒⃒ , 𝑟 → +∞.

Крiм цього ([7]), якщо послiдовнiсть (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє додаткову умову

(∃𝑛0 > 0) (∀𝑛 ≥ 𝑛0) :
𝜆𝑛−1

𝜆𝑛
≤
(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂ 1
𝜌

,

то
log |𝜆𝑛𝑓 ′(𝜆𝑛)| ≥ 𝜋∆𝜆𝜌𝑛 ctg

(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+ 𝑜(𝜆𝜌1𝑛 ), 𝑛→ +∞.

Метою статтi є вивчення асимптотичних властивостей спецiальних кано-
нiчних добуткiв вигляду (1) з покращеним розподiлом нулiв (див. нижче умо-
ву (2)), що передбачає вирiшення таких задач: отримання рiвномiрних асимпто-
тичних оцiнок логарифмiчної похiдної, логарифму модуля та логарифму цiлої
функцiї (1) з точнiстю до обмеженої величини зовнi деяких виняткових мно-
жин; встановлення нових асимптотичних спiввiдношень для лiчильних фун-
кцiй послiдовностей нулiв; дослiдження асимптотичної поведiнки похiдної цiлої
функцiї (1) в її нулях.

2. Основнi результати. Через 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, . . . позначатимемо деякi до-
датнi сталi. Основними результатами даної статтi є наступнi твердження, якi
доповнюють результати робiт [7–22].

Теорема 1. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞
послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑁(𝑡) =
∆

𝜌
𝑡𝜌 +𝑂(1), 𝑡→ +∞. (2)

Тодi для цiлої функцiї (1) для кожного 𝛿 ∈ (0;𝜋/2) рiвномiрно вiдносно

𝜙 ∈
𝑚−1⋃︀
𝑠=0

[︁
2𝜋𝑠
𝑚

+ 𝛿; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

− 𝛿
]︁
виконується

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) =
𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌(𝜙− 𝜋
𝑚) +𝑂(1), 𝑟 → +∞. (3)
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Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 i 𝜙 ∈
𝑚−1⋃︀
𝑠=0

(︁
2𝜋𝑠
𝑚

; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

)︁
. Тодi, за умови (2), двiчi

iнтегруючи частинами, маємо

log 𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙) = −𝑚2𝑧𝑚
∫︁ +∞

0

𝑡𝑚−1

(𝑡𝑚 − 𝑧𝑚)2
𝑁(𝑡)𝑑𝑡+𝑂(1) =

= −∆

𝜌
𝑚2𝑟𝑚𝑒𝑖𝑚𝜙

∫︁ +∞

0

𝑡𝜌+𝑚−1

(𝑡𝑚 − 𝑟𝑚𝑒𝑖𝑚𝜙)2
𝑑𝑡−

−𝑚2𝑟𝑚𝑒𝑖𝑚𝜙

∫︁ +∞

0

𝑂(𝑡𝑚−1)

(𝑡𝑚 − 𝑟𝑚𝑒𝑖𝑚𝜙)2
𝑑𝑡+𝑂(1) :=

= 𝐼1 + 𝐼2 +𝑂(1), 𝑟 → +∞. (4)

Нехай 𝑡 = 𝑟𝑥
1
𝑚 . Згiдно з теорiєю лишкiв (див. [5: 94]), отримаємо

𝐼1 = −∆

𝜌
𝑚𝑟𝜌𝑒𝑖𝑚𝜙

∫︁ +∞

0

𝑥
𝜌
𝑚

(𝑥− 𝑒𝑖𝑚𝜙)2
𝑑𝑥 =

= −∆

𝜌
𝑚𝑟𝜌𝑒𝑖𝑚𝜙 2𝜋𝑖

1 − 𝑒2𝜋
𝜌
𝑚
𝑖
𝑟𝑒𝑠

𝑥=𝑒𝑖𝑚𝜙
𝑥

𝜌
𝑚

1

(𝑥− 𝑒𝑖𝜙𝑚)2
=

𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌𝑒𝑖𝜌(𝜙− 𝜋
𝑚). (5)

Далi,

|𝐼2| ≤ 𝑐1

∫︁ +∞

0

𝑢𝑚−1

|𝑢𝑚 − 𝑒𝑖𝑚𝜙|2
𝑑𝑢 = 𝑐1

∫︁ +∞

0

𝑢𝑚−1

𝑢2𝑚 − 2𝑢𝑚 cos𝑚𝜙+ 1
𝑑𝑢 ≤

≤ 𝑐1

∫︁ +∞

0

𝑢𝑚−1

𝑢2𝑚 − 2𝑢𝑚 cos𝑚𝛿 + 1
𝑑𝑢 = 𝑐2 < +∞. (6)

Таким чином, з (4)−(6) отримуємо (3). Теорему 1 доведено.
Теорема 2. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞ послi-

довнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову (2). Тодi для цiлої функцiї

(1) для кожного 𝛿 ∈ (0; 𝜋/2) рiвномiрно вiдносно 𝜙 ∈
𝑚−1⋃︀
𝑠=0

[︁
2𝜋𝑠
𝑚

+ 𝛿; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

− 𝛿
]︁

виконується

𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝜙)

𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)
=

𝜋∆𝜌

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑒−𝑖𝜋𝜌
𝑚 𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙 +𝑂(1), 𝑟 → +∞. (7)

Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 i 𝜙 ∈
𝑚−1⋃︀
𝑠=0

(︁
2𝜋𝑠
𝑚

; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

)︁
. Тодi, за умови (2), двiчi

iнтегруючи частинами, при 𝑟 → +∞ отримуємо

𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝜙)

𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)
= 𝑚3𝑧𝑚−1

∫︁ +∞

0

𝑡𝑚−1𝑧𝑚 + 𝑡2𝑚−1

(𝑧𝑚 − 𝑡𝑚)3
𝑁(𝑡)𝑑𝑡 =

=
∆

𝜌
𝑚3𝑧𝑚−1

∫︁ +∞

0

𝑡𝜌+𝑚−1𝑧𝑚 + 𝑡𝜌+2𝑚−1

(𝑧𝑚 − 𝑡𝑚)3
𝑑𝑡+𝑚3𝑧𝑚−1

∫︁ +∞

0

𝑂(𝑡𝑚−1)𝑧𝑚 +𝑂(𝑡2𝑚−1)

(𝑧𝑚 − 𝑡𝑚)3
𝑑𝑡 =

=
∆

𝜌
𝑚3𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝑚−1)𝜙

∫︁ +∞

0

𝑢𝜌+𝑚−1𝑒𝑖𝑚𝜙 + 𝑢𝜌+2𝑚−1

(𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑢𝑚)3
𝑑𝑢+
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+𝑚3𝑟−1𝑒𝑖(𝑚−1)𝜙

∫︁ +∞

0

𝑂(𝑢𝑚−1)𝑒𝑖𝑚𝜙 +𝑂(𝑢2𝑚−1)

(𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑢𝑚)3
𝑑𝑢 := 𝐽1 + 𝐽2. (8)

Нехай 𝑢 = 𝑥
1
𝑚 , 𝑑𝑢 = 1

𝑚
𝑥

1−𝑚
𝑚 𝑑𝑥. Тодi, подiбно як вище, отримаємо

𝐽1 =
∆

𝜌
𝑚2𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝑚−1)𝜙

∫︁ +∞

0

𝑥
𝜌
𝑚 𝑒𝑖𝑚𝜙 + 𝑥

𝜌
𝑚
+1

(𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑥)3
𝑑𝑥 =

∆

𝜌
𝑚2𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝑚−1)𝜙×

×
(︂

2𝜋𝑖𝑒𝑖𝑚𝜙

1 − 𝑒2𝜋
𝜌
𝑚
𝑖
𝑟𝑒𝑠

𝑥=𝑒𝑖𝑚𝜙

𝑥
𝜌
𝑚

(𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑥)3
+

2𝜋𝑖

1 − 𝑒2𝜋( 𝜌
𝑚
+1)𝑖

𝑟𝑒𝑠
𝑥=𝑒𝑖𝑚𝜙

𝑥
𝜌
𝑚
+1

(𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑥)3

)︂
=

=
𝜋∆𝜌

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑒−𝜋 𝜌
𝑚
𝑖𝑟𝜌−1𝑒𝑖(𝜌−1)𝜙. (9)

До того ж, аналогiчно як у доведеннi теореми 1, одержимо

|𝐽2| ≤ 𝑐3𝑟
−1

∫︁ +∞

0

𝑢𝑚−1 + 𝑢2𝑚−1

|𝑒𝑖𝑚𝜙 − 𝑢𝑚|3
𝑑𝑢 ≤ 𝑐4𝑟

−1

∫︁ +∞

0

𝑢2𝑚−1

(𝑢2𝑚 − 2𝑢𝑚 cos𝑚𝜙+ 1)3/2
𝑑𝑢 ≤

≤ 𝑐4𝑟
−1

∫︁ +∞

0

𝑢2𝑚−1

(𝑢2𝑚 − 2𝑢𝑚 cos𝑚𝛿 + 1)3/2
𝑑𝑢 = 𝑐5 < +∞, 𝑟 > 0. (10)

Таким чином, з (8)−(10) випливає (7). Теорему 2 доведено.

Лема 1. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞ послi-
довнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову

𝑁(𝑡) =
∆

𝜌
𝑡𝜌 +𝑂

(︂
1

𝑡𝜌

)︂
, 𝑡→ +∞. (11)

Тодi

𝑛(𝑡) = ∆𝑡𝜌 +𝑂(1), 𝑡→ +∞. (12)

Доведення. Нехай 𝑟 = 𝑡+ 𝑐6𝑡
1−𝜌. Тодi при 𝑡→ +∞

𝑛(𝑡) ≤ 𝑁(𝑟) −𝑁(𝑡)

ln(𝑟/𝑡)
=

=

Δ
𝜌

(𝑡+ 𝑐6𝑡
1−𝜌)

𝜌 − Δ
𝜌
𝑡𝜌 +𝑂

(︀
1
𝑡𝜌

)︀
ln
(︀
1 + 𝑐6

𝑡𝜌

)︀ =

Δ
𝜌
𝑡𝜌
(︀(︀

1 + 𝑐6
𝑡𝜌

)︀𝜌 − 1
)︀

+𝑂
(︀

1
𝑡𝜌

)︀
𝑐6
𝑡𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑡2𝜌

)︀ =

=

Δ
𝜌
𝑡𝜌
(︀
1 + 𝜌 𝑐6

𝑡𝜌
+𝑂

(︀
1
𝑡2𝜌

)︀
− 1
)︀

+𝑂
(︀

1
𝑡𝜌

)︀
𝑐6
𝑡𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑡2𝜌

)︀ =

Δ
𝜌
𝑡𝜌
(︀
𝜌+𝑂

(︀
1
𝑡𝜌

)︀)︀
+𝑂(1)

1 +𝑂
(︀

1
𝑡𝜌

)︀ =

= (∆𝑡𝜌 +𝑂(1))

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑡𝜌

)︂)︂
= ∆𝑡𝜌 +𝑂(1) +𝑂

(︂
1

𝑡𝜌

)︂
= ∆𝑡𝜌 +𝑂(1).

З iншого боку, взявши 𝑡 = 𝑟 − 𝑐6𝑟
1−𝜌, при 𝑟 → +∞ отримаємо

𝑛(𝑟) ≥ 𝑁(𝑟) −𝑁(𝑡)

ln(𝑟/𝑡)
=

Δ
𝜌
𝑟𝜌 − Δ

𝜌
(𝑟 − 𝑐6𝑟

1−𝜌)
𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑟𝜌

)︀
− ln

(︀
1 − 𝑐6

𝑟𝜌

)︀ =
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=

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︀
1 −

(︀
1 − 𝑐6

𝑟𝜌

)︀𝜌)︀
+𝑂

(︀
1
𝑟𝜌

)︀
𝑐6
𝑟𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑟2𝜌

)︀ =

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︀
𝜌 𝑐6
𝑟𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑟2𝜌

)︀)︀
+𝑂

(︀
1
𝑟𝜌

)︀
𝑐6
𝑟𝜌

+𝑂
(︀

1
𝑟2𝜌

)︀ =

=

Δ
𝜌
𝑟𝜌
(︀
𝜌+𝑂

(︀
1
𝑟𝜌

)︀)︀
+𝑂(1)

1 +𝑂
(︀

1
𝑟𝜌

)︀ = (∆𝑟𝜌 +𝑂(1))

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑟𝜌

)︂)︂
= ∆𝑟𝜌 +𝑂(1).

З обидвох останнiх нерiвностей випливає (12). Лему 1 доведено.

Лема 2. Нехай ∆ ∈ [0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞) i 𝑚 > 𝜌. Тодi умова (12) є еквiва-
лентною до умови

𝜆𝜌𝑚 =
𝑚

∆
+𝑂(1), 𝑚→ +∞. (13)

Доведення. Нехай 𝜆𝑚 ≤ 𝑡 < 𝜆𝑚+1. Тодi при 𝑡 → +∞, маємо 𝑛(𝑡) = 𝑚 =
= ∆𝜆𝑚

𝜌 +𝑂(1) ≤ ∆𝑡𝜌 +𝑂(1) i 𝑛(𝑡) = 𝑚+ 1−1 = ∆𝜆𝜌𝑚+1 +𝑂(1)−1 ≥ ∆𝑡𝜌 +𝑂(1).
Отже, з (13) випливає (12). Навпаки, якщо виконується (12), то 𝑚 ≤ 𝑛 (𝜆𝑚) =
= ∆𝜆𝜌𝑚 +𝑂(1), 𝑚→ +∞. З iншого боку,

𝑚 ≥ 𝑛
(︀
𝜆𝑚 − 𝑐7𝜆

1−𝜌
𝑚

)︀
= ∆

(︀
𝜆𝑚 − 𝑐7𝜆

1−𝜌
𝑚

)︀𝜌
+𝑂(1) = ∆𝜆𝜌𝑚

(︂
1 − 𝑐7

𝜆𝜌𝑚

)︂𝜌

+𝑂(1) =

= ∆𝜆𝜌𝑚

(︂
1 − 𝜌𝑐7

𝜆𝜌𝑚
+𝑂

(︂
1

𝜆2𝜌𝑚

)︂)︂
+𝑂(1) = ∆𝜆𝜌𝑚 +𝑂(1), 𝑚→ +∞.

Отже, виконується умова (13). Лему 2 доведено.

Теорема 3. Нехай 𝑚𝑓 (𝑟) = min {|𝑓(𝑧)| : |𝑧| = 𝑟}, ∆ ∈ (0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞),
𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞ послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє
умову (11). Тодi для цiлої функцiї (1) за деякого 𝑐8 > 0 i кожного 𝑐0 >

> max
{︁

𝑚𝑐8
Δ𝜌

; 𝑚(1−𝑐8)
Δ𝜌

}︁
виконується

log𝑚𝑓 (𝑟) = log |𝑓(𝑟)| ≥ 𝜋∆𝑟𝜌 ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+𝑂(1), (14)

при 𝐸0 ̸∋ 𝑟 → +∞, де 𝐸0 =
{︀
𝑟 : |𝜆𝑚𝑘 − 𝑟𝑚| ≤ 𝑐0𝜆

𝑚−𝜌
𝑘

}︀
.

Доведення. Якщо виконується умова (11), то за лемами 1 i 2, правильними
є нерiвностi 𝜆𝜌𝑘 = 𝑘

Δ
+ 𝑂(1) ≥ 𝑘

Δ
− 𝑐8

Δ
i 𝜆𝜌𝑛 = 𝑛

Δ
+ 𝑂(1) ≤ 𝑛

Δ
+ 𝑐8

Δ
. З останнiх двох

нерiвностей, отримаємо

(∃𝑐8 > 0) (∃𝑛0 ∈ N) (∀𝑛 ≥ 𝑛0) (∀𝑘 ≥ 𝑛) :
𝜆𝑛
𝜆𝑘

≤
(︂
𝑛+ 𝑐8
𝑘 − 𝑐8

)︂1/𝜌

. (15)

Далi,

log |𝑓(𝑟)| =
∞∑︁
𝑛=1

log

⃒⃒⃒⃒
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

= 𝑚
∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log
𝑟

𝜆𝑛
+
∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
+
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
=

= 𝑚𝑁(𝑟) +
∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
+
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
. (16)

Роздiл 1: Математика i статистика
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Нехай 𝜆𝑘 ≤ 𝑟 < 𝜆𝑘+1. Тодi, використовуючи (15), отримуємо

∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
=

𝑘∑︁
𝑛=1

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
= −

𝑘∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑛
𝑟

)︂𝑚𝑗

=

= −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝑟

)︂𝑚𝑗 𝑘∑︁
𝑛=1

(︂
𝜆𝑛
𝜆𝑘

)︂𝑚𝑗

≥ −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝑟

)︂𝑚𝑗 𝑘∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛+ 𝑐8
𝑘 − 𝑐8

)︂𝑚𝑗/𝜌

=

= −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘

𝑟(𝑘 − 𝑐8)1/𝜌

)︂𝑚𝑗 𝑘∑︁
𝑛=1

(𝑛+ 𝑐8)
𝑚𝑗/𝜌,

i, подiбно,

∑︁
𝜆𝑛>𝑟

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
=

∞∑︁
𝑛=𝑘+1

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
= −

∞∑︁
𝑛=𝑘+1

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑟

𝜆𝑛

)︂𝑚𝑗

=

= −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑟

𝜆𝑘+1

)︂𝑚𝑗 ∞∑︁
𝑛=𝑘+1

(︂
𝜆𝑘+1

𝜆𝑛

)︂𝑚𝑗

≥

≥ −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑟

𝜆𝑘+1

)︂𝑚𝑗 ∞∑︁
𝑛=𝑘+1

(︂
𝑘 + 1 − 𝑐8
𝑛+ 𝑐8

)︂𝑚𝑗/𝜌

=

= −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑟(𝑘 + 1 − 𝑐8)

1/𝜌

𝜆𝑘+1

)︂𝑚𝑗 ∞∑︁
𝑛=𝑘+1

(𝑛+ 𝑐8)
−𝑚𝑗/𝜌.

Позаяк функцiї (𝑘 + 𝑥)𝜈 i (𝑘 + 𝑥)−𝜈 з 𝜈 > 1 є опуклими на (−𝑘; +∞), то для
𝑡 ∈ [−1/2; 1/2], подiбно до [5: 247] (див. також [8]), маємо

(𝑛+ 𝑐8)
𝜈 =

(︂
𝑛− 1

2
+ 𝑐8 +

1

2

)︂𝜈

=

(︂
𝑛− 1

2

)︂𝜈 (︂
1 +

𝑐8 + 1/2

𝑛− 1/2

)︂𝜈

=

=

(︂
𝑛− 1

2

)︂𝜈 (︂
1 + 𝜈

𝑐8 + 1/2

𝑛− 1/2
(1 + 𝑜(1))

)︂
≤
(︂
𝑛− 1

2

)︂𝜈

+ 𝑐8

(︂
𝑛− 1

2

)︂𝜈−1

≤

≤ 1

2
{(𝑛− 1/2 + 𝑡)𝜈 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)𝜈} +

𝑐9
2

{︀
(𝑛− 1/2 + 𝑡)𝜈−1 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)𝜈−1

}︀
,

i, аналогiчно,

(𝑛+ 𝑐8)
−𝜈 ≤ 1

2

{︁
(𝑛− 1/2 + 𝑡)−𝜈 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)−𝜈

}︁
+

+
𝑐10
2

{︁
(𝑛− 1/2 + 𝑡)−𝜈−1 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)−𝜈−1

}︁
.

Iнтегруючи першу з цих нерiвностей по 𝑡 в межах вiд 0 до 1/2, отримуємо

(𝑛+ 𝑐8)
𝜈 ≤

∫︁ 1/2

0

{︁
(𝑛− 1/2 + 𝑡)𝜈 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)𝜈

}︁
𝑑𝑡+
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+𝑐9

∫︁ 1/2

0

{︁
(𝑛− 1/2 + 𝑡)𝜈−1 + (𝑛− 1/2 − 𝑡)𝜈−1

}︁
𝑑𝑡 =

=

∫︁ 1/2

−1/2

(𝑛− 1/2 + 𝑢)𝜈 𝑑𝑢+𝑐9

∫︁ 1/2

−1/2

(𝑛− 1/2 + 𝑢)𝜈−1 𝑑𝑢 =

∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡𝜈𝑑𝑡+𝑐9

∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡𝜈−1𝑑𝑡,

i, аналогiчно,

(𝑛+ 𝑐8)
−𝜈 ≤

∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡−𝜈𝑑𝑡+ 𝑐10

∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡−𝜈−1𝑑𝑡.

Звiдси

𝑘∑︁
𝑛=1

(𝑛+ 𝑐8)
𝑚𝑗/𝜌 ≤

𝑘∑︁
𝑛=1

{︂∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡𝑚𝑗/𝜌𝑑𝑡+ 𝑐9

∫︁ 𝑛

𝑛−1

𝑡
𝑚𝑗
𝜌

−1𝑑𝑡

}︂
=

=

∫︁ 𝑘

0

𝑡𝑚𝑗/𝜌𝑑𝑡+ 𝑐9

∫︁ 𝑘

0

𝑡
𝑚𝑗
𝜌

−1𝑑𝑡 =
𝑘

𝑚𝑗
𝜌

+1

𝑚𝑗
𝜌

+ 1
+ 𝑐9

𝑘
𝑚𝑗
𝜌

𝑚𝑗
𝜌

,

∞∑︁
𝑛=𝑘+1

(𝑛+ 𝑐8)
−𝑚𝑗

𝜌 ≤ − 𝑘−
𝑚𝑗
𝜌

+1

−𝑚𝑗
𝜌

+ 1
− 𝑐10

𝑘−
𝑚𝑗
𝜌

−𝑚𝑗
𝜌

.

Отже, ∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
+
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
≥

≥ −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︃
𝜆𝑘

𝑟 (𝑘 − 𝑐8)
1/𝜌

)︃𝑚𝑗 (︃
𝑘

𝑚𝑗
𝜌

+1

𝑚𝑗
𝜌

+ 1
+ 𝑐9

𝑘
𝑚𝑗
𝜌

𝑚𝑗
𝜌

)︃
−

−
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑟(𝑘 + 1 − 𝑐8)

1/𝜌

𝜆𝑘+1

)︂𝑚𝑗
(︃
− 𝑘−

𝑚𝑗
𝜌

+1

−𝑚𝑗
𝜌

+ 1
− 𝑐10

𝑘−
𝑚𝑗
𝜌

−𝑚𝑗
𝜌

)︃
=

= −𝑘
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌

+ 1
)︁ (︂ 𝜆𝑘𝑘

1/𝜌

𝑟(𝑘 − 𝑐8)1/𝜌

)︂𝑚𝑗

− 𝑐9

∞∑︁
𝑗=1

1
𝑚𝑗2

𝜌

(︂
𝜆𝑘𝑘

1/𝜌

𝑟(𝑘 − 𝑐8)1/𝜌

)︂𝑚𝑗

−

−𝑘
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌
− 1
)︁ (︂𝑟(𝑘 + 1 − 𝑐8)

1/𝜌

𝜆𝑘+1𝑘1/𝜌

)︂𝑚𝑗

−𝑐10
∞∑︁
𝑗=1

1
𝑚𝑗2

𝜌

(︃
𝑟(𝑘 + 1 − 𝑐8)

1/𝜌

𝜆𝑘+1𝑘1/𝜌

)︃𝑚𝑗

. (17)

Оскiльки |𝜆𝑚𝑘 − 𝑟𝑚| ≥ 𝑐0𝜆𝑘
𝑚−𝜌, то 𝜆𝑚𝑘 + 𝑐0𝜆𝑘

𝑚−𝜌 ≤ 𝑟𝑚 ≤ 𝜆𝑚
𝑘+1

− 𝑐0𝜆
𝑚−𝜌
𝑘 . Крiм

цього, за умови (11), виконується спiввiдношення 𝜆𝜌𝑘 = 𝑘
Δ

+ 𝑂(1), 𝑘 → +∞
(див. леми 1 i 2). Тому для 𝑐0 > 𝑚𝑐8

Δ𝜌
маємо

𝜆𝑚
𝑘
𝑘𝑚/𝜌

𝑟𝑚 (𝑘 − 𝑐8)
𝑚/𝜌

≤ 𝑘𝑚/𝜌(︁
1 + 𝑐0

𝜆𝜌
𝑘

)︁
(𝑘 − 𝑐8)

𝑚/𝜌
=

=
𝑘𝑚/𝜌(︁

1 + 𝑐0Δ(1+𝑜(1))
𝑘

)︁
(𝑘 − 𝑐8)

𝑚/𝜌
=

(𝑘 − 𝑐8 + 𝑐8)
𝑚/𝜌(︁

1 + 𝑐0Δ(1+𝑜(1))
𝑘

)︁
(𝑘 − 𝑐8)

𝑚/𝜌
=
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=

(︁
1 + 𝑐8

𝑘−𝑐8

)︁𝑚/𝜌

1 + 𝑐0Δ(1+𝑜(1))
𝑘

=
1 + 𝑚𝑐8

𝜌(𝑘−𝑐11)
(1 + 𝑜(1))

1 + 𝑐0Δ
𝑘

(1 + 𝑜(1))
=

1 + 𝑚𝑐8
𝜌𝑘

(1 + 𝑜(1))

1 + 𝑐0Δ
𝑘

(1 + 𝑜(1))
≤ 1, 𝑘 → +∞.

Подiбно, для 𝑐0 > 𝑚1−𝑐8
Δ𝜌

отримуємо

𝑟𝑚 (𝑘 + 1 − 𝑐8)
𝑚/𝜌

𝜆𝑚
𝑘+1
𝑘𝑚/𝜌

≤

(︁
𝜆𝑚

𝑘+1
− 𝑐0𝜆

𝑚−𝜌
𝑘

)︁
(𝑘 + 1 − 𝑐8)

𝑚/𝜌

𝜆𝑚
𝑘+1
𝑘𝑚/𝜌

≤

≤
(︂

1 − 𝑐0
𝜆𝜌𝑘

)︂(︂
𝑘 + 1 − 𝑐8

𝑘

)︂𝑚/𝜌

=

(︂
1 − 𝑐0∆(1 + 𝑜(1))

𝑘

)︂(︂
1 +

1 − 𝑐8
𝑘

)︂𝑚/𝜌

=

=

(︂
1 − 𝑐0∆

𝑘
(1 + 𝑜(1))

)︂(︂
1 +

1 − 𝑐8
𝜌𝑘

𝑚(1 + 𝑜(1))

)︂
=

= 1 − 𝑐0∆

𝑘
(1 + 𝑜(1)) +

1 − 𝑐8
𝜌𝑘

𝑚(1 + 𝑜(1)) +𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
≤ 1, 𝑘 → +∞.

З огляду на це, з (17) одержимо

∑︁
𝜆𝑛≤𝑟

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝑟𝑚

)︂
+
∑︁
𝜆𝑛>𝑟

log

(︂
1 − 𝑟𝑚

𝜆𝑚𝑛

)︂
≥

≥ −𝑘

⎛⎝ ∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌

+ 1
)︁ +

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌
− 1
)︁
⎞⎠+𝑂(1), 𝐸0 ̸∋ 𝑟 → +∞. (18)

Далi, позаяк 𝜆𝜌𝑘 ≤ 𝑟𝜌 < 𝜆𝜌𝑘+1, то −𝑘 ≥ −∆𝑟𝜌 − 𝑐8. Тому, з (11), (16) i (18),
отримуємо

log |𝑓(𝑟)| ≥ 𝑚𝑁(𝑟) − 𝑘

⎛⎝ ∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌

+ 1
)︁ +

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗
(︁

𝑚𝑗
𝜌
− 1
)︁
⎞⎠+𝑂(1) =

= 𝑚𝑁(𝑟) − 2𝑚𝑘𝜌
∞∑︁
𝑗=1

1

(𝑚𝑗)2 − 𝜌2
+𝑂(1) =

=
𝑚∆

𝜌
𝑟𝜌 +𝑂

(︂
1

𝑟𝜌

)︂
− 𝑚𝑘

𝜌

(︁
1 − 𝜋𝜌

𝑚
ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁)︁
+𝑂(1) ≥

≥ 𝑚∆

𝜌
𝑟𝜌 −𝑚

∆𝑟𝜌 + 𝑐8
𝜌

(︁
1 − 𝜋𝜌

𝑚
ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁)︁
+𝑂(1) =

= 𝜋∆𝑟𝜌 ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+𝑂(1), 𝐸0 ̸∋ 𝑟 → +∞.

Таким чином, виконується (14). Теорему 3 доведено.

Теорема 4. Нехай ∆ ∈ (0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞
послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову (11). Тодi для цiлої
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функцiї (1) за деякого 𝑐8 > 0 i будь-яких сталих 𝑐0 > max
{︁

𝑚𝑐8
Δ𝜌

; 𝑚(1−𝑐8)
Δ𝜌

}︁
та

𝑐11 > 0, виконується

log |𝑓(𝑧)| ≥ 𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 cos 𝜌
(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁
+𝑂(1), 𝐸 ̸∋ 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 → ∞, (19)

де 𝐸 =
{︀
𝑟𝑒𝑖𝜙 : |𝜙| > 𝑐11

𝑟𝜌
, |𝜆𝑚𝑛 − 𝑟𝑚| ≤ 𝑐0𝜆

𝑚−𝜌
𝑛

}︀
i 𝜙 ∈

𝑚−1⋃︀
𝑠=0

(︁
2𝜋𝑠
𝑚

; 2𝜋(𝑠+1)
𝑚

)︁
.

Доведення. Нехай 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙, |𝜙| ≤ 𝑐11
𝑟𝜌

i |𝜆𝑚𝑛 − 𝑟𝑚| > 𝑐0𝜆
𝑚−𝜌
𝑛 . Тодi, згiдно з

теоремою 3, отримуємо

log
⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)

⃒⃒
≥ log𝑚𝑓 (𝑟) = 𝜋∆𝑟𝜌 ctg

(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+𝑂(1) =

=
𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 cos 𝜌
(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁
+

𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 (︁cos
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
− cos 𝜌

(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁)︁
+𝑂(1) ≥

≥ 𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 cos 𝜌
(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁
− 2𝜋∆𝑟𝜌

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀ ⃒⃒⃒⃒sin 𝜌𝜙
2

sin
𝜌

2

(︂
2𝜋

𝑚
− 𝜙

)︂⃒⃒⃒⃒
+𝑂(1) =

=
𝜋∆

sin
(︀
𝜋𝜌
𝑚

)︀𝑟𝜌 cos 𝜌
(︁
𝜙− 𝜋

𝑚

)︁
+𝑂(1), 𝐸 ̸∋ 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 → ∞.

Отож, виконується (19). Теорему 4 доведено.

Теорема 5. Нехай ∆ ∈ (0; +∞), 𝜌 ∈ (0; +∞), 𝑚 > 𝜌 i неспадна до +∞
послiдовнiсть додатних чисел (𝜆𝑛)𝑛∈N задовольняє умову (11) i

(∃𝑘0)(∀𝑘 ≥ 𝑘0)(∀𝑛 ≥ 𝑘) :
𝜆𝑘
𝜆𝑛

≤
(︂
𝑘

𝑛

)︂ 1
𝜌

. (20)

Тодi для цiлої функцiї (1) виконується

log |𝜆𝑛𝑓 ′(𝜆𝑛)| ≥ 𝜋∆𝜆𝜌𝑛 ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+𝑂(1), 𝑛→ +∞. (21)

Доведення. Маємо ([2: 108], [4: 70], [7])

𝑓 ′(𝜆𝑛) = −𝑚

𝜆𝑛

∞∏︁
𝑘 = 1,
𝑘 ̸= 𝑛

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝜆𝑚𝑘

)︂
.

Тому

log |𝜆𝑛𝑓 ′(𝜆𝑛)| = log𝑚+𝑚

𝑛−1∑︁
𝑘=1

log
𝜆𝑛
𝜆𝑘

+
𝑛−1∑︁
𝑘=1

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑘

𝜆𝑚𝑛

)︂
+

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

log

(︂
1 − 𝜆𝑚𝑛

𝜆𝑚𝑘

)︂
.

Використовуючи (11), (13) i (20), подiбно як в [4: 70] i [7], отримуємо

log |𝜆𝑛𝑓 ′(𝜆𝑛)| = log𝑚+𝑚
𝑛−1∑︁
𝑘=1

log
𝜆𝑛
𝜆𝑘

−
∞∑︁
𝑗=1

𝑛−1∑︁
𝑘=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝜆𝑛

)︂𝑚𝑗

−
∞∑︁
𝑗=1

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑛
𝜆𝑘

)︂𝑚𝑗

≥
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≥ 𝑚
𝑛−1∑︁
𝑘=1

log
𝜆𝑛
𝜆𝑘

−
∞∑︁
𝑗=1

𝑛−1∑︁
𝑘=1

1

𝑗

(︂
𝑘

𝑛

)︂𝑚𝑗
𝜌

−
∞∑︁
𝑗=1

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

1

𝑗

(︁𝑛
𝑘

)︁𝑚𝑗
𝜌

+𝑂(1) ≥

≥ 𝑚
𝑛−1∑︁
𝑘=1

log
𝜆𝑛
𝜆𝑘

−
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

∫︁ 𝑛

0

(︂
𝜉

𝑛

)︂𝑚𝑗
𝜌

𝑑𝜉 −
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

∫︁ ∞

𝑛

(︂
𝑛

𝜉

)︂𝑚𝑗
𝜌

𝑑𝜉 +𝑂(1) =

= 𝑚𝑁(𝜆𝑛) − 2𝑚𝑛𝜌
∞∑︁
𝑗=1

1

𝜌2 − (𝑚𝑗)2
+𝑂(1) =

= 𝑚𝑁(𝜆𝑛) + 𝑛

(︂
𝜋 ctg

(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
− 𝑚

𝜌

)︂
+𝑂(1) =

= 𝑚

(︂
∆

𝜌
𝜆𝜌𝑛 +𝑂

(︂
1

𝜆𝜌𝑛

)︂)︂
+ (∆𝜆𝜌𝑛 +𝑂(1))

(︂
𝜋 ctg

(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
− 𝑚

𝜌

)︂
+𝑂(1) =

= 𝜋∆𝜆𝜌𝑛 ctg
(︁𝜋𝜌
𝑚

)︁
+𝑂(1), 𝑛→ +∞,

тобто виконується (21). Теорему 5 доведено.
3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй статтi

дослiджено асимптотичнi властивостi спецiального канонiчного добутку з по-
кращеним розподiлом нулiв на скiнченнiй системi променiв. Зокрема, встановле-
но рiвномiрнi асимптотичнi оцiнки логарифмiчної похiдної, логарифму модуля
та логарифму такого канонiчного добутку з точнiстю до обмеженої величини
зовнi деяких виняткових множин. Крiм цього, описано асимптотичну поведiнку
похiдної спецiального канонiчного добутку в його нулях. При цьому, отримано
новi асимптотичнi спiввiдношення для лiчильних функцiй послiдовностей нулiв.

Результати роботи можуть бути використанi в теорiї цiлих функцiй регуляр-
ного зростання, теорiї рядiв Дiрiхле, а також при дослiдженнi базисiв iз систем
експонент та розв’язуваннi деяких iнтерполяцiйних задач.
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Khats’ R. V. Asymptotic behavior of a special canonical product.

We establish asymptotic estimates for the logarithm and logarithmic derivative of a
special canonical product with improved zero-distribution on a finite system of rays up
to a limited value outside some exceptional sets. Besides, we investigate an asymptotic
behavior of the derivative of a special canonical product at its zeros. In addition, we
obtain new asymptotic relations for the counting functions of the sequences of zeros of this
canonical product.
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