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РОЗШИРЕНI БIНАРНI КОДИ ГОЛЕЯ ЗА ГРУПОВОЮ
АЛГЕБРОЮ ГРУПИ ДIЕДРА

Для побудови лiнiйних бiнарних самодуальних кодiв було встановлено багато рi-
зних конструкцiй. У статтi розглядаємо побудову розширених бiнарних кодiв Голея за
головними iдеалами (лiвими) груповою алгеброю F2𝐷24 групи дiедра 𝐷24 порядку 24
над полем з двох елементiв F2. Розроблено алгоритм вiдшукання та знайдено програм-
ним шляхом всi елементи 𝑣 ∈ F2𝐷24, якi породжують головнi iдеали, що визначають
розширених бiнарних кодiв Голея. Ранiше таким способом розширений бiнарний код
Голея будувався за одним елементом 𝑣 ∈ F2𝐷24, що 𝑣 = 𝑣*. Було знайдено всi 36 864
елементiв 𝑣 ∈ F2𝐷24 за якими можна побудувати розширений бiнарний код Голея та
з’ясовано, що 768 з них задовольняє умову 𝑣 = 𝑣*.

Ключовi слова: групова алгебра, розширенi бiнарнi коди, коди Голея, самодуальнi
коди, коди над полями, група дiедра.

1. Вступ. В 1967 р. С. Д. Бермана [1] (див. також [8]) запропонував пiонер-
ський пiдхiд в побудовi кодiв, який розглядає одностороннi iдеали в групових
алгебрах скiнченних груп над скiнченними полями, як коди над тими ж полями.
Бiльшiсть вiдомих на той час кодiв з оптимальними параметрами вкладалися
в запропоновану схему. I. МакЛоглiн та Т. Харлi в [2, 6] використовуючи таку
ж конструкцiю побудував розширений бiнарний код Голея, як головний iдеал
породжений деяким елементом 𝑣 групової алгебри групи дiедра 𝐺 = 𝐷24 поряд-
ку 24 над полем F2 з двох елементiв. Для iнших груп 𝐺 порядку 24 розширенi
бiнарнi коди Голея за головним iдеалом їх групових алгебр будувалися в [3–5].
Зокрема, було з’ясовано для яких груп така побудова можлива, а для групи
(𝐶6 × 𝐶2) o 𝐶2 (𝐶𝑛 — циклiчна група порядку 𝑛) була з’ясована точна кiль-
кiсть всiх таких елементiв 𝑣 за якими будуються розширенi бiнарнi коди Голея
розглядуваним способом. В статтi розглядаємо аналогiчну задачу для групи
𝐺 = 𝐷24.

Опишемо використовувану конструкцiю та означимо розширенi бiнарнi коди
Голея. Нехай 𝐺 = {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑛} — скiнченна група порядку 𝑛. Нехай 𝑣 =
= 𝛼𝑔1𝑔1+𝛼𝑔2𝑔2+. . .+𝛼𝑔𝑛𝑔𝑛 ∈ F2𝐺 (𝛼𝑖 ∈ F2). Визначимо матрицю 𝜎(𝑣) ∈𝑀(𝑛,F2)
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вигляду

𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛼𝑔−1

1 𝑔1
𝛼𝑔−1

1 𝑔2
. . . 𝛼𝑔−1

1 𝑔𝑛

𝛼𝑔−1
2 𝑔1

𝛼𝑔−1
2 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
2 𝑔𝑛

...
...

. . .
...

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔1

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Для заданого елемента 𝑣 ∈ F2𝐺 визначаємо бiнарний код: 𝐶(𝑣), як пiдпро-
стiр простору F𝑛

2 породжений рядками матрицi 𝜎(𝑣). В просторi F𝑛
2 вводиться

скалярний добуток [(𝑣1, . . . , 𝑣1), (𝑤1, . . . , 𝑤1)] =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑣𝑖𝑤𝑖 i вiдповiдне ортого-
нальне доповнення 𝐶⊥ = {𝑣 ∈ F𝑛

2 |[𝑣, 𝑤] = 0, 𝑤 ∈ 𝐶}. Бiнарний код 𝐶 нази-
вається самоортогональним, якщо 𝐶 ⊂ 𝐶⊥ i самодуальним — якщо 𝐶 = 𝐶⊥.
Зрозумiло, що код 𝐶(𝑣) самоортогональний, якщо 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 0. Для елемента
𝑣 = 𝛼𝑔1𝑔1+𝛼𝑔2𝑔2+. . .+𝛼𝑔𝑛𝑔𝑛 ∈ F2𝐺 позначимо 𝑣* = 𝛼𝑔1𝑔

−1
1 +𝛼𝑔2𝑔

−1
2 +. . .+𝛼𝑔𝑛𝑔

−1
𝑛 ∈

F2𝐺. Легко бачити, що 𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣*).
Розглядаючи лiнiйний код над полем з двох елементiв, використовуватиме-

мо термiн [𝑛, 𝑘, 𝑑]-код для позначення лiнiйних бiнарних кодiв, де 𝑛 — довжина
кодових слiв, 𝑘 — розмiрнiсть пiдпростору кодових слiв i 𝑑 — мiнiмальна вiд-
стань Хемiнга коду. Легко бачити, що вiдстань Хемiнга мiж довiльними кодо-
вими словами бiнарного самодуального коду парна. Розширений бiнарний код
Голея визначається, як будь-який бiнарний лiнiйний [24,12,8]-код. Вiдомо [7], що
розширений бiнарний код Голея самодуальний.

Теорема 1 ( [6]). Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 гру-
пової алгебри F2𝐺. Якщо
1) 𝑣 = 𝑣*,
2) 𝑣2 = 0,
3) rank(𝜎(𝑣)) = 12,
тодi код 𝐶(𝑣) самодуальний.

У [2–4, 6] встановлено, що з 15 неiзоморфних груп 24-го порядку для яких
будується розширений бiнарний код Голея 𝐷24, 𝑆4, (𝐶6 × 𝐶2) o 𝐶2, 𝐶3 × 𝐷8,
𝐶2×𝐴4 вiн будується за достатнiми властивостями самодуальностi коду наведенi
в теореми 1. Теорема 2 дає достатню умову, щоб код 𝐶(𝑣) був розширеним
бiнарним кодом Голея Скористаємося таким очевидним критерiєм.

Теорема 2. Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 групової
алгебри F2𝐺. Код 𝐶(𝑣) самодуальний тодi i тiльки тодi, коли
1) 𝑣𝑣* = 0,
2) rank(𝜎(𝑣)) = 12.

2. Побудова кодiв за групою 𝐺 = 𝐷24.

Лема 1. Нехай 𝐺 = 𝐷24 = ⟨𝑥, 𝑦 |𝑥12 = 1, 𝑦2 = 1, 𝑦−1𝑥𝑦 = 𝑥−1⟩, 𝑣 =

=
11∑︀
𝑖=0

𝛼𝑖+1𝑥
𝑖 + 𝛼𝑖+13𝑥

𝑖𝑦. Якщо код 𝐶(𝑣) самодуальний, тодi
24∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖 = 0,

(𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7 + 𝛼9 + 𝛼11)(𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼8 + 𝛼10 + 𝛼12)+

(𝛼13 + 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24) = 0,

(𝛼1 + 𝛼5)(𝛼3 + 𝛼7) + (𝛼1 + 𝛼9)(𝛼7 + 𝛼11) + (𝛼2 + 𝛼6)(𝛼4 + 𝛼8)+

Роздiл 1: Математика i статистика
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(𝛼2 + 𝛼10)(𝛼8 + 𝛼12) + (𝛼13 + 𝛼17)(𝛼15 + 𝛼19) + (𝛼13 + 𝛼21)(𝛼19 + 𝛼23)+

(𝛼14 + 𝛼18)(𝛼16 + 𝛼20) + (𝛼14 + 𝛼22)(𝛼20 + 𝛼24) = 0,

𝛼1 + (𝛼1 +𝛼5)(𝛼1 +𝛼9) +𝛼2 + (𝛼2 +𝛼6)(𝛼2 +𝛼10) +𝛼3 + (𝛼3 +𝛼7)(𝛼3 +𝛼11) +𝛼4+

(𝛼4+𝛼8)(𝛼4+𝛼12)+𝛼13+(𝛼13+𝛼17)(𝛼13+𝛼21)+𝛼14+(𝛼14+𝛼18)(𝛼14+𝛼22)+𝛼15+

(𝛼15 + 𝛼19)(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼16 + (𝛼16 + 𝛼20)(𝛼16 + 𝛼24) = 0.

Доведення. Обчислення в групi 𝐺 = 𝐷24 показують, що 𝜎(𝑣) має вигляд:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24
𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23
𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22
𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21
𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20
𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19
𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18
𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17
𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16
𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15
𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14
𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13
𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2
𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3
𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4
𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5
𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6
𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7
𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8
𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9
𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11 𝛼10
𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼23 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12 𝛼11
𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼24 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1 𝛼12
𝛼24 𝛼23 𝛼22 𝛼21 𝛼20 𝛼19 𝛼18 𝛼17 𝛼16 𝛼15 𝛼14 𝛼13 𝛼12 𝛼11 𝛼10 𝛼9 𝛼8 𝛼7 𝛼6 𝛼5 𝛼4 𝛼3 𝛼2 𝛼1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тодi матриця 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) набуває вигляду:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 𝛾6 0 𝛾6 𝛾5 𝛾4 𝛾3 𝛾2 𝛾1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

де 𝛾1 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8 + 𝛼9 + 𝛼10 + 𝛼11 + 𝛼12 + 𝛼13 + 𝛼14 +
+ 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24;

𝛾2 = (𝛼1 + 𝛼3)(𝛼4 + 𝛼2) + (𝛼1 + 𝛼5)(𝛼6 + 𝛼4) + (𝛼1 + 𝛼7)(𝛼8 + 𝛼6) + (𝛼1 + 𝛼9) ·
· (𝛼10 +𝛼8) + (𝛼1 +𝛼11)(𝛼12 +𝛼10) + (𝛼13 +𝛼15)(𝛼16 +𝛼14) + (𝛼13 +𝛼17)(𝛼18 +𝛼16) +
+ (𝛼13 + 𝛼19)(𝛼20 + 𝛼18) + (𝛼13 + 𝛼21)(𝛼22 + 𝛼20) + (𝛼13 + 𝛼23)(𝛼24 + 𝛼22),

або 𝛾2 = 𝛼1(𝛼12 + 𝛼2) + 𝛼3(𝛼2 + 𝛼4) + 𝛼5(𝛼4 + 𝛼6) + 𝛼7(𝛼6 + 𝛼8) + 𝛼9(𝛼8 + 𝛼10) +
𝛼11(𝛼10 + 𝛼12) +𝛼13(𝛼24 + 𝛼14) +𝛼15(𝛼14 +𝛼16) +𝛼17(𝛼16 +𝛼18) +𝛼19(𝛼18 +𝛼20) +
𝛼21(𝛼20 + 𝛼22) + 𝛼23(𝛼22 + 𝛼24);
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𝛾3 = (𝛼1 + 𝛼5)(𝛼3 + 𝛼7) + (𝛼1 + 𝛼9)(𝛼7 + 𝛼11) + (𝛼2 + 𝛼6)(𝛼4 + 𝛼8) + (𝛼2 + 𝛼10) ·
· (𝛼8 + 𝛼12) + (𝛼13 + 𝛼17)(𝛼15 + 𝛼19) + (𝛼13 + 𝛼21)(𝛼19 + 𝛼23) + (𝛼14 + 𝛼18)(𝛼16 +
+ 𝛼20) + (𝛼14 + 𝛼22)(𝛼20 + 𝛼24),

або 𝛾3 = 𝛼1(𝛼11 + 𝛼3) + 𝛼2(𝛼12 + 𝛼4) + 𝛼5(𝛼3 + 𝛼7) + 𝛼6(𝛼4 + 𝛼8) + 𝛼9(𝛼7 + 𝛼11) +
𝛼10(𝛼8 + 𝛼12) + 𝛼13(𝛼23 + 𝛼15) + 𝛼14(𝛼24 + 𝛼16) + 𝛼17(𝛼15 + 𝛼19) + 𝛼18(𝛼16 + 𝛼20) +
𝛼21(𝛼19 + 𝛼23) + 𝛼22(𝛼20 + 𝛼24);

𝛾4 = (𝛼1 + 𝛼7)(𝛼4 + 𝛼10) + (𝛼2 + 𝛼8)(𝛼5 + 𝛼11) + (𝛼3 + 𝛼9)(𝛼6 + 𝛼12) + (𝛼13 + 𝛼19) ·
· (𝛼16 + 𝛼22) + (𝛼15 + 𝛼21)(𝛼18 + 𝛼24) + (𝛼17 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼20);

𝛾5 = 𝛼1 + (𝛼1 +𝛼5)(𝛼1 +𝛼9) +𝛼2 + (𝛼2 +𝛼6)(𝛼2 +𝛼10) +𝛼3 + (𝛼3 +𝛼7)(𝛼3 +𝛼11) +
+ 𝛼4 + (𝛼4 + 𝛼8)(𝛼4 + 𝛼12) + 𝛼13 + (𝛼13 + 𝛼17)(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼14 + (𝛼14 + 𝛼18)(𝛼14 +
+ 𝛼22) + 𝛼15 + (𝛼15 + 𝛼19)(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼16 + (𝛼16 + 𝛼20)(𝛼16 + 𝛼24),

або 𝛾5 = 𝛼1(𝛼9 +𝛼5) +𝛼2(𝛼10 +𝛼6) +𝛼3(𝛼11 +𝛼7) +𝛼4(𝛼8 +𝛼12) +𝛼24(𝛼20 +𝛼16) +
𝛼23(𝛼19 + 𝛼15) + 𝛼22(𝛼18 + 𝛼14) + 𝛼17(𝛼21 + 𝛼13) + 𝛼9𝛼5 + 𝛼10𝛼6 + 𝛼11𝛼7 + 𝛼12𝛼8 +
𝛼18𝛼14 + 𝛼19𝛼15 + 𝛼20𝛼16 + 𝛼13𝛼21;

𝛾6 = (𝛼1 + 𝛼11)(𝛼6 + 𝛼4) + (𝛼1 + 𝛼9)(𝛼4 + 𝛼2) + (𝛼1 + 𝛼7)(𝛼2 + 𝛼12) + (𝛼21 + 𝛼5) ·
· (𝛼12 + 𝛼10) + (𝛼1 + 𝛼3)(𝛼10 + 𝛼8) + (𝛼13 + 𝛼23)(𝛼18 + 𝛼16) + (𝛼13 + 𝛼21)(𝛼16 +
+ 𝛼14) + (𝛼13 + 𝛼19)(𝛼14 + 𝛼24) + (𝛼13 + 𝛼17)(𝛼24 + 𝛼22) + (𝛼13 + 𝛼15)(𝛼22 + 𝛼20);

або 𝛾6 = 𝛼1(𝛼6 +𝛼8) +𝛼2(𝛼7 +𝛼9) +𝛼3(𝛼8 +𝛼10) +𝛼4(𝛼9 +𝛼11) +𝛼5(𝛼10 +𝛼12) +
𝛼20(𝛼13 + 𝛼15) +𝛼21(𝛼14 +𝛼16) +𝛼22(𝛼15 +𝛼17) +𝛼23(𝛼16 + 𝛼18) +𝛼24(𝛼17 + 𝛼19) +
𝑎6𝑎11 + 𝑎7𝑎12 + 𝑎13𝑎18 + 𝑎14𝑎19.

Звiдси отримаємо,

𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾6 = (𝛼1 +𝛼3 +𝛼5 +𝛼7 +𝛼9 +𝛼11)(𝛼2 +𝛼4 +𝛼6 +𝛼8 +𝛼10 +𝛼12) + (𝛼13 +
+ 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24).

Якщо код 𝐶(𝑣) самодуальний, то за умовою 1 теореми 2 виконуються умови:
𝑣𝑣* = 0 i 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) = 0 a, отже, 𝛾𝑖 = 0 (𝑖 = 1, . . . , 6). Тодi 𝛾1 = 0,
𝛾2 + 𝛾4 + 𝛾6 = 0, 𝛾3 = 0, 𝛾5 = 0. Звiдси отримуємо вiдповiдно рiвняння наведенi
у висновку леми.

Одним з знайдених елементiв є, наприклад, 𝑣 = 𝑥2 +𝑥4 +𝑥6 +𝑥9 +𝑥11 +𝑥3𝑦+
+ 𝑥9𝑦 + 𝑥11𝑦. Для нього 𝑣* = 𝑥10 + 𝑥8 + 𝑥6 + 𝑥3 + 𝑥 + 𝑥3𝑦 + 𝑥9𝑦 + 𝑥11𝑦 ̸= 𝑣. В
таблицi подано добутки всiх доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣*.

Таблиця 1.
Таблиця добуткiв доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣*

𝑥10 𝑥8 𝑥6 𝑥3 𝑥 𝑥3𝑦 𝑥9𝑦 𝑥11𝑦
𝑥2 1 𝑥10 𝑥8 𝑥5 𝑥3 𝑥5𝑦 𝑥11𝑦 𝑥𝑦
𝑥4 𝑥2 1 𝑥10 𝑥7 𝑥5 𝑥7𝑦 𝑥𝑦 𝑥3𝑦
𝑥6 𝑥4 𝑥2 1 𝑥9 𝑥7 𝑥9𝑦 𝑥3𝑦 𝑥5𝑦
𝑥9 𝑥7 𝑥5 𝑥3 1 𝑥10 𝑦 𝑥6𝑦 𝑥8𝑦
𝑥11 𝑥9 𝑥7 𝑥5 𝑥2 1 𝑥2𝑦 𝑥8𝑦 𝑥10𝑦
𝑥3𝑦 𝑥5𝑦 𝑥7𝑦 𝑥9𝑦 𝑦 𝑥2𝑦 1 𝑥6 𝑥4

𝑥9𝑦 𝑥11𝑦 𝑥𝑦 𝑥3𝑦 𝑥6𝑦 𝑥8𝑦 𝑥6 1 𝑥10

𝑥11𝑦 𝑥𝑦 𝑥3𝑦 𝑥5𝑦 𝑥8𝑦 𝑥10𝑦 𝑥8 𝑥2 1

Роздiл 1: Математика i статистика



РОЗШИРЕНI БIНАРНI КОДИ ГОЛЕЯ ЗА ГРУПОВОЮ. . . 31

Таким чином, 𝑣𝑣* = 0. З вигляду 𝑣 одержимо, що

𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1
1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Звичайно важко дати теоретичне обґрунтування, але обчислення в системi
комп’ютерної алгебри GAP показують, що rank(𝜎(𝑣)) = 12, а мiнiмальна вiд-
стань Хемiнга коду 𝐶(𝑣) рiвна 8. Тобто 𝐶(𝑣) є розширений бiнарний код Голея.

3. Числовi результати. Групова алгебра F2𝐷24 складається, очевидно,
з 224 = 16 777 216 елементiв 𝑣. В результатi обчислень одержуємо кiлькiсть
елементiв 𝑣 ∈ F2𝐷24, що 𝐶(𝑣) — розширений бiнарний код Голея. Подаємо цi
результати для порiвняння з кiлькiстю тих же елементiв при умовi 𝑣 = 𝑣*.

Таблиця 2.
Кiлькiсть елементiв з групової алгебри F2𝐷24

Мiнiмальна вiдстань Хемiнга 𝐶(𝑣) 2 4 6 8
Кiлькiсть елементiв 𝑣, що 𝑣 = 𝑣* 640 8 704 768 768

Кiлькiсть елементiв 𝑣 19 200 287 232 36 864 36 864

Таким чином, iснує рiвно 36 864 елементiв 𝑣 ∈ F2𝐷24, що 𝐶(𝑣) є розширеним
бiнарним кодом Голея.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Ця стаття при-
свячена дослiдженню конструкцiй розширених бiнарних кодiв Голея за групо-
вою алгеброю F2𝐺 групи 𝐺 = 𝐷24. Знайдено 36 864 елементiв 𝑣 ∈ F2𝐷24, що 𝐶(𝑣)
є розширеним бiнарним кодом Голея. В подальших дослiдженнях крiм вже роз-
глянутих (𝐶6×𝐶2)o𝐶2, 𝐷24 можна буде розглянути iншi групи порядку 24 або
групи вищих порядкiв для отримання кодiв бiльшої довжини.

Автори щиро вдячнi професору Бондаренку В. М. за кориснi поради та змi-
стовнi дискусiї при пiдготовцi роботи.
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Bortos M. Yu., Tylyshchak A. A., Khymynets M. V. Extended binary Golay
codes by a group algebra of dihedral group.

Many different structures for construction linear binary self-dual codes were established.
In the paper we consider the construction of extended binary Golay codes according to the
principle ideals (left) of the group algebra F2𝐷24 of the dihedral group 𝐷24 of order 24
over a field of two elements F2. A search algorithm has been developed and all elements
𝑣 ∈ F2𝐷24, which generate the principle ideals that define extended binary Golay codes,
have been found programmatically. Previously, in this way the extended binary Golay code
was built on one element 𝑣 ∈ F2𝐷24, which 𝑣 = 𝑣*. All 36 864 elements 𝑣 ∈ F2𝐷24 were
found, on which the define extended binary Golay codes can be constructed, and it was
found that 768 of them satisfy the condition 𝑣 = 𝑣*.–

Keywords: group algebra, extended binary codes, Golay codes, self-dual codes, codes
over fields, dihedral group.
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