
146 М. М. ДIХТЯРУК, О. А. КРАВЧУК

УДК 539.3
DOI 10.24144/2616-7700.2022.1(40).146-154

М. М. Дiхтярук1, О. А. Кравчук2
1 Хмельницький нацiональний унiверситет,
доцент кафедри вищої математики та комп’ютерних застосувань,
кандидат фiзико-математичних наук
mega-dihtyaruk@ukr.net

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0819-3842
2 Хмельницький нацiональний унiверситет,
старший викладач кафедри вищої математики та комп’ютерних застосувань,
kravchukoa2@khmnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6937-5001

ДОСЛIДЖЕННЯ ПОЛЯ ВПЛИВУ ПРУЖНИХ ПЕРЕМIЩЕНЬ I
НАПРУЖЕНЬ ДЛЯ ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕННОЇ СМУГИ

ВIД ДIЇ ЗОСЕРЕДЖЕНОЇ СИЛИ

В данiй статтi в рамках лiнеаризованної теорiї пружностi дослiджується вплив
пружних перемiщень i напружень для пружної смуги з початковим (залишковим)
напруженням вiд дiї зосередженої сили. Розглядаються випадки коли сила дiє пiд до-
вiльним кутом 𝛼, коли на попередньо напружену смугу дiє тiльки вертикальна сила i
випадок дiї тiльки горизонтальної сили. Отримано систему розв’язуючих iнтегрально-
диференцiйних рiвнянь, для пружної смуги з початковими напруженнями пiдсиленої
пружним скiнченним стрингером. Для випадкiв вiдсутностi горизонтальних наванта-
жень, або вертикальних навантажень система зведена до розрахункових iнтегрально-
диференцiйних рiвнянь. Всi дослiдження виконанi в рамках лiнеаризованої теорiї пру-
жностi для стисливих i нестисливих тiл, у випадку пружних потенцiалiв довiльної
структури, в загальному виглядi для теорiї великих (скiнченних) початкових дефор-
мацiй i двох варiантiв теорiї малих початкових деформацiй.

Врахування залишкових деформацiй при розрахунку важливих елементiв констру-
кцiй, машин та споруд дозволяє бiльш точно оцiнювати запас мiцностi матерiалу, а
отже, суттєво зменшити його витрати, зберiгаючи при цьому необхiднi функцiональ-
нi характеристики елементiв в цiлому. Саме тому дослiдження контактної взаємодiї
пружних тiл iз залишковими деформацiями є надзвичайно актуальним завданням
сьогоднi та залишатиметься таким у майбутньому. Дослiдження проблем контактної
взаємодiї попередньо напружених тiл у нашiй країнi та закордоном появились у до-
статнiй кiлькостi лише наприкiнцi минулого столiття. В першу чергу, це пов’язано iз
тим, що лiнiйна теорiя пружностi не враховує наявностi у тiлах залишкових напру-
жень. У загальному випадку строга постановка таких задач потребує застосування
апарату нелiнiйної теорiї пружностi, проте, при достатньо великих значеннях поча-
ткових напружень можна обмежитись її лiнеаризованим варiантом. Сучасний рiвень
лiнеаризованої теорiї пружностi та математичних методiв у сукупностi iз бурхливим
розвитком комп’ютерної технiки дають можливiсть ефективно формувати рiзноманi-
тнi розрахунковi моделi стосовно широкого кола задач.

Ключовi слова: пружнi тiла, контактна задача, граничнi умови, функцiя Дiрака.

1. Вступ. Задачi, що виникають при передачi навантаження вiд накладки
скрiпленої з пружною смугою (пластиною) – класичної теорiї пружностi знову
привернули увагу у випадках, коли в останнiй виникають початковi (залишко-
вi) напруження. Особлива необхiднiсть їхнього розгляду виникає в наслiдок
їхньої важливостi при дослiдженнi конструкцiй взагалi i особливо в зв’язку
з проектуванням конструкцiї лiтальних апаратiв. Врахування залишкових де-
формацiй при розрахунку важливих елементiв конструкцiй, машин та споруд
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дозволяє бiльш точно оцiнювати запас мiцностi матерiалу, а отже, суттєво змен-
шити його витрати, зберiгаючи при цьому необхiднi функцiональнi характери-
стики елементiв в цiлому. Саме тому дослiдження контактної взаємодiї пружних
тiл iз залишковими деформацiями є надзвичайно актуальним завданням сього-
днi та залишатиметься таким у майбутньому. Дослiдження проблем контактної
взаємодiї попередньо напружених тiл у нашiй країнi та закордоном появились
у достатнiй кiлькостi лише наприкiнцi минулого столiття. В першу чергу, це
пов’язано iз тим, що лiнiйна теорiя пружностi не враховує наявностi у тiлах за-
лишкових напружень. У загальному випадку строга постановка таких задач по-
требує застосування апарату нелiнiйної теорiї пружностi, проте, при достатньо
великих значеннях початкових напружень можна обмежитись її лiнеаризован-
ним варiантом. Сучасний рiвень лiнеаризованої теорiї пружностi та математи-
чних методiв у сукупностi iз бурхливим розвитком комп’ютерної технiки дають
можливiсть ефективно формувати рiзноманiтнi розрахунковi моделi стосовно
широкого кола задач.

У дiйснiй статтi в рамках лiнеаризованної теорiї пружностi викладається
постановка i розв’язок змiшаної задачi про вiдшукання функцiї впливу для
пружної смуги з початковими (залишковими) напруженнями (товщини 𝑡) вiд
дiї зосередженого навантаження 𝑃𝛿 (𝑦1), в напрямку пiд кутом 𝛼 до осi 𝑂𝑦1
(рис. 1), де 𝛿 (𝑦1) – одинична функцiя Дiрака.

Рис. 1. Пружна смуга з початковими напруженнями.

Всi дослiдження виконанi для стисливих i нестисливих тiл у випадку пру-
жних потенцiалiв довiльної структури в загальному виглядi для теорiї великих
(кiнцевих) початкових деформацiй. Для переходу до рiзних варiантiв теорiї ма-
лих початкових деформацiй необхiдно провести спрощення, зазначенi в [1].

2. Граничнi умови i вихiднi спiввiдношення. Будемо вважати, що
початковий стан у пружнiй смузi з початковими напруженням (−∞ < 𝑦1 <
< ∞; −𝑡 ≤ 𝑦2 ≤ 𝑡 ) є однорiдним i виконуються умови плоскої деформацiї
[1], тобто 𝜆3 = 1, 𝑆0

22 = 0. Дотримуючись [1, 2] дослiдження проведемо в ко-
ординатах початкового деформованого стану 𝑦𝑖, що зв’язанi з лагранжевими
координатами (природного стану спiввiдношеннями: 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2), де 𝜆𝑖 –
коефiцiєнти видовження, що визначають перемiщення початкового стану.

𝑢0𝑚 = 𝛿𝑖𝑚 (𝜆𝑖 − 1)𝑥𝑖 = 𝛿𝑖𝑚 (𝜆𝑖 − 1)𝜆−1
𝑖 𝑦𝑖; 𝜆𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (1)

𝑢0𝑚 – перемiщення, яке визначає початковий стан у випадку однорiдних поча-
ткових напружень.
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Розглянемо плоску деформацiю однорiдного початкового стану, для якого

𝑆11
0 ̸= 0, 𝑆22

0 = 0, 𝜆1 ̸= 𝜆2, 𝜆3 = 1. (2)

Для визначення поля пружних перемiщень i напружень (функцiї впливу)
вiд прикладеної на її гранi зосередженої сили 𝑃𝛿 (𝑦1), прикладеної пiд кутом 𝛼
до осi 𝑂𝑦1, одержуємо наступнi граничнi умови на кромцi пружної смуги при
𝑦2 = 0 (рис. 1).

𝑄22 (𝑦1, 0) = −𝑃 sin𝛼 · 𝛿 (𝑦1) ; 𝑄21 (𝑦1, 0) = −𝑃 cos𝛼 · 𝛿 (𝑦1) (3)

на лiнiї з’єднання пружної смуги i пiвплощини при 𝑦2 = −𝑡:

𝑢1 (𝑦1,−𝑡) = 0; 𝑢2 (𝑦1,−𝑡) = 0, −∞ < 𝑦1 <∞ (4)

Дотримуючись [1, 3], вирази для перемiщень i напружень граничних точок
смуги з початковими напруженнями у випадку рiвних i нерiвних коренiв визна-
чального рiвняння [1], запишемо у виглядi:

𝑢1 (𝑦1, 𝑧𝑗) = − 𝑖
2𝜋

∞∫︀
−∞

[𝐿+ (𝐴1 + 𝐴2) + 𝛼𝑧1𝐿
− (𝐵1 +𝐵2)] exp (−𝑖𝛼𝑦1) 𝑑𝛼

𝑢2 (𝑦1, 𝑧𝑗) = 𝑚1

2𝜋
√
𝑛1

∞∫︀
−∞

[𝐿+ (𝐵1 + 𝑠1𝐵2) + 𝛼𝑧1𝐿
− (𝐴1 + 𝑠1𝐴2)] exp (−𝑖𝛼𝑦1) 𝑑𝛼;

(5)

𝑄̃22 (𝑦1, 𝑧𝑗) =
𝑐44(1+𝑚1)𝑙1

2𝜋

∞∫︀
−∞

𝛼 [𝐿+ (𝐴1 + 𝑠𝐴2) +

+ 𝛼𝑧1𝐿
− (𝐵1 + 𝑠𝐵2)] exp (−𝑖𝛼𝑦1) 𝑑𝛼;

(6)

𝑄̃21 (𝑦1, 𝑧j) = − 𝑖
2𝜋

· 𝑐44(1+𝑚1)√
𝑛1

∞∫︀
−∞

𝛼 [𝐿+ (𝐵1 + 𝑠0𝐵2) +

+ 𝛼𝑧1𝐿
− (𝐴1 + 𝑠0𝐴2)] exp (−𝑖𝛼𝑦1) 𝑑𝛼;

Тут

𝑧𝑗 = (𝑛𝑗)
− 1

2 𝑦2; (𝑗 = 1, 2) ; 𝑠0 =
1 +𝑚1

1 +𝑚2

; 𝑠 = 𝑠0
𝑙2
𝑙1

; 𝑠1 =
𝑚2 − 1

𝑚1

.

𝐿+ (𝐴+𝐵𝑧) =

{︂
(𝐴+𝐵𝑧) ch𝛼𝑧1; 𝑛1 = 𝑛2;
𝐴 ch𝛼𝑧1 +𝐵𝑧 ch𝛼𝑧2; 𝑛1 ̸= 𝑛2;

(7)

𝐿− (𝐴+𝐵𝑧) =

{︂
(𝐴+𝐵𝑧) (𝛼𝑧1)

−1 sh𝛼𝑧1 +𝐵 ch𝛼𝑧1; 𝑛1 = 𝑛2;

𝐴 sh𝛼𝑧1 +𝐵 (𝛼𝑧1)
−1 sh𝛼𝑧2; 𝑛1 ̸= 𝑛2;

(8)

𝑙𝑖, 𝑚𝑖 (𝑖 = 1, 2) , 𝑐44 – параметри, що визначають початковий напружений стан
в пружнiй смузi, 𝑛𝑖 (𝑖 = 1, 2) – коренi визначального рiвняння [1].

Задовольнивши граничнi умови (3) i (4) з (5) i (6) пiсля ряду перетворень

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴1 + 𝐴2𝑠 = 𝑛0

𝐵1 +𝐵2𝑠0 = 𝑚0

𝐴1 ch𝛼 𝑡1 + 𝐴2 (ch𝛼𝑡1 + 𝛼𝑡1 sh𝛼𝑡1) −𝐵1 sh𝛼𝑡1−
−𝐵2 (sh𝛼𝑡1 + 𝛼𝑡1 ch𝛼𝑡1) = 0

𝐴1𝛼𝑡1 sh𝛼1 − 𝐴2 (𝑠1 sh𝛼𝑡1 + 𝛼𝑡1 ch𝛼𝑡1) +𝐵1 ch𝛼𝑡1+
+𝐵2 (𝑠1 ch𝛼𝑡1 + 𝛼𝑡1 sh𝛼𝑡1) = 0

(9)
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для нерiвних коренiв 𝑛1 ̸= 𝑛2:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴1 + 𝐴2𝑠 = 𝑛0

𝐵1 +𝐵2𝑠0 = 𝑚0

𝐴1 ch𝛼𝑡1 + 𝐴2 ch𝛼𝑡2 +𝐵1𝛼𝑡1 sh𝛼𝑡1 −𝐵1 sh𝛼𝑡2 = 0
𝐴1𝛼𝑡1 sh𝛼1 − 𝐴2𝑠1 sh𝛼𝑡1 +𝐵2 ch𝛼𝑡1 +𝐵2𝑠1 ch𝛼𝑡2 = 0

(10)

Тут введемо такi позначення:

𝑛0 = − 𝑃𝛿 (𝑦1) sin𝛼0

𝛼𝑐44 (1 +𝑚1) 𝑙1
; 𝑚0 =

𝜙𝑖
√
𝑛𝑖𝛿 (𝑦1) cos𝛼0

|𝛼| 𝑐44 (1 +𝑚1)
; 𝜙𝑖 =

𝛼 · 𝑡
√
𝑛𝑖

. (11)

До систем (9) i (10) застосуємо метод Крамeра i розв’язавши знайдемо не-
вiдомi коефiцiєнти 𝐴𝑖 𝐵𝑖 (𝑖 = 1, 2), що виражаються через параметри, якi ви-
значають початковий напружений стан. Вираз для цих коефiцiєнтiв запишемо
вiдповiдно у виглядi:
X для рiвних коренiв визначального рiвняння [3, 4, 5] 𝑛1 = 𝑛2 знаходимо

коефiцiєнти 𝐴𝑖 𝐵𝑖 (𝑖 = 1, 2):

𝐴1 =
{︀
−𝑛0

[︀
−𝑠1 (𝑠0 + 1) sh2 𝜙1 − 𝜙2

1 + (𝑠1 − 𝑠0)
]︀

+
+ 𝑚0 [−𝑠𝑠0 sh𝜙1 ch𝜙1 − 𝑠𝑙1]} 𝜉−1

1

𝐴2 =
{︀
𝑛0

[︀
(𝑠1 − 𝑠0) − 𝑠1 sh2 𝜙1

]︀
+𝑚0 [𝜙1 + 𝑠1 sh𝜙1 ch𝜙1]} 𝜉−1

1

(12)

𝐵1 =
{︀
−𝑛0 [−𝑠0𝑠1𝑠ℎ𝜙1𝑐ℎ𝜙1] +𝑚0 [𝑠𝑠0𝑠ℎ

2𝜙1 + 𝜙2
1 − 𝑠𝑠1]} 𝜉−1

1

𝐵2 =
{︀
𝑛0 [−𝑠1𝑠ℎ2𝜙1𝑐ℎ𝜙1 + 𝜙1] +𝑚0 [−𝑠1𝑠ℎ2𝜙1 + 𝑠]} 𝜉−1

1

X для нерiвних коренiв визначального рiвняння [1] 𝑛1 ̸= 𝑛2 знаходимо
𝐴𝑖 𝐵𝑖 (𝑖 = 1, 2):

𝐴1 =
{︀
−𝑛0

[︀
𝑠0𝜔1 (𝛼) − 𝑠1𝑠0𝜙1𝜔1 (𝛼) − 2𝑠1 sh2 𝜙2 − 𝑠1

]︀
−

− 𝑚0 [𝑠𝑠1𝜔2 (𝛼) + 𝑠𝜔4 (𝛼)]} 𝜉−1
1 (𝛼)

𝐴2 =
{︀
𝑛0

[︀
𝑠0 (𝜙2

1 − 2) sh2 𝜙1 + 𝑠1𝜔1 (𝛼) + 𝜙1𝜔4 (𝛼) − 𝑠0
]︀

+
+ 𝑚0 [𝑠1𝜙1𝜔2 (𝛼) + 𝜔3 (𝛼)]} 𝜉−1

2 (𝛼)

𝐵1 = {𝑛0 [𝑠0𝑠1𝜔3 (𝛼) − 𝑠0𝜙1𝜔2 (𝛼)] +𝑚0 [𝑠𝑠1𝜔1 (𝛼) + 𝑠𝜙1𝜔2 (𝛼) −
− 𝑠1 ch 2𝜙2]} 𝜉−1

2

𝐵2 =
{︀
𝑛0 [𝜙1𝜔2 (𝑥) + 𝑠1𝜔3 (𝛼)] +𝑚0

[︀
𝑠1 (𝜙2

1 − 2) sh2 𝜙1−
− 𝑠1𝜙1𝜔4 (𝛼) + 𝜔1 (𝑥) − 𝑠]} 𝜉−1

2

(13)

Тут введенi наступнi позначення:

sh𝜙1 ch𝜙1 = 𝜔0 (𝑥) ; ch𝜙1 ch𝜙2 = 𝜔1 (𝑥) ; sh𝜙1 ch𝜙2 = 𝜔2 (𝑥) ;
ch𝜙1 sh𝜙2 = 𝜔3 (𝑥) ; sh𝜙1 sh𝜙2 = 𝜔4 (𝑥) .
𝑠 = 1 − 𝑠; 𝑠1 = 1 − 𝑠1; 𝑠0 = 1 − 𝑠0.

𝜉1 (𝛼) = (𝑠− 𝑠0) (𝑠1 − 1) 𝑠ℎ2𝜙1 + 𝜙2
1 + (𝑠1 − 𝑠0) (𝑠− 𝑠1) (14)

𝜉2 (𝛼) = 𝑠𝑠0𝜙
2
1 sh2 𝜙1 − 𝑠𝑠0 ch2 𝜙1 − (𝑠1𝑠0 − 𝑠)𝜙1𝜔4 (𝑥) +

+ (𝑠𝑠1 − 𝑠0) ch𝜙1 ch𝜙2 − 𝑠1 ch 2𝜙2.
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Пiдставивши значення (12) i (13) у (5) знайдемо функцiю впливу в пружнiй
смузi з початковими напруженнями вiдповiдно для рiвних i нерiвних коренiв
визначального рiвняння у виглядi:

𝑢11 (𝑦1, 𝑦2) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻11 (𝛼1𝑦2) 𝑒
−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼

𝑢12 (𝑦1, 𝑦2) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻12 (𝛼1𝑦2) 𝑒
−𝑖𝛼𝑦1𝑑𝛼

(15)

Розглянемо два випадки граничних точок (𝑦2 = 0) пружної смуги з початко-
вими напруженнями.

I. Одинична сила 𝛿 (𝑦1) дiє нормально до верхньої гранi пружної смуги з
початковими напруженнями [6] (𝑃 = 1).

Рис. 2. Нормальна дiя одиничної сили на пружну смугу.

У цьому випадку (рис. 2) змiщення граничних точок (𝑦2 = 0) пружної смуги
з початковими напругами можна обчислити за формулами:

𝑢11 (𝑦1, 0) = 𝑢1 (𝑦1, 0) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻11 (𝛼) cos𝛼𝑦1𝑑𝛼

𝑢12 (𝑦1, 0) = 𝑢2 (𝑦1, 0) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻12 (𝛼) sin𝛼𝑦1𝑑𝛼
(16)

Тут при 𝑛1 = 𝑛2:

𝐻11 (𝛼) = 𝑛0

[︀(︀
𝑠0𝑠ℎ

2𝛼𝜙1 + 𝑠1𝑠0𝑠ℎ
2𝛼𝜙1 − 𝛼𝜙1𝑁 + (𝛼𝜙1)

2− 𝑠1𝑁+ 𝜙1] 𝜉
−1
1 (𝛼) (17)

при 𝑛1 ̸= 𝑛2:

𝐻11 (𝛼) = 𝑖
𝑛0𝑚1√
𝑛1

[𝑠0𝑠1𝑁3 − 𝑠0 (𝛼𝜙1)𝑁2 + 𝑠1 ((𝛼𝜙1)𝑁2 − 𝑠1 𝑁3] 𝜉
−1
2 (𝛼) (18)

Крiм того, для функцiй 𝐻11 (𝛼) , 𝐻12 (𝛼) справедливi наступнi граничнi спiв-
вiдношення:

lim
𝛼→0

𝐻11 (𝛼) = 𝑄 (1) lim
𝛼→0

𝐻12 (𝛼) = 𝑄
(︀
𝛼−1
)︀

(19)

II. Одинична сила 𝛿 (𝑦1) (𝑃 ≡ 1) дiє тангенцiально до верхньої точки пружної
смуги з початковими напруженнями [7] (рис. 3).

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 3. Тангенцiальна дiя одиничної сили на пружну смугу.

У цьому випадку перемiщення знайдемо по аналогiчних формулах:

𝑢21 (𝑦1, 𝑦2) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻21 (𝛼) sin𝛼𝑦1𝑑𝛼; −∞ < 𝑦1 <∞

𝑢22 (𝑦1, 𝑦2) = 1
2𝜋

∞∫︀
−∞

𝐻22 (𝛼) cos𝛼𝑦1𝑑𝛼; −∞ < 𝑦1 <∞
(20)

Тут при 𝑛1 = 𝑛2, 𝐻21 (𝛼) i 𝐻22 (𝛼) визначаються з виразiв:

𝐻21 = 𝑚0 [− (𝑠+ 1) (𝑠 sh𝛼𝜙1 · ch𝛼𝜙1 − 𝛼𝜙1) − ch2 𝛼𝜙1 −
− 𝑠1 sh2 𝛼𝜙1 − 𝑠

]︀
𝜉−1
1 (𝛼)

𝐻22 = 𝑖𝑚0𝑚1√
𝑛1

[︀
𝑠𝑠1 ch2 𝛼𝜙1 + (𝛼𝜙1)

2 − 𝛼𝜙1𝑁 −𝑠21 ch2 (𝛼𝜙1) − 𝑠𝑠1
]︀
𝜉−1
1 (𝛼)

(21)

при 𝑛1 ̸= 𝑛2:

𝐻21 (𝛼) = 𝑚0 [𝑠𝑠1 (𝛼𝜙1)𝑁2 − 𝑠𝑁3 + 𝑠 (𝛼𝜙1)𝑁2 + 𝑁3] 𝜉
−1
1 (𝛼)

𝐻22 (𝛼) = 𝑖𝑚0𝑚1√
𝑛1

[1 − 𝑠1 ch (2𝛼𝜙1) + 𝑠𝑠1𝑁 + 𝑠𝛼𝜙1𝑁4 + 𝑠𝑠1 (𝛼𝜙1)
2 sh𝛼𝜙1−

−𝑠𝑠1 ch2 𝛼𝜙1 − 𝑠22 (𝛼𝜙1)𝑁4 +𝑁3] 𝜉
−1
2 (𝛼)

(22)

Вiдмiтимо, що для функцiй 𝐻21 (𝛼) i 𝐻22 (𝛼) як i у випадку (2.16) мають
мiсце асимптотичнi розклади:

lim
𝛼→0

𝐻21 (𝛼) = 𝑄 (1) lim
𝛼→∞

𝐻22 (𝛼) = 𝑄
(︀
𝛼−1
)︀

(23)

Отже, змiщення у випадку задачi I (рис. 2) i горизонтальнi змiщення в другiй
задачi (рис. 3) в точцi прикладання мають логарифмiчну особливiсть.

Використовуючи принцип суперпозицiї перемiщення точок пружної смуги з
початковими напруженнями за напрямком осей 𝑂𝑦1, 𝑂𝑦2 вiд одночасно дiючих
нормальних 𝑝 (𝑦1) i тангенцiальних 𝑞 (𝑦1) напружень, згiдно (21) i (22), визна-
чаються формулами:

𝑢1 (𝑦1) =
∞∫︀

−∞
𝑢11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

∞∫︀
−∞

𝑢12 (𝑦1 − 𝜏) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏

𝑢2 (𝑦1) =
∞∫︀

−∞
𝑢21 (𝑦1 − 𝜏) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

∞∫︀
−∞

𝑢22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏
(24)

де 𝑢𝑖𝑗, (𝑖𝑗 = 1, 2) – функцiї впливу.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 40, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



152 М. М. ДIХТЯРУК, О. А. КРАВЧУК

Для випадку навантаження попередньо напруженої смуги одночасно верти-
кальними i горизонтальними силами (рис. 4), врахувавши вiдомi з опору мате-
рiалiв рiвняння згину балки, а також рiвняння розтягу стрижня i (24), пiсля ря-
ду перетворень, для невiдомих контактних напружень, отримаємо розв’язуючу
систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь для пружної смуги з початковими
напруженнями [2, 5].

Рис. 4. Одночасне навантаження смуги вертикальними та горизонтальними
силами.

𝐷 𝑑4

𝑑𝑦41

{︁∫︀∞
−𝜕
𝑢11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

∫︀∞
−𝜕
𝑢12 (𝑦1 − 𝜏) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏

}︁
=

= 𝑝 (𝑦1) − 𝑝0 (𝑦1)

E1ℎ
𝑑

𝑑𝑦1

{︁∫︀∞
−∞ 𝑢21 (𝑦1 − 𝜏) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

∫︀∞
−∞ 𝑢22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏

}︁
=

=
∞∫︀

−∞
[𝑞 (𝜏) − 𝑞0 (𝜏)] 𝑑𝜏

(25)

У випадку дiї тiльки вертикальних сил 𝑞0 (𝑦1) ≡ 0, замiсть системи (3.4)
будемо мати тiльки одне iнтегро-диференцiальне рiвняння:

𝐷
𝑑4

𝑑𝑦41

⎡⎣ ∞∫︁
−∞

𝑢11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏

⎤⎦ = 𝑝 (𝑦1) − 𝑝0 (𝑦1) , |𝑥| ≤ ∞, (26)

а у випадку вiдсутностi вертикальних сил 𝑝0 (𝑦2) ≡ 0, накладка лише розтягує-
ться, тодi одержимо:

𝐸1
𝑑

𝑑𝑦1

⎡⎣ ∞∫︁
−∞

𝑢22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏

⎤⎦ =

∞∫︁
−∞

[𝑞 (𝑦1) − 𝑞0 (𝑦1)] 𝑑𝜏 (27)

3. Висновки. На основi проведеного аналiтичного дослiдження двох ви-
падкiв граничних точок (𝑦2 = 0) пружної смуги з початковими напруженнями,
коли одинична сила 𝛿(𝑦1) дiє нормально та тангенцiально до верхньої гранi пру-
жної смуги з початковими (залишковими) напруженнями, було виписано аналi-
тичнi залежностi та iнтегро-диференцiальнi рiвняння, за якими визначаються
перемiщення граничних точок (𝑦2 = 0) попередньо напруженої смуги. З асим-
птотичних розкладiв виявлено, що контактнi перемiщення у випадку першої
задачi та горизонтальнi змiщення у другiй задачi в точцi прикладання мають
логарифмiчну особливiсть. Отже, присутнiсть початкових напружень має ваго-
мий вплив на розподiл перемiщень пружної смуги вiд дiї зосереджених сил.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Dikhtiaruk N. N., Kravchuk O. A. Investigation of the �eld of in�uence of
elastic displacements and stresses for a pre-stressed strip from concentrated force.

In this paper, the influence of elastic displacements and stresses for an elastic band with
an initial (residual) stress from the action of a concentrated force is investigated within the
framework of the linearized theory of elasticity. Cases are considered when the force acts
at an arbitrary angle 𝛼, when only the vertical force acts on the prestressed strip and only
the horizontal force acts. A system of solving integral - differential equations for an elastic
band with initial stresses reinforced by an elastic finite stringer is obtained. For cases
of absence of horizontal loads or vertical loads, the system is reduced to the calculated
integral-differential equations. All studies are performed within the linearized theory of
elasticity for compressible and incompressible bodies, in the case of elastic potentials of
arbitrary structure, in general for the theory of large (finite) initial deformations and two
versions of the theory of small initial deformations.

Taking into account the residual deformations in the calculation of important elements
of structures, machines and structures allows you to more accurately assess the strength of
the material, and therefore significantly reduce its costs, while maintaining the necessary
functional characteristics of the elements as a whole. That is why the study of the contact
interaction of elastic bodies with residual deformations is an extremely important task
today and will remain so in the future. Studies of the contact interaction of prestressed
bodies in our country and abroad appeared in sufficient numbers only at the end of the
last century. This is primarily due to the fact that the linear theory of elasticity does
not take into account the presence of residual stresses in bodies. In the general case, the
strict formulation of such problems requires the use of the apparatus of nonlinear theory
of elasticity, however, at sufficiently large values of the initial stresses can be limited to
its linearized version. The current level of linearized theory of elasticity and mathematical
methods, combined with the rapid development of computer technology, make it possible
to effectively form a variety of computational models for a wide range of problems.

Keywords: elastic bodies, contact problem, boundary conditions, Dirac function.
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