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МОМЕНТИ ЕРМIТА ЗОБРАЖЕНЬ ТА ЇХНI IНВАРIАНТИ

Нехай 𝐻 – пiдгрупа афiнної групи площини Aff(2,R), яка розглядається разом з
своєю природною дiєю на iнтегровнi функцiї вiд двох змiнних визначенi в деякiй обла-
стi Ω ⊆ R2. Для фiксованої сiм’ї многочленiв {𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛,𝑛=0 розглянемо функцiонал

𝜋𝑚,𝑛 = 𝜋𝑚,𝑛(𝑓) =

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

який називається 𝑃 -моментом функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) порядку 𝑚+𝑛. Дiя групи 𝐻 продовжу-
ється на 𝑃 -моменти за формулою

ℎ𝜋𝑚,𝑛(𝑓) = 𝜋𝑚,𝑛(ℎ−1𝑓)

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(ℎ−1(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦, ℎ ∈ 𝐻.

Iнварiанти цiєї дiї називаються 𝑃 -моментними iнварiантами. Якщо функцiю 𝑓(𝑥, 𝑦)
ототожнити з напiвтоновим зображенням, а за групу 𝐻 взяти групи обертань, групу
розтягiв або групу паралельних перенесень площини, то вiдповiднi моменти зображень
та їхнi моментнi iнварiанти широко використовуються в теорiї розпiзнавання образiв.
Задача задовiльного опису моментних iнварiантiв задовiльно розв’язана лише у най-
простiшому випадку 𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛. В данiй статтi, для пари бi-ортогональних
сiмей многочленiв Ермiта, задачу знаходження моментних iнварiантiв зведено до за-
дачi розв’язання деякого диференцiального рiвняння в частинних похiдних першого
порядку, яке виникає при переходi вiд дiї групи Лi до дiї її алгебри Лi. Для кожної
iз згаданих груп знайдено явний вигляд дiї її алгебри Лi на моменти Ермiта i вказанi
явно моментнi iнварiанти невеликих порядкiв.

Ключовi слова: розпiзнавання образiв, iнженерiя ознак, групи перетворень площи-
ни, многочлени Ермiта, моменти зображень, моментнi iнварiанти.

1. Вступ. Важливою областю застосування теорiї зображень груп є аналiз 2D-
зображень. Для розпiзнавання i класифiкацiї зображень, видiлення об’єктiв на
них методами машинного навчання необхiдним є конструювання таких ознак
зображень, якi залишаються iнварiантними при тих геометричних перетворен-
нях площини, якi не спотворюють сцену зображення. Для 2D-зображень такими
перетвореннями є поворот, паралельне перенесення, масштабування зображен-
ня та композицiї цих перетворень. Вiдповiднi iнварiантнi ознаки вперше були
введенi в статтi [1] i називаються моментними iнварiантами. Якщо ототожни-
ти напiвтонове зображення з деякою обмеженою функцiєю вiд двох змiнних

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



104 Л. П. БЕДРАТЮК, Г. I. БЕДРАТЮК

𝑓 : Ω → R,Ω ⊂ R2, то 𝑃 -моментом зображення, порядку 𝑝 + 𝑞 називається
величина

𝜋𝑝𝑞 =

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

де сiм’я многочленiв {𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛,𝑛=0 є базисом нескiнченновимiрного вектор-
ного простору над полем R многочленiв вiд двох змiнних.

З початку 60-х рокiв моментнi iнварiанти активно використовуються в ана-
лiзi зображень, див. [2]– [5]. В залежностi вiд вибору базису {𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛,𝑛=0

розглядаються рiзнi системи моментiв. Для найпростiшого випадку 𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) =
= 𝑥𝑚𝑦𝑛 вiдповiднi моменти називаються геометричними моментами. Афiн-
на група площини Aff(2,R), тобто група всiх оборотнiх перетворень площини,
та її пiдгрупи природно дiють на геометричнi моменти i в результатi вини-
кають вiдповiднi алгебри моментних iнварiантiв. Алгебра моментних iнва-
рiантiв добре вивчена, зокрема вiдомий явний опис її породжуючих елемен-
тiв [6], [7]. Проте практичне використання геометричних моментiв викликає
труднощi через їхню обчислювальну нестабiльнiсть при роботi в дискретних
областях, оскiльки величини 𝑥𝑚𝑦𝑚 швидко ростуть при збiльшеннi розмiру зо-
бражень. Для уникнення цiєї проблеми замiсть геометричних моментiв розгля-
дають так званi сепарабельнi ортогональнi моменти, якi породжуються бази-
сом 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑚(𝑥)𝐹𝑛(𝑦) де {𝐹𝑛(𝑥)} – деяка сiм’я ортогональних многочле-
нiв. Такi ортогональнi моменти зображень вже є обчислювально стабiльними i
допускають ефективну реалiзацiю, оскiльки задовольняють рекурентними спiв-
вiдношенням, див. [4], [5]. Недавно в [8] вперше було запропоновано несепара-
бельнi ортогональнi моменти, якi використовували двi сiм’ї многочленiв Аппе-
ля, якi бi-ортогональнi на одиничному крузi. Числовi експерименти показали,
що розпiзнавальна здатнiсть моментiв Аппеля перевищує розпiзнавальну зда-
тнiсть звичайних ортогональних моментiв. Тому великий iнтерес викликають
iншi несепарабельнi бi-ортогональнi сiм’ї многочленiв вiд двох змiнних.

Ермiт, в [9] знайшов двi параметричнi сiм’ї бi-ортогональних многочленiв
𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), якi визначаються такими експоненцiальними породжую-
чими функцiями:

𝑒
1
2
((2 𝑎𝑥+2 𝑏𝑦)𝑢+(2 𝑏𝑥+2 𝑐𝑦)𝑣−𝑎𝑢2−2 𝑏𝑢𝑣−𝑐𝑣2) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣−
1

2Δ
(𝑎𝑣2−2 𝑏𝑢𝑣+𝑐𝑢2) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

де 𝑎, 𝑏, 𝑐 – дiйснi числа, а ∆ = 𝑎𝑐 − 𝑏2. Многочлени 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), i 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) бi-
ортогональнi на всiй площинi:∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑉𝑚′,𝑛′(𝑥, 𝑦)𝑤(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2𝜋√
∆
𝑚!𝑛! 𝛿𝑚,𝑚′𝛿𝑛,𝑛′ ,

з ваговою функцiєю
𝑤(𝑥, 𝑦) = 𝑒−

1
2
(𝑎𝑥2+2 𝑏𝑥𝑦+𝑐𝑦2).

Але для всiх негеометричних моментiв виникає проблема обчислення момен-
тних iнварiантiв, якi тепер потрiбно обчислювати в новому базисi. Змiна базису

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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наштовхується на великi технiчнi труднощi i задовiльно розв’язана лише для
деяких моментiв, причому тiльки для простих перетворень площини [11], [12],
якi не включають повороти. Моменти є функцiоналами на зображенням з такою
дiєю групи 𝐺 ⊆ Aff(2,R):

𝑔𝜋𝑝,𝑞(𝑓) = 𝜋𝑝,𝑞(𝑔
−1𝑓) =

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑔
−1(𝑓(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑔 ∈ 𝐺.

Моментнi iнварiанти є iнварiантами дiї деякої групи Лi перетворень площи-
ни, тому вони будуть i iнварiантами вiдповiдної алгебри Лi, яка дiє на моменти
диференцiальними операторами. Знаючи явний вигляд цих операторiв можна
знайти моментi iнварiанти розв’язавши рiвняння в частинних похiдних, яке ви-
значає такий оператор.

В данiй статтi явно визначена дiя груп розтягiв, паралельного перенесення
та групи поворотiв площини на 𝑈 - та 𝑉 -моменти, знайденi у виглядi вiдповiднi
оператори диференцiювання та обчислено iнварiанти малих порядкiв.

2. Диференцiальнi оператори для 𝑈-моментiв. На початку знайде-
мо вираз для знаходження явного виразу диференцiального оператора який
вiдповiдає дiї однопараметричної групи Лi.

Теорема 1. Нехай однопараметрична пiдгрупа афiнної групи перетворень
породжується елементами 𝑔𝑎, де 𝑎 – числовий параметр, причому 𝑔0 є одини-
чним елементом групи. Тодi оператор 𝐷 вiдповiдної одновимiрної алгебри Лi
так дiє на моменти

𝐷(𝜋𝑚,𝑛) = lim
𝑎→0

∫︁∫︁
Ω

𝑑

𝑑𝑎
(𝑃𝑚,𝑛(𝑔𝑎(𝑥, 𝑦))𝐽(𝑔𝑎)) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

де 𝐽(𝑔𝑎) – якобiан перетворення 𝑔𝑎.

Доведення. Оператор 𝐷 є дотичним вектором до кривої 𝑔𝑎 в нулi. Тому

𝐷(𝜋𝑚,𝑛) = lim
𝑎→0

𝑑

𝑑𝑎
𝜋𝑚,𝑛(𝑔

−1
𝑎 (𝑓)) = lim

𝑎→0

𝑑

𝑑𝑎

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑔
−1
𝑎 (𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦.

Виконавши замiну змiнних в подвiйному iнтегралi отримаємо необхiдну фор-
мулу.

□
Зауважимо, що, в силу лiнiйностi iнтеграла, вираз для дiї на моменти 𝜋𝑚,𝑛,

матиме такий самий вигляд як i вираз для дiї на 𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).
Отже, для отримання дiї 𝐷(𝜋𝑚,𝑛) в термiнах моментiв, нам потрiбно знайти

границю похiдної
𝑑

𝑑𝑎
(𝑃𝑚,𝑛(𝑔𝑎(𝑥, 𝑦))𝐽(𝑔𝑎)) ,

а потiм виразити її в термiнах многочленiв 𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).
Многочлени Ермiта 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) визначаються експоненцiальною породжую-

чою функцiєю

𝐺𝑈 = 𝐺𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 𝑒
1
2
((2 𝑎𝑥+2 𝑏𝑦)𝑢+(2 𝑏𝑥+2 𝑐𝑦)𝑣−𝑎𝑢2−2 𝑏𝑢𝑣−𝑐𝑣2).

Вiдповiднi 𝑈 -моменти мають вигляд
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𝑢𝑚,𝑛 =

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Спочатку знайдемо рекурентнi спiввiдношення яким задовольняють цi мно-
гочлени.

Теорема 2. Многочлени 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) задовольняють рекурентним спiввiдно-
шенням

𝑈𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚𝑎𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑛𝑏𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦),

𝑈𝑚,𝑛+1(𝑥, 𝑦) = (𝑏𝑥+ 𝑐𝑦)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚𝑏𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑛𝑐𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

з початковою умовою 𝑈0,0(𝑥, 𝑦) = 1.

Доведення. Диференцiюємо породжуючу функцiю 𝐺𝑉 по 𝑢 i отримаємо

𝜕𝐺𝑉

𝜕𝑢
= (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦 − 𝑎𝑢− 𝑏𝑢)𝐺𝑈 = (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝐺𝑈 − 𝑎𝑢𝐺𝑢 − 𝑏𝑢𝐺𝑈 .

З одного боку маємо

𝜕𝐺𝑈

𝜕𝑢
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

З iншого боку отримуємо

(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝐺𝑈 − 𝑎𝑢𝐺𝑈 − 𝑏𝑣𝐺𝑈 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
−

−
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑎𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚+1

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
−

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑏𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

((𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚𝑎𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑛𝑏𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Прирiвнявши коефiцiєнти двох рядiв отримаємо

𝑈𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚𝑎𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑛𝑏𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦),

що i потрiбно було довести.
Друге рекурентне спiввiдношення отримується аналогiчними мiркуваннями

iз спiввiдношення
𝜕𝐺𝑈

𝜕𝑣
= (𝑏𝑥+ 𝑐𝑦 − 𝑏𝑢− 𝑐𝑣)𝐺𝑈 .

□
Для знаходження явного вигляду оператора, яким дiє алгебра Лi вiдповiдної

групи перетворень 𝐺, ми скористаємося тим, що

lim
𝑎→0

𝑑

𝑑𝑎
𝐺𝑈 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝐷(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.
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Тодi, розклавши в ряд лiву частину ми отримаємо явнi вирази для дiї 𝐷 на
многочлени 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦). Пiсля цього потрiбно пiдставити цi вирази у формулу
для 𝑈 -моменту i отримати iндуковану дiю оператора 𝐷 на 𝑈 -моменти.

Проiлюструємо цю технiку розглянувши дiю на 𝑈 -моменти груп обертань,
паралельних перенесень та групи розтягiв площини.

2.1. Група обертань. Дiйсна група обертань площини 𝑆𝑂(2) так дiє на
змiннi {︃

𝑥′ = 𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃,

𝑦′ = 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃.

Вона є однопараметричною, параметр 𝜃 належить iнтервалу [0, 2𝜋]. Насту-
пна теорема описує явний вигляд оператора 𝐷𝑟, яким вiдповiдна алгебра Лi so2
дiє на 𝑈 -моменти.

Теорема 3. Оператор 𝐷𝑟 дiє на 𝑈-моменти таким чином:

𝐷(𝑢𝑚,𝑛) =
1

∆

(︀
𝑏 (𝑚− 𝑛) (𝑎+ 𝑐)𝑢𝑚,𝑛 −𝑚

(︀
𝑎2 + 𝑏2

)︀
𝑢𝑚−1,𝑛+1 + 𝑛

(︀
𝑏2 + 𝑐2

)︀
𝑢𝑚+1,𝑛−1

)︀
−

−𝑚𝑛 (𝑎− 𝑐)𝑢𝑚−1,𝑛−1 − 𝑏𝑛 (𝑛− 1)𝑢𝑚,𝑛−2 + 𝑏𝑚 (𝑚− 1)𝑢𝑚−2,𝑛.

Доведення. Спочатку знаходимо дiю so2 на многочлени Ермiта 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).
Ми знаємо, [7], що оператор 𝐷𝑟 подається у виглядi 𝐷𝑟 = 𝐷+ −𝐷− де 𝐷+, 𝐷−
оператори якi вiдповiдають дiї груп нижньотрикутних i верхньотрикутних ма-
триць другого порядку з визначником рiвним 1. Тому спочатку знайдемо дiю
операторiв 𝐷+, 𝐷−.

Подiємо елементом

(︂
1 0
𝑡 1

)︂
на породжуючу функцiю, отримаємо

𝐺𝑈(𝑥, 𝑥𝑡+ 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦 + 𝑥𝑡)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Диференцiюємо в 𝑡 = 0:

(𝑏𝑢+ 𝑐𝑣)𝑥𝐺𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷+(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Знаходимо

(𝑏𝑢+ 𝑐𝑣)𝑥𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑏𝑢+ 𝑐𝑣)𝑥𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑚+ 1)𝑏𝑥𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚+1

(𝑚+ 1)!

𝑣𝑛

𝑛!
+

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(𝑛+ 1)𝑐𝑥𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

(𝑛+ 1)!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑚𝑏𝑥𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑐𝑥𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Отже оператор 𝐷+ так дiє на 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) :

𝐷+(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑚𝑏𝑥𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑐𝑥𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).
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Аналогiчно, диференцiюючи по 𝑡

𝐺𝑈(𝑥+ 𝑦𝑡, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚,𝑛(𝑥+ 𝑦𝑡, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

знаходимо

(𝑎𝑢+ 𝑏𝑣) 𝑦𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷−(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

звiдки

𝐷−(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑚𝑎𝑦𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑏𝑦𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Тому

𝐷−(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝐷+(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))−𝐷−(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) =

= 𝑚 (𝑏𝑥− 𝑎𝑦)𝑈𝑚−1,𝑛 + 𝑛 (𝑐𝑥− 𝑏𝑦)𝑈𝑚,𝑛−1.

Врахувавши рекурентнi спiввiдношення i замiнивши 𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) на 𝑢𝑚,𝑛 для
отримаємо

𝐷(𝑢𝑚,𝑛) =
1

∆

(︀
𝑏 (𝑚− 𝑛) (𝑎+ 𝑐)𝑢𝑚,𝑛 −𝑚

(︀
𝑎2 + 𝑏2

)︀
𝑢𝑚−1,𝑛+1 + 𝑛

(︀
𝑏2 + 𝑐2

)︀
𝑢𝑚+1,𝑛−1

)︀
−

−𝑚𝑛 (𝑎− 𝑐)𝑢𝑚−1,𝑛−1 − 𝑏𝑛 (𝑛− 1)𝑢𝑚,𝑛−2 + 𝑏𝑚 (𝑚− 1)𝑢𝑚−2,𝑛.

□
Для невеликих 𝑚,𝑛 маємо

𝐷𝑟(𝑢0,0) = 0,

𝐷𝑟(𝑢1,0) =
1

∆

(︀
𝑏 (𝑎+ 𝑐)𝑢1,0 −

(︀
𝑎2 + 𝑏2

)︀
𝑢0,1
)︀
,

𝐷(𝑢0,1) =
1

∆

(︀(︀
𝑏2 + 𝑐2

)︀
𝑢1,0 − (𝑎+ 𝑐) 𝑏𝑢0,1

)︀
,

𝐷𝑟(𝑢2,0) =
2 𝑏 (𝑎+ 𝑐)𝑢2,0 − 2 (𝑎2 + 𝑏2)𝑢1,1

∆
+ 2 𝑏𝑢0,0,

𝐷𝑟(𝑢1,1) =
(𝑏2 + 𝑐2)𝑢2,0 − (𝑎2 + 𝑏2)𝑢0,2

∆
+ (𝑐− 𝑎)𝑢0,0.

Диференцiальне рiвняння для знаходження 𝑈 -моментних iнварiантiв поряд-
ку не бiльше 2 вiдносно групи обертань має вигляд

𝐷𝑟(𝑢1,0)
𝜕𝐹

𝜕𝑢1,0
+𝐷𝑟(𝑢0,1)

𝜕𝐹

𝜕𝑢0,1
+𝐷𝑟(𝑢2,0)

𝜕𝐹

𝜕𝑢2,0
+𝐷𝑟(𝑢1,1)

𝜕𝐹

𝜕𝑢1,1
+𝐷𝑟(𝑢0,2)

𝜕𝐹

𝜕𝑢0,2
= 0,

де 𝐹 – функцiя вiд змiнних 𝑢0,0, 𝑢1,0, 𝑢0,1, 𝑢2,0, 𝑢1,1, 𝑢0,2.
Прямими обчисленнями можна показати, що наступнi вирази задовольня-

ють це рiвняння i є 𝑈 -моментними iнварiантами вiдносно групи обертань пло-
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щини:

𝐼1 = 𝑢0,1
2 − 2

𝑢1,0𝑏 (𝑎+ 𝑐)𝑢0,1
𝑎2 + 𝑏2

+
(𝑏2 + 𝑐2)𝑢1,0

2

𝑎2 + 𝑏2
,

𝐼2 =
𝑢0,2 (𝑎

2 + 𝑏2)

𝑏2 + 𝑐2
− 2

(𝑎+ 𝑐) 𝑏𝑢1,1
𝑏2 + 𝑐2

+ 𝑢2,0,

𝐼3 = 𝑢2,0
2 + 4

(𝑎2 + 𝑏2)𝑢1,1
2

𝑏2 + 𝑐2
+

∆2 (𝑎2 − 2 𝑎𝑐+ 4 𝑏2 + 𝑐2)𝑢0,0
2

(𝑏2 + 𝑐2)2
+

(𝑎2 + 𝑏2)
2
𝑢0,2

2

(𝑏2 + 𝑐2)2
+

+ 2
(𝑎𝑏− 𝑎𝑐+ 𝑏2 + 𝑏𝑐) (𝑎𝑏+ 𝑎𝑐− 𝑏2 + 𝑏𝑐)𝑢2,0𝑢0,2

(𝑏2 + 𝑐2)2
− 4

𝑢2,0𝑏 (𝑎+ 𝑐)𝑢1,1
𝑏2 + 𝑐2

− 4
(𝑎+ 𝑐) 𝑏 (𝑎2 + 𝑏2)𝑢1,1𝑢0,2

(𝑏2 + 𝑐2)2
− 4

∆ 𝑏 (𝑎2 + 2 𝑏2 + 𝑐2)𝑢0,0𝑢1,1

(𝑏2 + 𝑐2)2
+

+ 2
∆ (𝑎3 − 𝑎2𝑐+ 3 𝑏2𝑎+ 𝑏2𝑐)𝑢0,2𝑢0,0

(𝑏2 + 𝑐2)2
+ 2

∆ (𝑏2𝑎− 𝑐2𝑎+ 3 𝑏2𝑐+ 𝑐3)𝑢2,0𝑢0,0

(𝑏2 + 𝑐2)2
.

Аналогiчно знаходяться моментнi iнварiанти вищих порядкiв.
2.2. Група рiвномiрних розтягiв. Група рiвномiрних розтягiв (гомоте-

тiй) є однопараметричною групою, яка так дiє на координати

{︃
𝑥′ = 𝑡𝑥,

𝑦′ = 𝑡𝑦.

Дiя одиничного елемента отримується при значеннi параметру 𝑡 = 1. Якобi-
ан такого перетворення рiвний 𝑡2.

Теорема 4. Алгебра Лi групи рiвномiрних розтягiв дiє на 𝑈-моменти 𝑢𝑚,𝑛
оператором 𝐷𝑠 таким чином:

𝐷𝑠(𝑢𝑚,𝑛) = (𝑚+ 𝑛+ 2)𝑢𝑚,𝑛 +𝑚(𝑚− 1)𝑎 𝑢𝑚−2,𝑛 + 𝑛(𝑛− 1)𝑐 𝑢𝑚,𝑛−2 + 2𝑚𝑛𝑏𝑢𝑚−1,𝑛−1.

Доведення. Дiємо елементом

(︂
𝑡 0
0 𝑡

)︂
на породжуючу функцiю:

𝑡2𝐺𝑈(𝑡𝑥, 𝑡𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑢𝑚,𝑛(𝑡𝑥, 𝑡𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Диференцiюємо в 𝑡 = 1

((𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝑥+ 𝑦 (𝑏𝑢+ 𝑐𝑣) + 2)𝐺𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷𝑠(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.
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Маємо у лiвiй частинi

((𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝑥+𝑦 (𝑏𝑢+ 𝑐𝑣)+2)𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

((𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝑥+ 𝑦 (𝑏𝑢+ 𝑐𝑣) + 2)×

×𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(︁
𝑎𝑥𝑈𝑚,𝑛

𝑢𝑚+1

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
+ 𝑏𝑥𝑈𝑚,𝑛

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

𝑛!
+ 𝑏𝑦𝑈𝑚,𝑛

𝑢𝑚+1

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
+

+𝑐𝑦𝑈𝑚,𝑛
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

𝑛!
+ 2𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑚

𝑚!

)︁𝑣𝑛
𝑛!

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚−1,𝑛 + 𝑛𝑏𝑥𝑈𝑚,𝑛−1+

+𝑚𝑏𝑦𝑈𝑚−1,𝑛 + 𝑛𝑐𝑦𝑈𝑚,𝑛−1 + 2𝑈𝑚,𝑛)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑚(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚−1,𝑛 + 𝑛(𝑏𝑥+ 𝑐𝑦)𝑈𝑚,𝑛−1 + 2𝑈𝑚,𝑛)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

З рекурентних спiввiдношень отримуємо

𝑚 (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚−1,𝑛 = 𝑚𝑈𝑚,𝑛 +𝑚(𝑚− 1)𝑎𝑈𝑚−2,𝑛 +𝑚𝑛𝑏𝑈𝑚−1,𝑛−1,

𝑛 (𝑏𝑥+ 𝑐𝑦)𝑈𝑚,𝑛−1 = 𝑛𝑈𝑚,𝑛 + 𝑛𝑚𝑏𝑈𝑚−1,𝑛−1 + 𝑛(𝑛− 1)𝑐 𝑈𝑚,𝑛−2.

звiдки знаходимо

𝐷𝑠(𝑈𝑚,𝑛) = 𝑚(𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑈𝑚−1,𝑛 + 𝑛(𝑏𝑥+ 𝑐𝑦)𝑈𝑚,𝑛−1 =

= (𝑚+ 𝑛+ 2)𝑈𝑚,𝑛 +𝑚(𝑚− 1)𝑎𝑈𝑚−2,𝑛 + 𝑛(𝑛− 1)𝑐 𝑈𝑚,𝑛−2 + 2𝑚𝑛𝑏𝑈𝑚−1,𝑛−1.

□
Розв’язавши вiдповiдне диференцiальне рiвняння знаходимо моментнi iнва-

рiанти вiдносно групи розтягiв порядку не бiльше 2:

𝑢0,1
𝑢0,03/2

,
𝑐𝑢0,0 + 𝑢0,2

𝑢0,02
,
𝑢1,0
𝑢0,03/2

,
𝑢0,0𝑏+ 𝑢1,1

𝑢0,02
,
𝑎𝑢0,0 + 𝑢2,0

𝑢0,02
.

2.3. Група паралельних перенесень. Група паралельних перенесень є
двопараметричною комутативною групою з такою дiєю на координати:{︃

𝑥′ = 𝑥+ 𝐴,

𝑦′ = 𝑦 +𝐵.

Якобiан такого перетворення дорiвнює одиницi. Одиничний елемент групи
отримується при нульових значеннях параметрiв 𝐴 i 𝐵.

Теорема 5. Алгебра Лi двопараметричної групи паралельних перенесень дiє
на моменти 𝑢𝑚,𝑛 двома операторами 𝐷𝑥, 𝐷𝑦 таким чином

𝐷𝑥(𝑢𝑚,𝑛) = 𝑎𝑚𝑢𝑚−1,𝑛 + 𝑛𝑏𝑢𝑚,𝑛−1,

𝐷𝑦(𝑢𝑚,𝑛) = 𝑏𝑚𝑢𝑚−1,𝑛 + 𝑛𝑐𝑢𝑚,𝑛−1.

Доведення. Дiємо перетворенням

{︃
𝑥′ = 𝑥+ 𝐴,

𝑦′ = 𝑦,
на породжуючу функцiю

𝐺𝑈(𝑥+ 𝐴, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑈𝑚,𝑛(𝑥+ 𝐴, 𝑦 +𝐵)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.
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Диференцiюємо в 𝐴 = 0

(𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝐺𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷𝑥(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Маємо

(𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝐺𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑎𝑢+ 𝑏𝑣)𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑎𝑚𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑏𝑣𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Звiдси
𝐷𝑥(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑎𝑚𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑏𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Аналогiчно, дiючи перетворенням

{︃
𝑥′ = 𝑥,

𝑦′ = 𝑦 +𝐵.
отримаємо, що вiдповiд-

ний оператор 𝐷𝑦 дiє таким чином:

𝐷𝑦(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑏𝑚𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑐𝑈𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

Звiдси зразу отримуємо дiю цих операторiв на 𝑈 -моменти.
□

Розв’язавши систему диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних{︃
𝐷𝑥(𝐹 ) = 0,

𝐷𝑦(𝐹 ) = 0,

де 𝐹 – функцiя вiд змiнних 𝑢0,0, 𝑢1,0, 𝑢0,1, 𝑢2,0, 𝑢1,1, 𝑢0,2 знаходимо 4 моментнi
iнварiанти вiдносно групи паралельних перенесень

𝑈0,0,
𝑈0,0𝑈0,2 − 𝑈0,1

2

𝑈0,0

,
𝑈0,0𝑈1,1 − 𝑈0,1𝑈1,0

𝑈0,0

,
𝑈0,0𝑈2,0 − 𝑈1,0

2

𝑈0,0

3. Диференцiальнi оператори для 𝑉 -моментiв.
Многочлени Ермiта 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) визначаються експоненцiальною породжую-

чою функцiєю

𝐺𝑉 = 𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣−
1

2Δ
(𝑎𝑣2−2 𝑏𝑢𝑣+𝑐𝑢2).

Вiдповiднi 𝑉 -моменти мають вигляд

𝑣𝑚,𝑛 =

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Спочатку знайдемо рекурентнi спiввiдношення, яким задовольняють много-
члени 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).
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Теорема 6. Многочлени 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) задовольняють рекурентним спiввiдно-
шенням

𝑉𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚
𝑐

∆
𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛

𝑏

∆
𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦),

𝑉𝑚,𝑛+1(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) +𝑚
𝑏

∆
𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑛

𝑎

∆
𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

з початковою умовою 𝑉0,0(𝑥, 𝑦) = 1.

Доведення. Диференцiюємо породжуючу функцiю 𝐺𝑉 по 𝑢 i отримаємо

𝜕𝐺𝑉

𝜕𝑢
= (𝑥+

𝑏𝑣

∆
− 𝑐𝑢

∆
)𝐺𝑉 = 𝑥𝐺𝑉 − 𝑐

∆
𝑢𝐺𝑉 +

𝑏

∆
𝑣𝐺𝑉 .

З одного боку маємо

𝜕𝐺𝑉

𝜕𝑢
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

З iншого боку

𝑥𝐺𝑉 − 𝑐

∆
𝑢𝐺𝑉 +

𝑏

∆
𝑣𝐺𝑉 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
−

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑐

∆
𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑚+1

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
+

+
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑏

∆
𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚
𝑐

∆
𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)+

+𝑛
𝑏

∆
𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦))

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Прирiвнявши коефiцiєнти рядiв при однакових степенях отримаємо, що

𝑉𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−𝑚
𝑐

∆
𝑈𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛

𝑏

∆
𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Друге рекурентне спiввiдношення отримується аналогiчно iз спiввiдношення

𝜕𝐺𝑉

𝜕𝑣
=

(︂
𝑦 +

𝑏𝑢

∆
− 𝑎𝑣

∆

)︂
𝐺𝑉 .

□
3.1. Група обертань. Дiю оператора 𝐷𝑟 знаходимо, аналогiчно як i у

випадку 𝑈 -моментiв.

Теорема 7. Алгебра Лi so2 дiє на моменти 𝑣𝑚,𝑛 оператором 𝐷𝑟 за форму-
лою

𝐷𝑟(𝑣𝑚,𝑛) = 𝑛𝑣𝑚+1,𝑛−1 −𝑚𝑣𝑚−1,𝑛+1 −
𝑛 (𝑛− 1) 𝑏𝑣𝑚,𝑛−2

∆
+

(𝑚− 1) 𝑏𝑚𝑣𝑚−2,𝑛

∆
−

−(𝑎− 𝑐)𝑛𝑚𝑣𝑚−1,𝑛−1

∆
.
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Доведення. Як i вище, дiючи елементом

(︂
1 0
𝑡 1

)︂
на породжуючу функцiю,

отримаємо

𝐺𝑉 (𝑥, 𝑥𝑡+ 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦 + 𝑥𝑡)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Диференцiюємо в 𝑡 = 0:

𝑣𝑥𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷+(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Знаходимо

𝑥𝑣𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑥𝑣𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(𝑛+ 1)𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

(𝑛+ 1)!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑛𝑥𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Отже
𝐷+(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑛𝑥𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Аналогiчно, диференцiюючи функцiю 𝐺𝑉 (𝑥+ 𝑦𝑡, 𝑦, 𝑢, 𝑣) в 𝑡 = 0 знаходимо

𝑢𝑦𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷𝑉−(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

звiдки
𝐷𝑉−(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑚𝑦𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦).

Тому, оператор групи повороту 𝐷𝑟 має таку дiю

𝐷𝑉 (𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝐷𝑉+(𝑢𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))−𝐷𝑉−(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) =

= 𝑛𝑥𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦)−𝑚𝑦𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦).

Врахувавши рекурентнi спiввiдношення, отримаємо

𝑥𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑚+1,𝑛−1(𝑥, 𝑦) +
𝑚𝑐𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
− (𝑛− 1) 𝑏𝑉𝑚,𝑛−2(𝑥, 𝑦)

∆
,

𝑦𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑚−1,𝑛+1(𝑥, 𝑦)−
(𝑚− 1) 𝑏𝑉𝑚−2,𝑛(𝑥, 𝑦)

∆
+
𝑛𝑎𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
.

Отже, оператор 𝐷𝑟 так дiє на 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦):

𝐷𝑟(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑛𝑉𝑚+1,𝑛−1 −𝑚𝑉𝑚−1,𝑛+1(𝑥, 𝑦)−
𝑛 (𝑛− 1) 𝑏𝑉𝑚,𝑛−2(𝑥, 𝑦)

∆
+

+
(𝑚− 1) 𝑏𝑚𝑉𝑚−2,𝑛(𝑥, 𝑦)

∆
− (𝑎− 𝑐)𝑛𝑚𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
.

Звiдси зразу отримуємо дiю на 𝑉 -моменти.
□
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Для невеликих 𝑚,𝑛 маємо

𝐷𝑟(𝑣0,1) = 𝑣1,0, 𝐷𝑟(𝑣1,0) = −𝑣0,1,

𝐷𝑟(𝑣0,2) =
2 𝑎𝑐𝑣1,1 − 2 𝑣1,1𝑏

2 − 2 𝑣0,0𝑏

∆
,

𝐷𝑟(𝑣1,1) =
(𝑣0,2 − 𝑣2,0) 𝑏

2 + ((−𝑣0,2 + 𝑣2,0) 𝑐− 𝑣0,0) 𝑎+ 𝑣0,0𝑐

∆
,

𝐷𝑟(𝑣2,0) =
2 𝑣1,1𝑏

2 + 2 𝑣0,0𝑏− 2 𝑎𝑐𝑣1,1
∆

.

3.2. Група рiвномiрних розтягiв. Як i у випадку многочленiв 𝑈 -моментiв
знаходимо дiю оператора 𝐷𝑠 на 𝑉 -моменти.

Теорема 8. Алгебра Лi групи рiвномiрних розтягiв дiє на моменти 𝑣𝑚,𝑛
оператором 𝐷𝑠 за формулою

𝐷𝑠(𝑣𝑚,𝑛) = (𝑚+𝑛+2) 𝑣𝑚,𝑛 +
𝑎𝑛 (𝑛−1) 𝑣𝑚,𝑛−2

∆
+
𝑐𝑚 (𝑚−1) 𝑣𝑚−2,𝑛

∆
− 2

𝑚𝑛𝑏𝑣𝑚−1,𝑛−1

∆
.

Доведення. Дiємо елементом

(︂
𝑡 0
0 𝑡

)︂
на породжуючу функцiю i отримуємо

𝑡2𝐺𝑉 (𝑡𝑥, 𝑡𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚,𝑛(𝑡𝑥, 𝑡𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Диференцiюємо в 𝑡 = 1

(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 2)𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷𝑠(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Маємо

(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 2)𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 2)𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑥𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑣𝑚+1

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
+

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑦𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛+1

𝑛!
+ 2

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑉𝑚,𝑛
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(𝑚𝑥𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑛𝑦𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦) + 2)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Враховуючи рекурентнi спiввiдношення

𝑥𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) +
(𝑚− 1) 𝑐𝑉𝑚−2,𝑛(𝑥, 𝑦)

∆
− 𝑛𝑏𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
,

𝑦𝑉𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)−
𝑚𝑏𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
+

(𝑛− 1) 𝑎𝑉𝑚,𝑛−2(𝑥, 𝑦)

∆
,

знаходимо

𝐷𝑠(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = (𝑚+ 𝑛+ 2)𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) +
𝑛 (𝑛− 1) 𝑎𝑉𝑚,𝑛−2(𝑥, 𝑦)

∆
+

+
𝑚 (𝑚− 1) 𝑐𝑉𝑚−2,𝑛(𝑥, 𝑦)

∆
− 2

𝑚𝑛𝑏𝑉𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)

∆
.

Звiдси зразу отримуємо дiю на 𝑉 -моменти.
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□
Моментнi 𝑉 -iнварiанти вiдносно групи рiвномiрних розтягiв порядку не бiль-

ше 2 мають такий вигляд

𝑣0,1
𝑣0,03/2

,
𝑣0,2∆+ 𝑣0,0𝑎

∆ 𝑣0,02
,
𝑣1,0
𝑣0,03/2

,
𝑣1,1∆− 𝑣0,0𝑏

∆ 𝑣0,02
,
𝑣1,2∆+ 𝑣1,0𝑎− 2 𝑣0,1𝑏

∆ 𝑣0,05/2
,
𝑣2,0∆+ 𝑣0,0𝑐

∆ 𝑣0,02
.

3.3. Група паралельних перенесень. Як i у випадку многочленiв 𝑈 -
моментiв знаходимо дiю оператора 𝐷𝑠 на 𝑉 -моменти.

Теорема 9. Алгебра Лi двопараметричної групи паралельних перенесень дiє
на моменти 𝑣𝑚,𝑛 двома операторами 𝐷𝑥, 𝐷𝑦 таким чином

𝐷𝑥(𝑣𝑚,𝑛) = 𝑚𝑣𝑚−1,𝑛,

𝐷𝑦(𝑣𝑚,𝑛) = 𝑛𝑢𝑚,𝑛−1.

Доведення. Дiємо перетворенням

{︃
𝑥′ = 𝑥+ 𝐴,

𝑦′ = 𝑦,
на породжуючу функцiю:

𝐺𝑉 (𝑥+ 𝐴, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑢𝑚,𝑛(𝑥+ 𝐴, 𝑦 +𝐵)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Диференцiюємо в 𝐴 = 0:

𝑢𝐺𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐷𝑥(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Маємо

𝑢𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑢𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑚𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Звiдси
𝐷𝑥(𝑉𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑚𝑉𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦),

i
𝐷𝑥(𝑣𝑚,𝑛) = 𝑚𝑣𝑚−1,𝑛.

Аналогiчно, дiючи перетворенням

{︃
𝑥′ = 𝑥,

𝑦′ = 𝑦 +𝐵,
отримаємо, що вiдповiд-

ний оператор 𝐷𝑦 дiє таким чином:

𝐷𝑦(𝑈𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑛𝑢𝑚,𝑛−1.

Звiдси зразу отримуємо дiю цих операторiв на 𝑉 -моменти.
□
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Розв’язавши систему диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних{︃
𝐷𝑥(𝐹 ) = 0,

𝐷𝑦(𝐹 ) = 0,

де 𝐹 – функцiя вiд змiнних 𝑣0,0, 𝑣1,0, 𝑣0,1, 𝑣2,0, 𝑣1,1, 𝑣0,2 знаходимо 4 моментнi iн-
варiанти вiдносно групи паралельних перенесень порядку не бiльше 2 :

𝑣0,0,
𝑣0,0𝑣0,2 − 𝑣0,1

2

𝑣0,0
,
𝑣0,0𝑣1,1 − 𝑣0,1𝑣1,0

𝑣0,0
,
𝑣0,0𝑣2,0 − 𝑣1,0

2

𝑣0,0
.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В данiй статтi,
для пари бi-ортогональних сiмей многочленiв Ермiта, задачу знаходження мо-
ментних iнварiантiв зведено до задачi розв’язання деякого диференцiального
рiвняння в частинних похiдних першого порядку, яке виникає при переходi вiд
дiї групи Лi до дiї її алгебри Лi. Для кожної iз згаданих груп знайдено явний
вигляд дiї її алгебри Лi на моменти Ермiта i вказанi явно моментнi iнварiан-
ти невеликих порядкiв. Запропонований пiдхiд дозволяє обчислити моментнi
iнварiанти вищих порядкiв.

Iдеї, якi реалiзовано в статтi, в подальших дослiдженнях можна пошири-
ти для обчислення спiльних моментних iнварiантiв кiлькох груп перетворень
площини, а також для знаходження моментних iнварiантiв 3𝐷 зображень.

Результати обчислень можуть бути корисними фахiвцям з розпiзнавання
образiв, оскiльки моментi iнварiанти є глобальними ознаками зображень.
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Bedratyuk L. P., Bedratyuk A. I. Image Hermite moments and their invariants.

Let 𝐻 be a subgroup of the plane affine group o Aff(2,R), which is considered with its
natural action on the integrated functions of two variables defined in some domain Ω ⊆ R2.
For a fixed family of polynomials {𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛,𝑛=0 consider the functional

𝜋𝑚,𝑛 = 𝜋𝑚,𝑛(𝑓) =

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

which is called the 𝑃 -moment of the function 𝑓(𝑥, 𝑦) of order 𝑚 + 𝑛. The action of the
group 𝐻 defined on the 𝑃 -moments according to the formula

ℎ𝜋𝑚,𝑛(𝑓) = 𝜋𝑚,𝑛(ℎ−1𝑓)

∫︁∫︁
Ω

𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑓(ℎ−1(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦, ℎ ∈ 𝐻.

The invariants of this action are called the 𝑃 -moment invariants. If the function 𝑓(𝑥, 𝑦)
is identified with a halftone image, and for the group 𝐻 we take the group of rotations, the
scaling group or the plane translation group, then the corresponding moments and their
moment invariants are widely used in the pattern recognition. The problem of a complete
description of moment invariants is solved only in the simplest case 𝑃𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛.
In this article, for a pair of bi-orthogonal families of Hermite polynomials, the problem
of finding theirs moment invariants is reduced to the problem of solving some first order
partial differential equation, which occurs during the transition from the action of the Lie
group to the action of its Lie algebra. For each of the mentioned groups, an explicit form of
the action of its Lie algebra on the Hermite moments are found and the moment invariants
of small orders are found in an explicit way.

Keywords: pattern recognition, feature engineering, plane transformation groups, Her-
mite polynomials, image moments, image moment invariants.
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