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АНАЛIТИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ СТАТИЧНОЇ ЗАДАЧI ПРО ТИСК
ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНИХ ПIВПРОСТОРIВ ТА

ПРУЖНОГО ЦИЛIНДРА З ПОЧАТКОВИМИ
НАПРУЖЕННЯМИ

Стаття присвячена розв’язку контактної задачi для попередньо напруженого ци-
лiндричного штампа та двох пружних пiвпросторiв з початковими напруженнями в
аналiтичному виглядi без врахування сил тертя. Будемо вважати, що поверхнi поза
межею контакту залишаються вiльними вiд впливу зовнiшнiх сил, а на межi конта-
кту перемiщення та напруження — неперервнi. Задачу розв’язано у випадку нерiвних
коренiв визначального рiвняння. Дослiдження представлено у загальному видi для
теорiї великих початкових деформацiй i двох варiантiв теорiї малих початкових де-
формацiй у межах лiнеаризованої теорiї пружностi при довiльнiй структурi пружного
потенцiалу. Припускається, що початковi стани пружного цилiндричного штампа та
пружних основ (пiвпросторiв) однорiднi та рiвнi. Дослiдження проводиться в коор-
динатах початкового деформованого стану, якi пов’язанi з лагранжевими координа-
тами (природного стану). Крiм того, вплив цилiндричного штампа викликає невеликi
збурення вiдповiдних величин основного напружено-деформованого стану. Також пе-
редбачається, що пружний цилiндричний штамп та пружнi пiвпростори виготовленi з
рiзних iзотропних, трансверсально-iзотропних або композитних матерiалiв. У випад-
ку ортотропних тiл, будемо вважати, що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають
iз напрямком осей координат у деформованому станi. Наведенi загальнi розв’язки
основних диференцiальних рiвнянь лiнеаризованої теорiї пружностi у випадку осеси-
метричної деформацiї для скiнченної цилiндричної областi. У результатi, розв’язки
поставленої задачi представленi у виглядi нескiнченних рядiв, коефiцiєнти яких ви-
значаються з нескiнченної системи алгебраїчних рiвнянь. Вiдмiтимо, що коефiцiєнти
системи залежать вiд величин, що визначають структуру пружного потенцiалу та
висоту пружного штампа. У статтi також встановлено зв’язок мiж осiданням та рiв-
нодiючою навантаження. Отже, за допомогою отриманих розв’язкiв можна вивчити
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вплив початкових (залишкових) напружень у двох пружних пiвпросторах та пружно-
му цилiндричному штампi на розподiл контактних напружень в областi контакту.

Ключовi слова: початковi напруження, напружено-деформований стан, лiнеаризо-
вана теорiя пружностi, пiвпростiр, цилiндричний штамп.

1. Вступ. Дослiдження процесiв контактної взаємодiї пружних тiл iз врахува-
нням початкових напружень є частиною великої за обсягом та актуальної обла-
стi механiки суцiльних середовищ, що безперервно розвивається. Велика увага
придiляється дослiдженню контактної взаємодiї твердих деформованих тiл, що
пов’язана iз проблемою визначення їх напружено-деформованих станiв. Оскiль-
ки контактнi задачi формують теоретичну основу для розрахункiв на контактну
мiцнiсть, жорсткiсть та зносостiйкiсть рухомих i нерухомих з’єднань, а їх до-
слiдження зводяться до одних iз найважчих рiвнянь математичної фiзики, то
їх розв’язання пов’язане iз великими математичними труднощами.

Одним з важливих факторiв при контактнiй взаємодiї є вплив початко-
вих напружень, якi практично завжди присутнi в реальних конструкцiях i
деталях машин, тому розробка ефективних методiв розрахунку напружено-
деформованого стану з врахуванням початкових деформацiй є актуальною i
важливою науково-технiчною проблемою.

На даний час з проблем, що мають вiдношення до контактних задач жорс-
тких та пружних штампiв, якi взаємодiють iз пружними тiлами без початкових
напружень отриманi результати з широкого кола питань. I вони достатньо вiд-
ображенi у численних публiкацiях перiодичних видань, однiєю iз яких є праця
[1]. Роботи з контактної взаємодiї тiл присвяченi взаємодiї попередньо напру-
жених тiл iз жорсткими та пружними штампами без початкових напружень
представленi у працях [2–4]. Дослiдження контактної взаємодiї попередньо на-
пружених штампiв з пружними тiлами з початковими напруженнями висвiтленi
у працях [5, 6]. Iснує також ряд iнших публiкацiй, що повнiстю або частково
пов’язанi iз тематикою даної статтi [7–12].

Метою роботи є представлення аналiтичного розв’язку статичної контактної
задачi про тиск двох попередньо напружених пiвпросторiв на цилiндричний
пружний штамп з початковими (залишковими) напруженнями без врахування
сил тертя в межах лiнеаризованої теорiї пружностi. У статтi розглянуто випа-
док нерiвних коренiв визначального рiвняння [2, 3] в загальному виглядi для
теорiї великих початкових деформацiй та двох варiантiв теорiї малих початко-
вих деформацiй при довiльнiй структурi пружного потенцiалу.

2. Постановка задачi. Нехай скiнченний пружний цилiндричний штамп
висотою 𝐻 з початковими напруженнями (рис. 1), геометрична вiсь симетрiї
якого спiвпадає з вiссю 𝑦3 цилiндричної системи координат (𝑟, 𝜃, 𝑦3) стискається
(розтягується) двома iдентичними попередньо напруженими пiвпросторами за
допомогою вiсесиметричного навантаження, що зводиться до рiвнодiйної сили
𝑃 . Зовнiшнє навантаження прикладене таким чином, що точки не завантажених
поверхонь обох попередньо напружених пiвпросторiв та вiддалених вiд областi
контакту пiвпросторiв з пружним штампом, перемiщаються вiдносно коорди-
натної площини 𝑦3 = 0 на величину 𝜀. Величини: 𝑅 — радiус цилiндричного
штампа, ℎ = 0.5𝐻.

Будемо вважати, що поверхнi поза межею контакту залишаються вiльними
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вiд впливу зовнiшнiх сил, а на межi контакту перемiщення та напруження —
неперервнi. На рис. 1 величини 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) — коефiцiєнти видовження, що
визначають перемiщення початкового стану, а 𝑆11

0 , 𝑆
22
0 — компоненти симетри-

чного тензора початкових напружень.
Будемо розглядати пружнi iзотропнi тiла (стисливi або нестисливi) з до-

вiльною формою пружного потенцiалу. А у випадку ортотропних тiл, будемо
вважати, що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають iз напрямком осей ко-
ординат у деформованому станi 𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 3).

Рис. 1. Тиск двох попередньо напружених пiвпросторiв на пружний
цилiндричний штамп з початковими напруженнями.

Вiдзначимо, що усi величини, якi вiдносяться до пружного цилiндричного
штампа позначаються верхнiм iндексом «(3)», верхнього пiвпростору — «(1)»,
а нижнього пiвпростору — «(2)». Також зробимо припущення, що початковi
напружено-деформованi стани у штампi та пiвпросторах однорiднi та рiвнi. У
класичному випадку (при вiдсутностi початкових напружень) подiбна конта-
ктна задача була розглянута у [1].

3. Основнi спiввiдношення та граничнi умови. Скажiмо, що початковi
стани пiвпросторiв та штампа — однорiднi, й для них виконуються спiввiдно-
шення [2, 3]:

𝑦𝑚 = 𝑥𝑚 + 𝑈0
𝑚 𝑈0

𝑚 = 𝛿𝑚𝑖(𝜆𝑚 − 1)𝜆−1
𝑖 𝑦𝑖 (𝑖,𝑚 = 1, 3),

де 𝛿𝑚𝑖 — символ Кронекера.
Тодi основне рiвняння у перемiщеннях [3] для стисливих тiл має вигляд

𝐿′
𝑚𝛼𝑈𝛼 = 0, 𝐿′

𝑚𝛼 = 𝜔′
𝑖𝑗𝛼𝛽𝜕

2/𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝛽, (𝑖, 𝑚, 𝛼, 𝛽 = 1, 3), (1)

а для нестисливих тiл має виконується умова нестисливостi:

𝐿′
𝑚𝛼𝑈𝛼 + 𝑞′𝛼𝑚𝜕𝑝

′/𝜕𝑦𝛼 = 0, 𝐿′
𝑚𝛼 = 𝜅′𝑖𝑚𝛼𝛽𝜕

2/𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝛽, (2)
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𝑞′𝑖𝑗𝜕𝑈𝑗/𝜕𝑦𝑖 = 0, 𝑞′𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝑞𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗, 𝑚, 𝛼, 𝛽 = 1, 3).

Вирази для компонент тензора напружень для стисливих i нестисливих тiл
при 𝑦𝑖 = const (𝑖 = 1, 2, 3) матимуть вигляд

𝑄′
𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔′
𝑖𝑗𝛼𝛽

𝜕𝑈𝛼
𝜕𝑦𝛽

– для стисливих тiл,

𝜅′𝑖𝑗𝛼𝛽
𝜕𝑈𝛼
𝜕𝐶𝛽

+ 𝑞′𝑖𝑗𝑝 – для нестисливих тiл,

𝜔′
𝑖𝑗𝛼𝛽 =

𝜆𝑖𝜆𝛽
𝜆1𝜆2𝜆3

𝜔𝑖𝑗𝛼𝛽,

𝜅′𝑖𝑗𝛼𝛽 =
𝜆𝑖𝜆𝛽
𝜆1𝜆2𝜆3

𝜅𝑖𝑗𝛼𝛽,

де 𝜔′
𝑖𝑚𝛼𝛽 = 𝜔′

𝑖𝑚𝛼𝛽(𝑆
0
11, 𝑆

0
22, 𝑆

0
33), 𝜅

′
𝑖𝑚𝛼𝛽 = 𝜅′𝑖𝑚𝛼𝛽(𝑆

0
11, 𝑆

0
22, 𝑆

0
33) — складовi тензора

модулiв пружностi четвертого порядку.
При однорiдних початкових напруженнях має мiсце умова:

𝑆11
0 = 𝑆22

0 ̸= 0; 𝑆33
0 = 0; 𝜆1 = 𝜆2 ̸= 𝜆3. (3)

Враховуючи (3), розв’язок рiвнянь (1), (1) представимо через функцiю 𝜒̃,
яка у цилiндричних координатах (r, 𝜃, y3) задовольняє рiвняння

𝜒̃ = 𝜒̃1 + 𝜒̃2,

(︂
∆1 + 𝜉′

2
2

𝜕2

𝜕 𝑦23

)︂
𝜒̃1 = 0,

(︂
∆1 + 𝜉′

2
3

𝜕2

𝜕 𝑦23

)︂
𝜒̃2 = 0, (4)

де ∆1 = 𝜕2/𝜕𝑟2 + 𝑟−1𝜕/𝜕𝑟.
Як було зазначено вище, у данiй статтi обмежимося випадком нерiвних ко-

ренiв (𝜉′22 ̸= 𝜉′23) характеристичного (визначального) рiвняння, що вiдповiдає
рiвнянням (4).

У системi колових цилiндричних координат (𝑟, 𝜃, 𝑧𝑖), де 𝑧𝑖 = 𝑣−1
𝑖 𝑦3, 𝑣𝑖 =

=
√
𝑛𝑖, (𝑖 = 1, 2), 𝑛1 = 𝜉′22, 𝑛2 = 𝜉′23 такiй постановцi вiдповiдають граничнi

умови:
1) на торцях пружного штампа в областi контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖, де 𝑣𝑖 =

√
𝑛𝑖,

(𝑖 = 1, 2):

𝑢′
(𝑖)
3 − 𝑢′

(3)
3 = 𝜀, 𝑄′(3)

33 = 𝑄′(𝑖)
33 , 𝑄

′(3)
3𝑟 = 0,

𝑄′(𝑖)
3𝑟 = 0, (0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅), (𝑖 = 1, 2),

(5)

2) на межах пружних пiвпросторiв поза дiлянкою контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖,
(𝑖 = 1, 2):

𝑄′(𝑖)
33 = 0, 𝑄′(𝑖)

3𝑟 = 0, 𝑢′
(𝑖)
3 = 0, (𝑟 > 𝑅), (𝑖 = 1, 2), (6)

3) на боковiй поверхнi пружного штампа 𝑟 = 𝑅:

𝑄′(3)
𝑟𝑟 = 0, 𝑄′(3)

3𝑟 = 0, (|𝑧𝑖| ≤ ℎ/𝑣𝑖), (𝑖 = 1, 2), (7)

Умова рiвноваги, яка встановлює зв’язок мiж осiданням торцiв та рiвнодiй-
ною навантаження 𝑃 має вигляд:

𝑃 = −2𝜋

𝑅∫︁
0

𝑟|𝑄′(𝑖)
33 |𝑑𝑟, |𝑄′(𝑖)

33 | = |𝑄′(𝑖)
3𝑟 |𝑧𝑖=±𝐻/𝑣𝑖 , (𝑖 = 1, 2). (8)
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Умова (8) закриває постановку просторової лiнеаризованої задачi про конта-
ктну взаємодiю попередньо напруженого скiнченного цилiндричного штампа iз
двома пружними пiвпросторами з початковими напруженнями.

Напружено-деформований стан в областi контакту (𝑦3 = ±ℎ, 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖),
(𝑖 = 1, 2) у попередньо напружених пiвпросторах будемо визначати згiдно лiне-
аризованих рiвнянь [3]:

𝑄′(𝑖)
33

(︂
𝜌;± ℎ

𝑣𝑖𝑅

)︂
=
𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1(𝑠− 𝑠3)

𝑅

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

𝑄′(𝑖)
3𝑟

(︂
𝜌;± ℎ

𝑣𝑖𝑅

)︂
= 0, 𝑈 ′(𝑖)

3

(︂
𝜌;± ℎ

𝑣𝑖𝑅

)︂
= −𝑚1(𝑠2 − 𝑠3)

𝑣1

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂, (9)

𝑈 ′(𝑖)
𝑟

(︂
𝜌;± ℎ

𝑣𝑖𝑅

)︂
= (𝑠3 − 1)

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽1(𝜇𝜌)𝑑𝜂.

де

𝐶44 =

{︃
𝑤′

1313,

𝜅′1313.
𝑚𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔′

1111𝑛𝑖 − 𝜔′
3113

𝜔′
1133 + 𝜔′

1313

;

𝜆1𝑞1
𝜆3𝑞3

𝑛𝑖;

𝑙𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔′

1331

𝜔′
1313

+
𝜔′

1313 − 𝜔′
1331

𝜔′
1313

𝜔′
1133 + 𝜔′

1313

𝜔′
1111𝑛𝑖 + 𝜔′

1133

;

𝜅′1331
𝜅′1313

+
𝜅′1313 − 𝜅′1331

𝜅′1313

𝜆3𝑞3
𝜆3𝑞3 + 𝜆1𝑞1𝑛𝑖

;

𝜉 =
𝑧𝑖𝑣𝑖
𝑅
, 𝜂 = 𝜉𝑅, (𝑖 = 1, 2), 𝑠 = 𝑠0𝑙2𝑙

−1
1 , 𝑠0 = (1 +𝑚2)(1 +𝑚1)

−1,

𝑠1 = (𝑚1 − 1)𝑚−1
1 , 𝑠2 = (𝑣1𝑚2)(𝑣2𝑚1)

−1, 𝑠3 = 𝑠0𝑣1𝑣
−1
2 ,

𝐹 (𝜂) — шукана функцiя, 𝐽𝑣(𝑥) — функцiї Бесселя дiйсного аргументу.
Загальний розв’язок для визначення напружено-деформованого стану у ци-

лiндричному пружному штампi з початковими напруженнями у випадку нерiв-
них коренiв (𝜉′22 ̸= 𝜉′23) характеристичного рiвняння (4) приймемо у виглядi:

𝜒̃ =3𝐶0𝑟
2(𝑧1 − 𝑧2)− 2𝐶0(𝑧

3
1 + 𝑧32) +

∞∑︁
𝑘=1

{[𝐴𝑘𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑟)𝑆1(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)+

+𝐵𝑘𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑟)𝑆1(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)] + 𝐽0(𝛼𝑘𝑟)[𝑆2(𝛼𝑘𝑧1) + 𝑆3(𝛼𝑘𝑧2)]},
(10)

де 𝐼𝑣(𝑥) — функцiя Бесселя уявного аргументу.

𝑆1 = 𝐶𝑘 sin (𝛾𝑘𝑣1𝑧1) +𝐷𝑘 cos (𝛾𝑘𝑣1𝑧1), 𝑆2 = 𝐸𝑘 sh (𝛼𝑘𝑧1) + 𝐹𝑘 ch (𝛼𝑘𝑧1),

𝑆3 = 𝑁𝑘 sh (𝛼𝑘𝑧1) +𝑀𝑘 ch (𝛼𝑘𝑧1),

𝐶𝑘, 𝐷𝑘, 𝐸𝑘, 𝐹𝑘, 𝑁𝑘, 𝑀𝑘, 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 — деякi сталi коефiцiєнти, 𝛼𝑘, 𝛾𝑘 — власнi
значення задачi (5)–(8).
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Тодi напружено-деформований стан у попередньо напруженому цилiндри-
чному штампi для стисливих (нестисливих) тiл та нерiвних коренiв рiвняння
(4), iз врахуванням граничних умов (5)–(8), представимо у виглядi

𝑈 ′(3)
3 =

𝜀𝜔2

𝑅

⟨
− 𝑅

𝜔2ℎ𝜃6

[︂
𝑚1𝑧1
𝑛1

+
𝑚2𝑧2
𝑛2

]︂
𝜒0+

+
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘
𝑛1

{︂
𝛾2𝑘

[︂
𝑠0𝑚1𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)−𝑚2𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)

]︂
+

+
𝜇2
𝑘

𝑅2
𝐽0(𝜇𝑘𝜌)𝐹

*
𝑘

⎡⎢⎢⎣𝑚1

𝑛1

⎛⎜⎜⎝(𝑐0 − 𝑐2)

[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝑣1 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ sh
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+

+ ch
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁ ⎞⎟⎟⎠+
𝑚2

𝑛2

⎛⎜⎜⎝𝑣2
[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ sh
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁
−

− ch
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁ 𝑛2 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
𝑛1𝑠0 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭𝜒𝑘

⟩
, (11)

𝑄′(3)
33 = 𝜀𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1

⟨
− 𝜒0

ℎ𝜃6

[︂
1

𝑣1
+

𝑠

𝑣2

]︂
+

+
𝜔2

𝑅

∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

{︂
𝛾3𝑘

[︂
𝑠0𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) cos(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)−

𝑠𝑛2

𝑛1

𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌) cos(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)

]︂
+

+
𝜇3
𝑘

𝑅3𝑛1

𝐽0(𝜇𝑘𝜌)𝐹
*
𝑘

⎡⎢⎢⎣(𝑐0 − 𝑐2)

[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝑛1 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ ch
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+

+
sh
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
𝑣1

+

𝑠

[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ ch
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁
−

−
𝑠𝑣2 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
𝑛1𝑠0 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂ sh
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁⎤⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭𝜒𝑘

⟩
,

𝑄′(3)
3𝑟 = 𝐶44(1 +𝑚1)

𝜀𝜔2

𝑅𝑣1

∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

{︂
𝛾3𝑘𝑠0

[︂
𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)−

−𝑣2
𝑣1
𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)

]︂
−

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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−𝜇3
𝑘

𝑅3
𝐽1(𝜇𝑘𝜌)𝐹

*
𝑘

⎡⎢⎢⎣(𝑐0 − 𝑐2)

[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝑛1 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ sh
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+

+
1

𝑣1
ch
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+

𝑠0𝑣1

[︂
cth

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
− ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂]︂
𝑣2 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ sh
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁
−

−
sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
𝑣1 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︂ ch
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁⎤⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭𝜒𝑘,

де

𝜔2 =
𝑣31

𝑚1(𝑠3 − 𝑠2)
, 𝑐0 =

{︃
𝜔′

1111𝜔
′−1
1122;

𝜆1𝑞1(𝜆3𝑞3)
−1(𝜅′1133 + 𝜅′1313)𝜅

′−1
1122;

𝑐𝑖 =

{︃
𝜆3𝜔

′
1133𝑚𝑖𝜔

′−1
1122𝑛

−1
𝑖 ;

(𝜅′1133𝑚𝑖 − 𝜅′3113)𝜅
′−1
1122𝑛

−1
𝑖 ;

(𝑖 = 1, 2).

𝐹 *
𝑘 = (1 + 𝛼3

𝑘)𝛾
3
𝑘

[︃
𝑛1𝐴

*
𝑘𝐺𝑘(1;𝑅)

1− 𝛾2𝑘𝑣
2
1

(︂
𝛾𝑘𝑣1 sin(𝛾𝑘ℎ) cos

(︂
ℎ

𝑣1

)︂
− cos(𝛾𝑘ℎ) sin

(︂
ℎ

𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑛2𝐺𝑘(2;𝑅)

1− 𝛾2𝑘𝑣
2
2

(︂
𝛾𝑘𝑣2 sin(𝛾𝑘ℎ) cos

(︂
ℎ

𝑣2

)︂
− cos(𝛾𝑘ℎ) sin

(︂
ℎ

𝑣2

)︂)︂]︂⧸︂
⧸︂(︂

𝛼3
𝑘𝐽0(𝛼𝑘𝑅)

[︂
𝑐1 − 𝑐0
𝑣1

𝐸*
𝑘

(︂
𝛼𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
cos

(︂
ℎ

𝑣1

)︂
+ ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
sin

(︂
ℎ

𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑐2 − 𝑐0
𝑣2

𝑁*
𝑘

(︂
𝛼𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
cos

(︂
ℎ

𝑣2

)︂
+ ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
sin

(︂
ℎ

𝑣2

)︂)︂]︂)︂
,

𝑁*
𝑘 =

𝑣2

[︂
cth

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂]︂
𝑛1 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ ,

𝐸*
𝑘 =

(𝑐0 − 𝑐2)

[︂
cth

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
− ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂]︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝑣1 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂[︂
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0
𝑣2

]︂ ,

𝐺𝑘(𝑖;𝑅) = (𝑐0 − 𝑐1)𝐼0(𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟) +
1− 𝑐0
𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟

𝐼1(𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟),

𝜃6 = 𝑚1𝑣
−3
1 +𝑚2𝑣

−3
2 , 𝐴*

𝑘 = −𝑠0𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)
𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)

.

де 𝜒𝑘− шуканi сталi.
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4. Метод розв’язку. Використовуючи розв’язок для цилiндричного штам-
па (11) та задовольняючи третiй умовi (5), другiй умовi (7), знаходимо власнi
значення задачi Штурма-Лiувiлля для 𝑛1 ̸= 𝑛2:

𝛾𝑘 =
𝜋𝑘

ℎ
, 𝛼𝑘 =

𝜇𝑘
𝑅
, (𝐽1(𝛼𝑘𝑅) = 0). (12)

З перших граничних умов (5)–(6) визначимо невiдому функцiю 𝐹 (𝜂) для
(10) з подвiйних iнтегральних рiвнянь:

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂 = 𝑞(𝜌), 0 < 𝜌 < 1

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂 = 0, 𝜌 > 1.

(13)

(︃
𝑞(𝜌) = 𝜀

⟨
(1− 𝜒0)

𝜔2

𝑛1

+
∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝐽0(𝜇𝑘𝜌)𝐹
*
𝑘

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
𝐸*
𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
+ ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*
𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝜒𝑘

⟩)︂
.

Вiдповiдно до [3] розв’язок системи (13), знайдемо у виглядi:

𝐹 (𝜂) =
2𝜂

𝜋

⎡⎣cos 𝜂 1∫︁
0

𝑦𝑓(𝑦)√︀
1− 𝑦2

𝑑𝑦 +

1∫︁
0

𝑢√
1− 𝑢2

𝑑𝑢

1∫︁
0

𝜂𝑦 sin(𝜂𝑦)𝑓(𝑦𝑢)𝑑𝑦

⎤⎦ .
Отримаємо

𝐹 (𝜂)

𝜂
=

2𝜀

𝜋

(︃
(1− 𝜒0)

𝜔2

𝑛1

𝜓(𝜂, 0) +
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘
𝑅
𝐹 *
𝑘

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
𝐸*
𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
+ ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*
𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝜒𝑘𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)

)︂
, (14)(︂

𝜓(𝜂, 𝜇𝑘) =
𝜂 sin 𝜂 cos𝜇𝑘 − 𝜇𝑘 sin𝜇𝑘 cos 𝜂

𝜂2 − 𝜇2
𝑘

, 𝜓(𝜂, 0) =
sin 𝜂

𝜂

)︂
.

Для визначення сталих коефiцiєнтiв 𝐶𝑘,𝐷𝑘, 𝐸𝑘, 𝐹𝑘, 𝑁𝑘,𝑀𝑘, 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 та функцiї
𝐹 (𝜂) було введено новi змiннi:

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
𝐽1(𝜂𝜌)𝑑𝜂 = − 𝜀𝑅(𝑣2 + 𝑣1𝑠)

2𝑣1𝑣2ℎ(𝑠− 𝑠3)𝜃6
𝜒0, 𝜒𝑘 = − 𝑅𝑛1

𝜀𝜇𝑛𝜔2

𝐵̃𝑘. (15)

З другої умови (5) отримаємо:

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂 =
𝑅

𝑠− 𝑠3

⟨
𝜀

ℎ𝜃6

[︂
1

𝑣1
+

𝑠

𝑣2

]︂
𝜒0 +

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



АНАЛIТИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ СТАТИЧНОЇ ЗАДАЧI ПРО ТИСК . . . 99

+
∞∑︁
𝑘=1

{︁
𝛾3𝑘 cos(𝛾𝑘ℎ)[𝐴

*
𝑘𝑛1𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) + 𝑠𝑛2𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌)]−

−𝜇
4
𝑘𝜀𝜔2

𝑅4𝑛1

𝐽0(𝜇𝑘𝜌)

[︂
1

𝑣1

(︂
𝐸*
𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑠

𝑣2

(︂
𝑁*
𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝐹 *
𝑘

}︂
𝜒𝑘

⟩
,(︃

𝑀*
𝑘 = −𝑛2 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
·
(︂
𝑛1𝑠0 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂)︂−1
)︃
.

Проiнтегруємо рiвнiсть (14) по 𝜌𝐽0(𝜇𝑛𝜌)𝑑𝜌:

1∫︁
0

𝜌𝐽0(𝜇𝑛𝜌)

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂𝑑𝜌 =
𝑅

𝑠− 𝑠3

⟨
𝜀𝐽1(𝜇𝑛)

ℎ𝜃6𝜇𝑛

[︂
1

𝑣1
+

𝑠

𝑣2

]︂
𝜒0+

+
∞∑︁
𝑘=1

{︃
𝛾3𝑘 cos(𝛾𝑘ℎ)𝐽0(𝜇𝑘)

[︃
𝐴*
𝑘𝛾𝑘𝑣

3
1𝑅𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑘𝑛1𝑅2

+
𝑠𝛾𝑘𝑣

3
2𝑅𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑘𝑛2𝑅2

]︃
+

+
𝜇4
𝑘𝜀𝜔2

2𝑅4𝑛1

𝐽2
0 (𝜇𝑘)

[︂
1

𝑣1

(︂
𝐸*
𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑠

𝑣2

(︂
𝑁*
𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝐹 *
𝑘

}︂
𝜒𝑘

⟩
,

та врахувавши iнтеграли:

∞∫︁
0

𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)𝐽1(𝜂)𝑑𝜂 =

1∫︁
0

𝜌𝐽0(𝜇𝑘𝜌)

∞∫︁
0

𝜂𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂𝑑𝜌 = 𝜓(0, 𝜇𝑘),

∞∫︁
0

𝜓(𝜂, 0)𝐽1(𝜂)𝑑𝜂 = 1,

∞∫︁
0

𝜂𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)

1∫︁
0

𝜌𝐽0(𝜇𝑛𝜌)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜌𝑑𝜂 = 𝜓(𝜇𝑛, 𝜇𝑘).

Отримаємо нескiнченну систему для вiдшукання невiдомих 𝜒0, 𝜒𝑘, що вхо-
дять до (2), (9), (13) та (14):

𝛼̃𝑘𝜒𝑘 +
∞∑︁
𝑛=0

𝛼̃𝑘𝑛𝜒𝑛 = 𝛽𝑘, (𝑘 = 0, 1, 2, . . .) (16)

(︂
𝛼̃0 = 𝜀

(︂
𝑅(𝑣2 + 𝑠)

2ℎ𝑣1𝑣2𝜃6(𝑠− 𝑠3)
− 2𝜔2

𝜋𝑛1

)︂
; 𝛼̃00 = 0;

𝛼̃𝑘0 =
2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

𝜓(0, 𝜇𝑘); 𝛽0 = −2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

; 𝛽𝑘 = −2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

𝜓(0, 𝜇𝑘);

𝛼̃𝑘 =
∞∑︁
𝑘=1

𝐹 *
𝑘

𝜇𝑘
𝑅

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ 𝐸*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+
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+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*
𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝜓(0, 𝜇𝑘);

𝛼̃0𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

{︃
𝛾4𝑛 cos(𝛾𝑛ℎ)𝑅𝐽0(𝜇𝑛)

[︃
𝐴*
𝑛𝑣

3
1𝐼1(𝛾𝑛𝑣1𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑛𝑛1𝑅2

+
𝑠𝑣32𝐼1(𝛾𝑛𝑣2𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑛𝑛2𝑅2

]︂
+

+
𝜇4
𝑛𝜀𝜔2

2𝑅4𝑛1

𝐽2
0 (𝜇𝑘)

[︂
1

𝑣1

(︂
𝐸*
𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑠

𝑣2

(︂
𝑁*
𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝐹 *
𝑛

}︂
;

𝛼̃𝑘𝑛 = −
∞∑︁
𝑛=1

{︂
𝐹 *
𝑛

𝜇𝑛
𝑅
𝜓(𝜇𝑘, 𝜇𝑛)

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
𝐸*
𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*
𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂}︂)︂
.

Вiдмiтимо, що коефiцiєнти системи залежать вiд величин, що визначають
структуру пружного потенцiалу та висоту пружного штампа 𝐻.

Використавши умову рiвноваги (8), встановимо зв’язок мiж осiданням та
рiвнодiючою навантаження 𝑃 у виглядi

𝑃 =
𝜋𝜀𝑅2𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1(𝑣2 + 𝑠𝑣1)

𝑣2𝑣1ℎ𝜃6
.

Розв’язавши нескiнченну систему (16), можна визначити невiдомi сталi 𝜒𝑘
(𝑘 = 0, 1, 2, . . .), що дозволить обчислити компоненти перемiщень та напружень
як у пружних пiвпросторах, так i у пружному штампi за формулами (9) та (11).

5. Висновок. Отже, в рамках лiнеаризованої теорiї пружностi у статтi
представлено аналiтичнi розв’язки контактної задачi про тиск двох попередньо
напружених пiвпросторiв на цилiндричний пружний штамп з початковими (за-
лишковими) напруженнями без врахування сил тертя. Цi розв’язки представ-
ленi у виглядi рядiв через нескiнченну систему констант 𝜒𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .), якi
визначаються iз системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (16) методом редукцiї.
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Babich S. Yu., Yaretska N. O., Lazar V. F., Shchekan N. P. Analytical
solutions of the static problem on the pressure of pre-tensioned half-spaces and an
elastic cylinder with initial stresses.

The article is devoted to the solution of the contact problem for a prestressed cylindrical
die and two elastic half-spaces with initial stresses in an analytical form without taking into
account frictional forces. We will assume that the surfaces outside the contact boundary
remain free from the influence of external forces, and at the contact boundary displacements
and stresses are continuous. The problem is solved in the case of unequal roots of the
defining equation. The study is presented in a general form for the theory of large initial
strains and two variants of the theory of small initial strains within the linearized theory of
elasticity with an arbitrary structure of the elastic potential. It is assumed that the initial
states of the elastic cylindrical die and the elastic bases (half-spaces) are homogeneous and
equal. The research is carried out in the coordinates of the initial deformed state, which
are related to the Lagrangian coordinates (of the natural state). In addition, the influence
of the cylindrical stamp causes small perturbations of the corresponding values of the basic
stress-strain state. It is also assumed that the elastic cylindrical die and the elastic half-
spaces are made of different isotropic, transversally isotropic or composite materials. In the
case of orthotropic bodies, we will assume that the elastically equivalent directions coincide
with the direction of the coordinate axes in the deformed state. General solutions of the
basic differential equations of the linearized theory of elasticity in the case of axisymmetric
deformation for a finite cylindrical region are given. As a result, the solutions of the
given problem are presented in the form of infinite series, the coefficients of which are
determined from an infinite system of algebraic equations. Note that the coefficients of the
system depend on the values that determine the structure of the elastic potential and the
height of the elastic stamp. The article also establishes the relationship between settlement
and the equivalent load. Therefore, with the help of the obtained solutions, it is possible
to study the influence of initial (residual) stresses in two elastic half-spaces and an elastic
cylindrical stamp on the distribution of contact stresses in the contact area.

Keywords: initial stresses, stress-strain state, linearized theory of elasticity, half-space,
cylindrical die.
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