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ДОСТАТНI УМОВИ IСНУВАННЯ ДОПУСТИМОГО
КЕРУВАННЯ ДЛЯ ЛIНIЙНИХ СТОХАСТИЧНИХ СИСТЕМ

ВИПАДКОВОЇ СТРУКТУРИ З МАРКОВСЬКИМИ
ПЕРЕМИКАННЯМИ I ПУАССОНОВИМИ ЗБУРЕННЯМИ

Встановлено достатнi умови iснування допустимого керування для лiнiйних стоха-
стичних систем випадкової структури з марковськими перемиканнями i пуассоновими
збуреннями.

Ключовi слова: система випадкової структури, допустиме керування, марковськi
перемикання, пуассоновi збурення, функцiонал якостi

1. Вступ. У роботi [1] встановлено, що для визначення розв’язку лiнiйно-
квадратичної задачi оптимального керування для стохастичної динамiчної си-
стеми випадкової структури з марковськими перемиканнями i пуассоновими
збуреннями, потрiбно знайти додатно визначений розв’язок матричних рiвнянь
Рiккатi. Необхiднi i достатнi умови розв’язностi цих рiвнянь сформулювати в
загальному випадку навряд чи видасться можливим. Тому ставиться задача
про побудову такого керування, яке б забезпечувало скiнченнiсть функцiонала
якостi (i стабiлiзацiю системи, якщо ми говоримо додатково про задачу стабi-
лiзацiї).

У випадку лiнiйних стохастичних систем випадкової структури без наявностi
марковських перемикань вказана задача розв’язана I. Я. Кацом [2].

У працi [3], користуючись методикою I. Я. Каца [2] дослiдження систем
випадкової структури i методикою Є. Ф. Царькова [4] врахування зовнiшнiх
марковських перемикань, встановлено достатнi умови iснування допустимого
керування для лiнiйних стохастичних динамiчних систем випадкової структури
iз зовнiшнiми марковськими перемиканнями.

У данiй роботi узагальнено результати [3] на випадок лiнiйних автономних
систем випадкової структури з марковськими перемиканями i пуассоновими
збуреннями.
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2. Постановка задачi. На ймовiрнiсному базисi (Ω,F, 𝐹,P) [5] розгляне-
мо автономну систему, яка задана стохастичним диференцiальним рiвнянням
(СДР)

𝑑𝑥 = [𝐴(𝜉(𝑡))𝑥+𝐵(𝜉(𝑡))𝑢]𝑑𝑡+ 𝜎(𝜉(𝑡))𝑥𝑑𝑤(𝑡) + 𝐶(𝜉(𝑡))𝑥𝑑𝑁(𝑡), 𝑡 ∈ R+∖𝐾, (1)

з марковськими перемиканнями

∆𝑥(𝑡)
⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑘

= 𝑔(𝑡𝑘−, 𝜉(𝑡𝑘−), 𝜂𝑘, 𝑥(𝑡𝑘−)), 𝑡𝑘 ∈ 𝐾 = {𝑡𝑛 ⇑}, (2)

для lim
𝑛→+∞

𝑡𝑛 = +∞ i початковими умовами

𝑥(0) = 𝑥0 ∈ R𝑚, 𝜉(0) = 𝑦 ∈ Y, 𝜂0 = ℎ ∈ H. (3)

Тут 𝜉(𝑡), 𝑡 ≥ 0, — марковський процес iз значеннями в метричному просторi
Y, умовна ймовiрнiсть якого допускає розклад

P{𝜉(𝑡+∆𝑡) ∈ [𝛽, 𝛽 +∆𝛽]|𝜉(𝑡) = 𝛼 ̸= 𝛽} = 𝑝(𝑡, 𝛼, 𝛽)∆𝛽∆𝑡+ 𝑜(∆𝑡),

P{𝜉(𝜏) = 𝛼, 𝑡 < 𝜏 < 𝑡+∆𝑡|𝜉(𝑡) = 𝛼} = 1− 𝑝(𝑡, 𝛼)∆𝑡+ 𝑜(∆𝑡), (4)

де P{·|·} — умовна ймовiрнiсть, 𝑝(𝑡, 𝛼, 𝛽) i 𝑝(𝑡, 𝛼) є заданими функцiями з вла-
стивостями, описаними нижче; {𝜂𝑘, 𝑘 ≥ 0} — ланцюг Маркова зi значеннями в
просторi H i матрицею перехiдних ймовiрностей P𝐻 ; 𝑥 : [0,+∞)×Ω → R𝑚; 𝑤(𝑡)
є одновимiрним стандартним вiнеровим процесом; 𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0, — процес Пуас-
сона з iнтенсивнiстю 𝜆; 𝐴,𝐵, 𝜎, 𝐶 — вiдомi матричнi функцiї, заданi на множинi
Y; процеси 𝑤,𝑁, 𝜉 та 𝜂 незалежнi [5], [6].

Процес 𝑥(𝑡), 𝑡 ≥ 0 є 𝑐�̀�𝑑𝑙�̀�𝑔 процесом; керування 𝑢(𝑡) := 𝑢(𝑡, 𝑥(𝑡)) : [0, 𝑇 ] ×
× R𝑚 → R𝑟 є 𝑟-вимiрною функцiєю з класу допустимих керувань 𝑈 [7].

Припустимо, що умови стрибка фазового вектора 𝑥 ∈ R𝑚 в момент 𝑡 = 𝑡*

змiни структури системи за рахунок переходу зi стану 𝜉(𝑡*−) = 𝛼 в 𝜉(𝑡*) = 𝛽 ̸= 𝛼
є лiнiйними i задаються у формi

𝑥(𝑡*) = 𝐾(𝛼, 𝛽)𝑥(𝑡*−) +
𝐽∑︁
𝑠=1

𝜉𝑠𝑄𝑠(𝛼, 𝛽)𝑥(𝑡
*−), (5)

де𝐾(𝛼, 𝛽) та 𝑄𝑠(𝛼, 𝛽) – заданi𝑚×𝑚-матрицi, 𝜉𝑠, 𝑠 = 1, 𝐽, – незалежнi випадковi
величини, для яких E𝜉𝑠 = 0, 𝐷𝜉𝑠 <∞.

Якiсть перехiдного процесу будемо оцiнювати квадратичним функцiоналом
якостi

I𝑢(𝑦, ℎ, 𝑥0) =

=
∞∑︁
𝑘=0

∞∫︁
𝑡𝑘

E{𝑥𝑇𝑀(𝑡)𝑥+ 𝑢𝑇𝐷(𝑡)𝑢/𝜉(0) = 𝑦, 𝜂0 = ℎ, 𝑥(0) = 𝑥0}𝑑𝑡, (6)

де 𝑀(𝑡) ≥ 0, 𝐷(𝑡) > 0 — симетричнi матрицi вiдповiдних розмiрностей.

Означення 1. Керування 𝑢 для системи (1)–(3) з умовою стрибка (5) на-
зивається допустимим, якщо воно забезпечує експоненцiальну стiйкiсть в
середньому квадратичному розв’язку системи i збiжнiсть ряду з iнтегралiв
(6) при будь-яких початкових даних (3).

Роздiл 1: Математика i статистика
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3. Основний результат. Обговоримо достатнi умови iснування допусти-
мого керування лiнiйної системи, коли 𝜉 є однорiдним суто розривним мар-
ковським процесом, умовна ймовiрнiсть переходу якого допускає розклад (4)
(перехiдна щiльнiсть 𝑝(𝑡, 𝛼, 𝛽) ≡ 𝑝(𝛼, 𝛽) не залежить вiд часу).

Вiдомо [1], що якщо коефiцiєнти 𝐴(𝑦), 𝐵(𝑦), 𝜎(𝑦), i 𝐶(𝑦) рiвняння (1) не-
перервнi в областi Y = [𝜁1, 𝜁2], 𝜁1, 𝜁2 ∈ R1, то оптимальна функцiя Ляпунова
𝑣0𝑘(𝛼, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝑥 визначається з рiвняння

𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝐴(𝛼) + 𝐴𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)−𝐵(𝛼)𝐷−1
𝑘 (𝑡)𝐵𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)+

+𝜎𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝜎(𝛼) + 𝜆𝐶𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝐶(𝛼)+

+

𝜁2∫︁
𝜁1

[︃
𝐾𝑇 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝐾(𝛼, 𝛽) +

𝑙∑︁
𝑠=0

𝑄𝑇
𝑠 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝑄𝑠(𝛼, 𝛽)−𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)

]︃
×

×𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽 +𝑀𝑘(𝑡) = 0, 𝑘 ≥ 0, (7)

причому оптимальне керування має вигляд 𝑢0𝑘(𝑡, 𝛼, 𝑥) = −𝐷−1
𝑘 (𝑡)𝐵𝑇 (𝛼)𝐺𝑘𝑥.

Припустимо, що структура системи (1)–(3) залишається незмiнною 𝜉(𝑡) =
= 𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2], стрибки фазового вектора вiдсутнi i марковських перемикань (2)
не вiдбувається. Рiвняння (1) перетворюється у диференцiальне рiвняння

𝑑𝑥 = [𝐴(𝛾)𝑥+𝐵(𝛾)𝑢]𝑑𝑡+ 𝜎(𝛾)𝑥𝑑𝑤(𝑡) + 𝐶(𝛾)𝑥𝑑𝑁(𝑡), 𝛾 = const, (8)

яка одержується з (1) «заморожуванням» структури.
Нехай для системи (8), (3) iснує допустиме лiнiйне керування. Тодi з (7)

одержуємо рiвняння

𝐺𝑘𝐴(𝛾) + 𝐴𝑇 (𝛾)𝐺𝑘 −𝐵(𝛾)𝐷−1
𝑘 (𝑡, 𝛾)𝐵𝑇 (𝛾)𝐺𝑘+

+𝜎𝑇 (𝛾)𝐺𝑘𝜎(𝛾) + 𝜆𝐶𝑇 (𝛾)𝐺𝑘𝐶(𝛾) +𝑀𝑘(𝑡, 𝛾) = 0, 𝑘 ≥ 0, (9)

яке має єдиний додатно визначений розв’язок 𝐺𝑘 > 0 при будь-яких 𝑀𝑘(𝑡, 𝛾) ≥
≥ 0, 𝐷𝑘(𝑡, 𝛾) > 0.

Рiвняння (9) вiдрiзняється вiд рiвняння (7) вiдсутнiстю iнтегрального до-
данка в силу незмiнностi структури системи.

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 1. Нехай для системи (1)–(3) з умовою стрибка (5) виконуються
наступнi припущення:

1) при будь-якому фiксованому 𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2] для системи (8), (3) iснує лiнiйне
допустиме керування;

2) матрицi 𝐴(𝛾), 𝐵(𝛾), 𝜎(𝛾), 𝐶(𝛾), 𝑑𝐴(𝛾)
𝑑𝛾

, 𝑑𝐵(𝛾)
𝑑𝛾

, 𝑑𝜎(𝛾)
𝑑𝛾

, 𝑑𝐶(𝛾)
𝑑𝛾

обмеженi за нор-

мою на множинi 𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2]:

‖𝐴(𝛾)‖ ≤ 𝑅, ‖𝐵(𝛾)‖ ≤ 𝑅, . . . , ‖𝑑𝐶(𝛾)
𝑑𝛾

‖ ≤ 𝑅, (10)

де ‖𝐴‖ = (𝑆𝑝𝐴𝐴𝑇 )
1
2 ;
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3) матрицi 𝐾(𝛼, 𝛽) та 𝑄𝑠(𝛼, 𝛽), якi визначають умову стрибка (5), задо-
вольняють нерiвностi

𝐾(𝛼, 𝛽) = 𝐸 + (𝛽 − 𝛼)�̃�, 𝑄𝑠(𝛼, 𝛽) =
√︀
𝛽 − 𝛼�̃�𝑠, (11)

де �̃�, �̃�𝑠 – вiдомi матрицi, якi не залежать вiд 𝛼 i 𝛽.
4) для щiльностi ймовiрностi переходу 𝑝(𝛼, 𝛽) в (4) виконується нерiвнiсть

𝑝(𝛼, 𝛽)|𝛽 − 𝛼| < 𝐿, 𝛼, 𝛽 ∈ [𝜁1, 𝜁2], 𝛼 ̸= 𝛽. (12)

Тодi можна вказати таку сталу 𝑄 > 0, що при виконаннi нерiвностi
𝐽𝐿 < 𝑄 для системи (1)-(3) з умовою стрибка (5) iснує допустиме керува-
ння 𝑢(𝑦, ℎ, 𝑥).

Доведення. Розглянемо СДР (8), одержане "заморожуванням"структури.
З першої умови теореми випливає, що рiвняння (9) має єдиний додатно визна-
чений розв’язок 𝐺𝑘(𝑡, 𝛾) > 0, i, вiдповiдно, для кожного фiксованого 𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2]
iснують оптимальне керування 𝑢𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) = −𝐷−1

𝑘 (𝛾)𝐵𝑇 (𝛾)𝐺𝑘(𝑡, 𝛾)𝑥 i оптималь-
на функцiя Ляпунова 𝑣0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇𝐺𝑘(𝑡, 𝛾)𝑥, якi забезпечують експоненцiйну
стiйкiсть в середньому квадратичному системи (8), (3) i мiнiмiзують функцiо-
нал (6), причому min 𝐼𝑢0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) = 𝑣0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) [1], [7].

Щоб визначити залежнiсть побудованої функцiї 𝑣𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) вiд 𝛾, продифе-
ренцiюємо (9) (поки що формально) за 𝛾. Позначаючи 𝑑𝐺𝑘(𝑡,𝛾)

𝑑𝛾
:= 𝐻𝑘(𝑡, 𝛾),

𝐴𝑘(𝑡, 𝛾) := 𝐴𝑘(𝛾)−𝐵(𝛾)𝐷−1
𝑘 (𝛾)𝐵𝑇 (𝛾)𝐺𝑘(𝑡, 𝛾), одержимо

𝐻𝑘(𝑡, 𝛾)𝐴𝑘(𝑡, 𝛾) + 𝐴𝑇𝑘 (𝑡, 𝛾)𝐻𝑘(𝑡, 𝛾)+

+𝜎𝑇 (𝛾)𝐻𝑘(𝑡, 𝛾)𝜎𝑘(𝛾) + 𝜆𝐶𝑇 (𝛾)𝐻𝑘(𝑡, 𝛾)𝐶(𝛾) = −𝑅𝑘(𝛾). (13)

Тут 𝑚×𝑚-матриця 𝑅(𝛾) означає сукупнiсть всiх членiв, якi не мiстять 𝐻𝑘(𝑡, 𝛾),
явний вигляд якої немає змiсту, оскiльки вiн в доведеннi не використовується.

Покажемо, що рiвняння (13) має єдиний розв’язок 𝐻𝑘(𝑡, 𝛾) для довiльної
матрицi 𝑅𝑘(𝛾). Дiйсно, система

𝑑𝑥 = 𝐴𝑘(𝑡, 𝛾)𝑥𝑑𝑡+ 𝜎(𝛾)𝑥𝑑𝑤(𝑡) + 𝐶(𝛾)𝑥𝑑𝑁(𝑡) (14)

експоненцiально стiйка в середньому квадратичному, оскiльки вона одержана
стабiлiзацiєю системи (8) за допомогою оптимального керування 𝑢0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥). Tо-
му на розв’язку 𝑥 цiєї системи iнтеграл

∞∫︁
0

E{𝑥𝑇𝑅𝑘𝑥/𝜉(0) = 𝛾, 𝜂0 = ℎ, 𝑥(0) = 𝑥0}𝑑𝑡 = 𝑣0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥0)

збiжний i є квадратичною формою, причому

(𝑙𝑣0𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥0) = −𝑥𝑇0𝑅𝑘𝑥0,

де (𝑙𝑣0𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥0) слабкий iнфiнiтезимальний оператор в силу системи (8) [1].
Позначаючи матрицю цiєї форми через 𝐻(𝛾), можна переконатися, що вона
задовольняє рiвняння (13). Якщо iснує iнший розв’язок �̃�(𝛾) ̸= 𝐻(𝛾), то для
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квадратичної форми 𝑣(𝛾, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇𝐻(𝛾)𝑥, де 𝐻(𝛾) = 𝐻(𝛾) − �̃�(𝛾), одержи-
мо, що (𝑙𝑣)(𝛾, ℎ, 𝑥) = 0. Звiдси випливає тотожнiсть E{𝑣(𝛾, ℎ, 𝑥)/𝛾, ℎ, 𝑥0} ≡
≡ E{𝑣0𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥)/𝛾, ℎ, 𝑥0} = 𝑥𝑇0𝐻(𝛾)𝑥0. В силу довiльностi 𝑥0 ∈ R𝑚, приходимо
до висновку, що 𝐻(𝛾) = 0.

Отже, рiвняння (13), як i равняння (9) має єдиний розв’язок при кожному
𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2]. Умови 1) i 2) теореми виконуються на замкнутому iнтервалi, а ма-
трицi 𝐺𝑘(𝑡, 𝛾), 𝐻(𝛾) = 𝑑𝐺𝑘(𝑡,𝛾)

𝑑𝛾
неперервно залежать вiд 𝛾, тому можна пiдiбрати

змiнну 𝜗 > 0 так, щоб виконувалися оцiнки

‖𝐺𝑘(𝑡, 𝛾)‖ ≤ 𝐽𝜗, ‖𝐻(𝛾)‖ ≤ 𝐽𝜗. (15)

Тепер для розмороженої системи (1)–(3) з умовою стрибка (5) вiзьмемо керу-
вання 𝑢0𝑘(𝑡, 𝑦, ℎ, 𝑥) = −𝐷−1

𝑘 (𝑡, 𝑦)𝐵𝑇 (𝑦)𝐺𝑘(𝑡, 𝑦)𝑥, 𝑦 ∈ [𝜁1, 𝜁2] i знайдемо умови, при
яких воно є допустимим для цiєї системи. Для цього скористаємося функцiєю
Ляпунова 𝑣0𝑘(𝑦, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇𝐺𝑘(𝑡, 𝑦)𝑥. За означенням слабкого iнфiнiтезимального
оператора в силу систем (1)–(3) i (8), (2), (3), одержимо [1]:

(𝑙𝑣0𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥)
⃒⃒
(1)

= (𝑙𝑣0𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥)
⃒⃒
(8)
+

+E{𝑣0𝑘(𝜉(𝑡), ℎ, 𝑥(𝑡))− 𝑣0𝑘(𝛼, ℎ, 𝑥)/𝜉(𝑡−) = 𝛼, 𝜉(𝑡) = 𝛽 ̸= 𝛼, ℎ, 𝑥(𝑡−) = 𝑥(𝑡) = 𝑥} =

= 𝑥𝑇
(︀
𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝐴(𝛼) + 𝐴𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)−𝐵(𝛼)𝐷−1

𝑘 (𝑡)𝐵𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)+

+𝜎𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝜎(𝛼) + 𝜆𝐶𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)𝐶(𝛼)+

+

𝜁2∫︁
𝜁1

[︃
𝐾𝑇 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝐾(𝛼, 𝛽) +

𝑙∑︁
𝑠=0

𝑄𝑇
𝑠 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝑄𝑠(𝛼, 𝛽)−𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)

]︃
×

×𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽 + 𝑀𝑘(𝑡))𝑥 = 0, 𝑘 ≥ 0, (16)

Оцiнимо квадратичну форму в (16). Маємо

𝑀𝑘(𝑡) +𝐵(𝛼)𝐷−1
𝑘 (𝑡)𝐵𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼) ≥ 𝑐(𝑡)𝐸,

де 𝑐(𝑡) дорiвнює мiнiмальному елементу матрицi 𝑀𝑘(𝑡) при 𝛼 ∈ [𝜁1, 𝜁2], 𝑡 ≥ 𝑡𝑘,
𝐸 — одинична 𝑚×𝑚-матриця.

Оцiнку iнтегрального доданка проведемо з урахуванням (10), (11), (12), (15):

𝜁2∫︁
𝜁1

[︃
𝐾𝑇 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝐾(𝛼, 𝛽)+

+
𝑙∑︁

𝑠=0

𝑄𝑇
𝑠 (𝛼, 𝛽)𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)𝑄𝑠(𝛼, 𝛽)−𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)

]︃
𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽 ≤

≤ 𝐽𝐿𝜗

𝜁2∫︁
𝜁1

[︃
𝐾𝑇 (𝛼, 𝛽)𝐾(𝛼, 𝛽) +

𝑙∑︁
𝑠=0

𝑄𝑇
𝑠 (𝛼, 𝛽)𝑄𝑠(𝛼, 𝛽)− 1

]︃
𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽 ≤

≤ 𝐽𝐿𝜗𝜌(𝜁2 − 𝜁1)𝐸, 𝜌 = const.
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Таким чином, матимемо

(𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) = −𝑥𝑇 [−𝑐+ 𝐽𝐿𝜗𝜌(𝜁2 − 𝜁1)]𝑥.

Вважаючи, що 𝑄 = 𝑐[2𝜗𝜌(𝜁2 − 𝜁1)]
−1, матимемо −𝑐 + 𝐿𝐽𝜗𝜌(𝜁2 − 𝜁1) ≤ − 𝑐

2
,

якщо 𝐽𝐿 < 𝑄. Отже, незбурений рух системи (1)–(3) з умовою стрибка (5), (11)
експоненцiально стiйкий в середньому квадратичному, оскiльки [8]

(𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) ≤ − 𝑐
2
𝑥2.

Теорема 1 доведена.

Зауваження 1. Нерiвнiсть 𝐽𝐿 < 𝑄 означає повiльну в середньому змiну
коефiцiєнтiв системи (1)–(3), оскiльки, наприклад, для матрицi 𝐴(𝜉(𝑡)) вiрною
є оцiнка

lim
Δ𝑡→0+

1

∆𝑡
E {𝐴(𝜉(𝑡+∆𝑡))− 𝐴(𝜉(𝑡))|𝜉(𝑡) = 𝛼} =

= lim
Δ𝑡→0+

1

∆𝑡
E

{︂
𝑑𝐴(𝛾)

𝑑𝛾
· |𝜉(𝑡+∆𝑡)− 𝛼|

}︂
=

= ‖𝑑𝐴(𝛾)
𝑑𝛾

‖ ·
𝜁2∫︁
𝜁1

|𝛽 − 𝛼|𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽 ≤ 𝐽𝐿 < 𝑄.

В умовах теореми 1 мiститься вимога про iснування керування, яке стабiлi-
зує систему (8), (2), (3) при кожному фiксованому значеннi 𝜉(𝑡) = 𝛾 ∈ [𝜁1, 𝜁2].
Але природно, що систему можна стабiлiзувати навiть у тому випадку, коли на
деякiй множинi фiксованих значень 𝜉(𝑡) = 𝛾 ∈ 𝑍 система (8), (2), (3) не може
бути стабiлiзована. Цього можна очiкувати. Якщо ймовiрнiсть довгого пере-
бування системи в таких структурних станах як i величина стрибкiв фазового
вектора 𝑥 досить мала. Для аналiзу систем iз наявнiстю перемикаючих процесiв
викоритовується ергодична теорiя процесу перемикань 𝜉(𝑡), 𝑡 ≥ 0

Знайдемо кiлькiснi оцiнки для параметрiв процесу 𝜉, при яких в системi
зможе реалiзуватися вказана ситуацiя. При цьому для спрощення викладок бу-
демо вважати, що фазовi траєкторiї при змiнi структури системи залишаються
неперервними, тобто будемо вважати, що в (5) 𝐾(𝛼, 𝛽) = 𝐸, 𝑄(𝛼, 𝛽) = 0. Нехай
стабiлiзуюче лiнiйне керування для системи (8), (2), (3) iснує лише для кожного
𝛾 iз замкнутої множини 𝑍 ⊂ Y = [𝜁1, 𝜁2]. Позначимо через 𝑍 доповнення до 𝑍,
тобто 𝑍 = Y∖𝑍 i введемо в розгляд величини

𝑞(𝛼,𝑍) =

∫︁
𝑍

|𝛼− 𝛽|𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽, 𝛼 ∈ 𝑍,

𝑝𝑘1(𝛼,𝑍) = lim
Δ𝑡→0+

P{𝜉(𝑡+∆𝑡) ∈ 𝑍/𝜉(𝑡) = 𝛼 ∈ 𝑍},

𝑝𝑘2(𝛼,𝑍) = lim
Δ𝑡→0+

P{𝜉(𝑡+∆𝑡) ∈ 𝑍/𝜉(𝑡) = 𝛼 ∈ 𝑍}. (17)

Тут 𝑞(𝛼,𝑍) — середня швидкiсть змiни процесу 𝜉 на множинi 𝑍, величина
𝑝𝑘1(𝛼,𝑍)∆𝑡 характеризує ймовiрнiсть переходу системи (1)–(3) за час ∆𝑡 iз ста-
бiлiзованого стану 𝛼 ∈ 𝑍 в множину 𝑍 нестабiлiзовних станiв, а 𝑝𝑘2(𝛼,𝑍)∆𝑡 —
ймовiрнiсть зворотного переходу.

Роздiл 1: Математика i статистика



ДОСТАТНI УМОВИ IСНУВАННЯ ДОПУСТИМОГО КЕРУВАННЯ. . . 75

Теорема 2. Нехай для системи (1)–(3) виконуються умови:
1) при будь-якому фiксованому 𝛾 ∈ 𝑍 для системи (8), (2), (3) iснує допусти-

ме лiнiйне керування;
2) фазовi траєкторiї 𝑥 системи (1)–(3) неперервнi при 𝑡 ≥ 0;
3) параметри системи (8), (2), (3) задовольняють оцiнки (10).
Тодi можна вказати константи 𝜇 > 0, 𝛿1 > 0 i 𝛿2 > 0, що при виконаннi

нерiвностей
𝑞(𝛼,𝑍) < 𝜇, 𝛼 ∈ 𝑍,

𝑝𝑘1(𝛼,𝑍) < 𝛿1, 𝛼 ∈ 𝑍,

𝑝𝑘2(𝛼,𝑍) > 𝛿2, 𝛼 ∈ 𝑍, (18)

для системи (1)–(3) iснує допустиме керування.

Доведення. Для довiльного 𝛾 ∈ 𝑍 побудуємо функцiю Ляпунова у виглядi
𝑣𝑘(𝛾, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇𝐺𝑘(𝑡, 𝛾)𝑥 та керування 𝑢0𝑘(𝑡, 𝛾, ℎ, 𝑥) = −𝐷−1

𝑘 (𝑡, 𝛾)𝐵𝑇 (𝛾)𝐺𝑘(𝑡, 𝛾)𝑥,
яке стабiлзує систему (8), (2), (3) i мiнiмiзує функцiонал (6). Матриця 𝐺𝑘(𝑡, 𝛾) >
> 0 задовольняє рiвняння (9).

Вiзьмемо жеяке число 𝜅 > 0 i побудуємо додано визначену за змiнною 𝑥
функцiю

𝑣𝑘(𝑦, ℎ, 𝑥) =

{︂
𝑥𝑇𝐺𝑘(𝑡, 𝑦)𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍,
(𝜅+ 𝑐2)𝑥

2, 𝑦 ∈ 𝑍,
(19)

де позначено 𝑐1 = min ‖𝐺𝑘(𝑡, 𝑦)‖, 𝑐2 = max ‖𝐺𝑘(𝑡, 𝑦)‖ при 𝑦 ∈ 𝑍.
Керування 𝑢𝑘(𝑦, ℎ, 𝑥) для системи (1)–(3) визначимо рiвнiстю

𝑢𝑘(𝑡, 𝑦, ℎ, 𝑥) =

{︂
𝑢0𝑘(𝑡, 𝑦, ℎ, 𝑥), 𝑦 ∈ 𝑍,

0, 𝑦 ∈ 𝑍.
(20)

Умова 𝑢𝑘(𝑡, 𝑦, ℎ, 𝑥) = 0 при 𝑦 ∈ 𝑍 означає, що в нестабiлiзовних станах керу-
вання системою припиняється (нуль покладається для спрощення доведення).
Наприклад, в одновимiрному випадку нестабiлiзовнiсть (некеровнiсть) означає,
що 𝐵(𝑦) = 0 при 𝑦 ∈ 𝑍 i тодi вибiр будь-якого iншого керування не змiнює
поведiнку системи.

Покажемо, що керування 𝑢𝑘(𝑡, 𝑦, ℎ, 𝑥) є допустимим при вiдповiдному виборi
сталих 𝜇, 𝛿1, 𝛿2 в умовах (18).

Оцiнимо величину (𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) в силу системи (1)–(3) пiд дiєю керування
(20). Враховуючи (9), (10), а також умову (15), яка виконується тепер тiльки
при 𝛾 ∈ 𝑍, одержимо в точцi 𝑥(𝑡) ∈ R𝑚, 𝑦 = 𝛼 ∈ 𝑍 наступну оцiнку

(𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇

[︃
−𝑀𝑘(𝑡, 𝛼)−𝐵(𝛼)𝐷−1

𝑘 (𝑡, 𝛼)𝐵𝑇 (𝛼)𝐺𝑘(𝑡, 𝛼)+

+

∫︁
𝑍

(𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)−𝐺𝑘(𝑡, 𝛼))𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽+

+

∫︁
𝑍

((𝜅+ 𝑐2)𝐸 −𝐺𝑘(𝑡, 𝛼))𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽

⎤⎦𝑥 ≤
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≤ 𝑥𝑇 [−𝑐+ 𝐽𝜗𝑞(𝛼,𝑍) + (𝑐2 − 𝑐1 + 𝜅)𝑝𝑘1(𝛼,𝑍)]𝑥. (21)

Аналогiчно, при 𝑦 = 𝛼 ∈ 𝑍, одержимо оцiнку

(𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) = 𝑥𝑇

[︃
2(𝜅+ 𝑐2)𝐴𝑘(𝛼)+

+𝜎𝑇 (𝛼)𝜎(𝛼) + 𝜆𝐶𝑇 (𝛼)𝐶(𝛼)+

+

∫︁
𝑍

(𝐺𝑘(𝑡, 𝛽)− (𝜅+ 𝑐2)𝐸)𝑝𝑘(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽

⎤⎦𝑥 ≤

≤ 𝑥𝑇 [2𝐽(𝜅+ 𝑐2) + 𝐽2 − 𝜅𝑝𝑘2(𝛼,𝑍)]𝑥. (22)

З (21) i (22) випливає, що вiд’ємна визначенiсть (𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) може бути за-
безпечена досить малим значенням величин 𝑞(𝛼,𝑍) i 𝑝𝑘1(𝛼,𝑍), а також досить
великим значенням 𝑝𝑘2(𝛼,𝑍).

Зокрема, у (18) можна вказати такi малi значення 𝜇 > 0 i 𝛿1 > 0, щоб
𝐽𝜗𝜇 + (𝑐2 − 𝑐1 + 𝜅)𝛿1 <

𝑐
2
, а 𝛿2 = (2𝐽(𝜅 + 𝑐2) + 𝐽2 + 𝑐

2
)𝜅−1. Тодi для довiльних

𝑥(𝑡) ∈ R𝑚, 𝛼 ∈ Y вiрною є оцiнка

(𝑙𝑣𝑘)(𝑦, ℎ, 𝑥) ≤ − 𝑐
2
𝑥2.

що i доводить теорему 2.

Зауваження 2. В доведеннi теореми 2 фiгурує вiльний параметр 𝜅, яким
можна манiпулювати так, щоб оптимiзувати в деякому розумiннi перехiднi
ймовiрностi 𝑝𝑘1(𝛼,𝑍) i 𝑝𝑘2(𝛼,𝑍).

Зауваження 3. Теорема 2 доведена в припущеннi про неперервнiсть фа-
зової траєкторiї 𝑥. При деякому ускладненнi викладок можна довести, що
аналогiчний результат має мiсце i при наявностi стрибкiв фазового вектора,
якi визначаються умовами (5), якщо тiльки цi стрибки досить малi [2].

Зауваження 4. Слiд вiдмiтити, що керування (20), яке стабiлiзує систе-
му (1)–(3) буде лiнiйним за змiнною 𝑥 при кожному фiксованому 𝜉(𝑡) ∈ [𝜁1, 𝜁2].

4. Висновки. У роботi розглянуто стабiлiзацiю лiнiйних стохастичних ди-
ференцiальних систем випадкової структури з марковськими переключеннями.
Для лiнiйних систем розглянуто достатнi умови стабiлiзацiї на основi квадра-
тичного функцiлу якостi.

Для розглянутих систем, умови експоенецiальностi стiйкостi та умови керов-
ностi розглянуто на основi щiльностi 𝑝(𝛼, 𝛽) процесу переключень 𝜉(𝑡). Такий
пiдхiд дозволяє дещо спростити умови, накладенi на щiльнiсть процесу пере-
ключень, наприклад умову строгої ергодичностi.
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