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ПОБУДОВА АСИМПТОТИКИ РОЗВ’ЯЗКУ СИСТЕМИ СЗДР
4-ГО ПОРЯДКУ З ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОЮ ТОЧКОЮ ЗВОРОТУ

МЕТОДОМ IСТОТНО ОСОБЛИВИХ ФУНКЦIЙ

Встановлено конструктивнi умови iснування асимптотики розв’язку системи син-
гулярно збурених диференцiальних рiвнянь четвертого порядку з диференцiальною
точкою звороту та запропоновано алгоритм побудови вiдповiдного розв’язку. Мето-
дом iстотно особливих функцiй побудовано асимптотика розв’язку системи сингуляр-
но збурених диференцiальних рiвнянь четвертого порядку з диференцiальною точкою
звороту. Дослiджено випадок, коли спектр граничного оператора мiстить кратнi еле-
менти та елементи тотожно рiвнi нулевi.

Ключовi слова: сингулярно збуренi диференцiальнi рiвняння, малий параметр, ди-
ференцiальна точка звороту, функцiя Ейрi.

1. Вступ. Стрiмкий розвиток природознавства вимагає постiйного вдоскона-
лення пiдходiв до моделювання реальних фiзичних процесiв та явищ. Багато
задач астрономiї, квантової механiки описуються системами диференцiальних
рiвнянь спецiального класу, якi можна вiднести до групи так званих сингуляр-
но збурених диференцiальних рiвнянь. Найвiдомiшими задачами такого роду
є дослiдження еволюцiї квантової системи в часi, що описується основним рiв-
нянням руху нерелятивiстської квантової механiки — рiвнянням Шредiнгера,
задач механiки суцiльного середовища, задач гiдродинамiчної стiйкостi, задач
з класичним осцилятором тощо.

Математичнi моделi цих процесiв мiстять малий параметр бiля старших по-
хiдних i саме наявнiсть цього малого множника привело до створення великої
теорiї [1]. Пiдхiд, за якого формально покласти малий параметр рiвним нулю
є неприйнятним, оскiльки таке спрощення математичної моделi призведе до
дослiдження математичної конструкцiї, яка абсолютно не характеризує тонкi
властивостi початкової системи. Вiдтак виникає необхiднiсть розвитку методiв
побудови розв’язкiв таких систем, якi досить повно враховують особливостi по-
ведiнки реальної еволюцiйної системи математичний опис якої мiстить малий
параметр. Слiд зауважити, що для таких систем часто характерними є хвильо-
вi явища, де одночасно в певнiй точцi вiдбувається дiя налiтаючої та вiдбитої
хвилi — такi точки називають точками звороту. Власне, дослiдженння пове-
дiнки розв’язкiв диференцiальних рiвнянь в околi точок звороту викликають

Роздiл 1: Математика i статистика
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окремий iнтерес. Дослiдженню такого виду задач присвячений широкий спектр
наукових праць [1–7].

Вiдомо, що починаючи з диференцiальних рiвнянь другого порядку iз змiн-
ними коефiцiєнтами, їх iнтегрування в квадратурах, майже неможливе. Тому
в бiльшостi iснуючих асимптотичних методах було застосовано наступну iдею:
розв’язок сингулярно збуреного рiвняння, яке дослiджується виразити через
розв’язок простiших диференцiальних рiвнянь, якi називаються модельними
диференцiальними рiвняннями. При дослiдженнi рiвнянь з простою точкою зво-
роту одним з найбiльш вдалих модельних рiвнянь є рiвняння виду

𝑈 ′′(𝑡)± 𝑡𝑈(𝑡) = 0,

якi називають рiвняннями Ейрi, а їх розв’язки — функцiями Ейрi.
Функцiї Ейрi застосовуються в багатьох роздiлах як класичної, так i кван-

тової фiзики. Це пов’язано з тим, що для рiвнянь з точками звороту асимпто-
тичнi розв’язки є експоненцiальними з одного боку та коливальними з iншого.
Функцiї Ейрi є рiвномiрними наближеннями, область дiї яких включає точку
звороту та її околi. У класичнiй фiзицi вони займають важливе мiсце в оптицi,
електромагнетизмi, передачi випромiнювання, механiцi рiдини та нелiнiйному
поширеннi хвиль. У гiдродинамiцi функцiї Ейрi широко застосовуються при до-
слiдженнi стiйкостi двовимiрної в’язкої рiдини для якої течiя регулюється рiв-
нянням Орра–Зоммерфельда (диференцiальне рiвняння четвертого порядку).
Побудова асимптотичних наближень, якi є рiвномiрно дiйсними розв’язками
цього рiвняння в околi точок звороту, призводить (пiсля вибору розв’язних рiв-
нянь з подiбними асимптотичними властивостями) до функцiй Ейрi. Також їх
застосування має мiсце при вивченнi стiйкостi потоку Куетта нев’язкої рiдини.
Зауважимо, що значний iнтерес викликають задачi про гiдродинамiчну стiй-
кiсть паралельних течiй у теорiї продовжно-поперечного згину пружної балки
та iнших схожих прикладних задач. Так, лiнiйна задача про стiйкiсть паралель-
ної течiї приводить до дослiдження рiвняння

𝑑4𝜓

𝑑𝑥4
− 2𝛼2𝑑

2𝜓

𝑑𝑥2
+ 𝛼4𝜓(𝑥)− 𝑖𝛼𝑅

[︃
(𝜔(𝑥)− 𝑐)

(︃
𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
− 𝛼2𝜓(𝑥)

)︃
− 𝑑2𝜔

𝑑𝑥2

]︃
= 0, (1)

яке називають рiвнянням Орра-Зоммерфельда [див. [1]].

Означення 1. Точка 𝑥0 в якiй множник 𝜔(𝑥)− 𝑐 обертається в нуль на-
зивається точкою звороту для рiвняння (1).

Теорiя та практика вимагають вивчення розв’язку рiвняння (1) в околi точки
звороту, включаючи i саму точку звороту. Виходячи з фiзичних мiркувань мно-
жник 𝛼𝑅, де 𝑅 — число Рейнольдса, є досить великим. Тому ввiвши в розгляд
малий параметр це рiвняння можна звести до сингулярно збуреного диферен-
цiального рiвняння з точкою звороту бiля другої похiдної, тобто до рiвняння
вигляду

𝜀2𝑦(4)(𝑥, 𝜀) + 𝑎(𝑥)𝑦(2)(𝑥, 𝜀) + 𝑏(𝑥)𝑦′(𝑥, 𝜀) + 𝑐(𝑥)𝑦(𝑥, 𝜀) = ℎ(𝑥). (2)

Розглянемо узагальнену методику побудови рiвномiрної асимптотики для
сингулярно збурених рiвнянь певного класу.
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2. Постановка задачi. Розглянемо систему сингулярно збурених дифе-
ренцiальних рiвнянь (ССЗДР):

𝜀𝑌 ′(𝑥, 𝜀)− 𝐴(𝑥, 𝜀)𝑌 (𝑥, 𝜀) = 𝐻(𝑥), (3)

при 𝜀 → 0, 𝑥 ∈ [−𝑙, 0], 𝑌 (𝑥, 𝜀) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑦1(𝑥, 𝜀), 𝑦2(𝑥, 𝜀), 𝑦3(𝑥, 𝜀), 𝑦4(𝑥, 𝜀)) — шу-
кана вектор-функцiя, 𝐻(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(0, 0, 0, ℎ(𝑥)) — задана вектор-функцiя,

𝐴(𝑥, 𝜀) = 𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1 =

⎛⎜⎜⎝
0 𝜀 0 0
0 0 𝜀 0
0 0 0 1

−𝑐(𝑥) −𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) 0

⎞⎟⎟⎠ ,

вiдома матриця, елементи якої 𝑎(𝑥) = 𝑥𝑎̃(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑐(𝑥) — нескiнченно диферен-
цiйовнi функцiї на вiдрiзку [0; 𝑙].

Систему рiвнянь (3), яка вiдповiдає скалярному рiвнянню (2), будемо дослi-
джувати за умови, що

𝑎̃(𝑥) > 0, 𝑏(𝑥) < 0, 𝑐(𝑥) > 0. (4)

У векторному рiвняннi (3) покладемо 𝜀 = 0, тодi одержимо вироджену си-
стему

−𝐴(𝑥, 0)𝑌 (𝑥, 0) = 𝐻(𝑥), (5)

де матриця 𝐴(𝑥, 0) прийме вигляд

𝐴(𝑥, 0) =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

−𝑐(𝑥) −𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) 0

⎞⎟⎟⎠ .

Вироджене рiвняння у скалярному виглядi запишеться так

−𝑥𝑎̃(𝑥)𝜔′′(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜔′(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝜔(𝑥) = ℎ(𝑥). (6)

Зауважимо, що умови (4) забезпечать iснування достатньо гладкого роз-
в’язку (5). Вiдтак характеристичне рiвняння для задачi (3) запишемо у виглядi

|𝐴(𝑥, 0)− 𝜆𝐸| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ −𝜆 0 0 0

0 −𝜆 0 0
0 0 −𝜆 1

−𝑐(𝑥) −𝑏(𝑥) −𝑎(𝑥) −𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝜆2(𝜆2 + 𝑎(𝑥)) = 0.

Тодi коренями характеристичного рiвняння є

𝜆1,2 = 0, 𝜆3,4 = ±𝑖
√︀
𝑥𝑎̃(𝑥).

Означення 2. Точка 𝑥0, в якiй множник 𝑥𝑎̃(𝑥) в диференцiальному рiв-
няннi (6) обертається в нуль називається диференцiальною точкою звороту
для рiвнння (6).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Також слiд зазначити, що в данiй задачi точка звороту знаходиться бiля
старшої (другої) похiдної. Тому, використовуючи цю особливiсть будемо її вiд-
рязняти вiд тiєї, що вивчались в роботах [8]

−𝑥𝑎̃(𝑥)𝜔′(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜔(𝑥) = ℎ(𝑥),

для рiвнянь третього порядку.

Означення 3. Точка 𝑥0, в якiй множник 𝑥𝑎̃(𝑥) в диференцiальному рiвнян-
нi 2-го порядку (6) обертається в нуль називається диференцiальною точкою
звороту II роду.

Слiд зазначити, що коли маємо справу з виродженими диференцiальними
рiвняннями 1-го порядку, для яких множник перед першою похiдною перетво-
рюється в нуль, то точки звороту для таких рiвнянь називають точками звороту
1-го роду. Наприклад, це характерно для задач коли замiсть рiвняння (2) ви-
вчаємо рiвняння третього порядку.

3. Регуляризацiя системи сингулярно збурених рiвнянь. Особли-
ва точка 𝜀 = 0 в заданiй системi породжує певнi особливостi, якi будемо на-
зивати iстотно особливi функцiї (IОФ). З метою видiлення всiх IОФ введемо
регуляризуючу змiнну 𝑡 = 𝜀−𝑝 · 𝜙(𝑥), де показник 𝑝 i регуляризуюча функцiя
𝜙(𝑥) пiдлягають визначенню. Згiдно з методом регуляризацiї iстотно особливих
функцiй [1], задачу будемо вивчати за умови

𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀)|𝑡=𝜀1−𝑝·𝜙(𝑥) ≡ 𝑦(𝑥, 𝜀).

Пiдставимо розширену функцiю i її похiдну у векторне рiвняння

𝐿̃𝜀𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀) ≡ 𝜀1−𝑝𝜙′𝜕𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑡
+ 𝜀

𝜕𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑥
− 𝐴(𝑥, 𝜀)𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀) = ℎ(𝑥). (7)

4. Простiр безрезонансних розв’язкiв. Опишемо простiр функцiй, в
якому можна буде побудувати рiвномiрний асимптотичний розв’язок розшире-
ної задачi (3). Розглянемо пiдпростори функцiй

𝑅1𝑟 = 𝛼1𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽1𝑟(𝑥)𝑈
′
𝑘(𝑡)),

𝑅2𝑟 = 𝛼2𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽2𝑟(𝑥)𝑈
′
𝑘(𝑡)),

𝑅3𝑟 = 𝑓𝑟(𝑥)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔𝑟(𝑥)𝜓
′(𝑡)),

𝑅4𝑟 = 𝜔𝑟(𝑥),

де 𝛼𝑘𝑟(𝑥), 𝛽𝑘𝑟(𝑥), 𝑓𝑟(𝑥), 𝑔𝑟(𝑥), 𝜔𝑟𝑥 ∈ 𝐶∞[0, 𝑙], 𝑘 = 1, 2. З цих пiдпросторiв одержи-
мо новий простiр як пряму суму

𝑅𝑟 =
4⨁︁

𝑘=1

𝑅𝑘𝑟.

Зазначимо, що (𝛼𝑗(𝑥, 𝜀)𝑈𝑘(𝑡)) i (𝜀𝛾𝛽𝑗(𝑥, 𝜀)𝑈 ′
𝑘(𝑡)) є розв’язками однорiдного

векторного рiвняння (7). При цьому, аналiтичнi функцiї 𝛼(𝑥, 𝜀) i 𝛽(𝑥, 𝜀) за-
лежать вiд малого параметра 𝜀 > 0 i нескiнченно диференцiйовнi по змiннiй

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)
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𝑥 ∈ [0; 𝑙]. Функцiї 𝑈𝑘(𝑡) — це функцiї Ейрi-Дороднiцина [1]. Функцiя 𝜓(𝑡), ї ї
похiдна та функцiя 𝜔(𝑥, 𝜀) використовуються для побудови асимптотики ча-
стинного розв’язку (3).

IОФ 𝜓(𝑡) є розв’язком неоднорiдного рiвняння

𝑈 ′′(𝑡) + 𝑡𝑈(𝑡) = 1,

тобто

𝜓(𝑡) =

+∞∫︁
𝑡

[𝑈2(𝑡) · 𝑈1(𝜏)− 𝑈1(𝑡) · 𝑈2(𝜏)]𝑑𝜏.

5. Розширення системи сингулярно збурених диференцiальних рiв-
нянь. Зазначимо, що в [1] описано метод регуляризацiї iстотно особливих фун-
кцiй для побудови асимптотичного розв’язку рiвняння Лiувiлля з рiзними то-
чками звороту. Даний пiдхiд можна модифiкувати для побудови асимптотичних
розв’язкiв для рiвнянь четвертого порядку типу (2). Вiдтак, така модифiкацiя
методу iстотно особливих функцiй для визначення регуляризуючої функцiї до-
зволяє визначити показник 𝑝 i функцiю 𝜙(𝑥). Для цього подiємо розширеним
оператором 𝐿̃𝜀 на елементи простору 𝑅1𝑟 та 𝑅2𝑟 i пiдставимо результат в одно-
рiдне розширене рiвняння:

𝐿̃𝜀 (𝛼𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀𝛾𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈
′
𝑘(𝑡)) = 𝜀1−𝑝𝛼𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙

′(𝑥)𝑈 ′
𝑘(𝑡)−

−𝜀1+𝛾−2𝑝𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥)𝜙(𝑥)𝑈𝑘(𝑡)− 𝐴(𝑥, 𝜀)𝛼𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈𝑘(𝑡)−

−𝜀𝛾𝐴(𝑥, 𝜀)𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈 ′
𝑘(𝑡) + 𝜀𝛼′

𝑘(𝑥)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀1+𝛾𝛽′
𝑘(𝑥)𝑈

′
𝑘(𝑡) = 0.

Прирiвняємо коефiцiєнти при IОФ 𝑈𝑘(𝑡) в отриманiй системi (𝑘 = 1, 2):

𝑈 ′
𝑘(𝑡) : 𝜀

1−𝑝𝛼𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥)− 𝜀𝛾[𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1]𝛽𝑘(𝑥, 𝜀) = −𝜀1+𝛾𝛽′

𝑘(𝑥, 𝜀), (8)

𝑈𝑘(𝑡) : 𝜀
1+𝛾−2𝑝𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙

′(𝑥)− [𝐴0(𝑥) + 𝜀𝐴1]𝛼𝑘(𝑥, 𝜀) = −𝜀𝛼′
𝑘(𝑥, 𝜀). (9)

Будемо вимагати, щоб отриманi алгебраїчнi системи (8) i (9) були регулярно
збуреними вiдносно малого параметра 𝜀 > 0. Для цього, на невизначенi до цього
𝑝 i 𝛾 накладемо умови:

1− 𝑝 = 𝛾, 1 + 𝛾 − 2𝑝 = 0.

З цих рiвнянь однозначно визначимо:

𝑝 =
2

3
, 𝛾 =

1

3
.

В результатi отримаємо систему:

𝑈 ′
𝑘(𝑡) : 𝛼𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙

′(𝑥)− 𝐴0(𝑥)𝛽𝑘(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝛽′
𝑘(𝑥, 𝜀) + 𝜇3𝐴1𝛽𝑘(𝑥, 𝜀), (10)

𝑈𝑘(𝑡) : 𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥) + 𝐴0(𝑥)𝛼𝑘(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝛼′

𝑘(𝑥, 𝜀)− 𝜇3𝐴1𝛼𝑘(𝑥, 𝜀), (11)

де 𝜇 = 𝜀
1
3 .
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Векторнi рiвняння (10) i (11) запишемо у виглядi такої системи алгебраїчних
рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼𝑘1(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥) = 𝜇3[𝛽𝑘2(𝑥, 𝜀)− 𝛽′

𝑘1(𝑥, 𝜀)],

𝛼𝑘2(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥) = 𝜇3[𝛽𝑘3(𝑥, 𝜀)− 𝛽′

𝑘2(𝑥, 𝜀)],

𝛼𝑘3(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥)− 𝛽𝑘4(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝛽′

𝑘3(𝑥, 𝜀),

𝛼𝑘4(𝑥, 𝜀)𝜙
′(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝛽𝑘1(𝑥, 𝜀) + 𝑏(𝑥)𝛽𝑘2(𝑥, 𝜀)+

+𝑎(𝑥)𝛽𝑘3(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝛽′
𝑘4(𝑥, 𝜀),

𝛽𝑘1(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥) = 𝜇3[𝛼′

𝑘1(𝑥, 𝜀)− 𝛼𝑘2(𝑥, 𝜀)],

𝛽𝑘2(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥) = 𝜇3[𝛼′

𝑘2(𝑥, 𝜀)− 𝛼𝑘3(𝑥, 𝜀)],

𝛽𝑘3(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥) + 𝛼𝑘4(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝛼′

𝑘3(𝑥, 𝜀),

𝛽𝑘4(𝑥, 𝜀)𝜙(𝑥)𝜙
′(𝑥)− 𝑐(𝑥)𝛼𝑘1(𝑥, 𝜀)− 𝑏(𝑥)𝛼𝑘2(𝑥, 𝜀)−

−𝑎(𝑥)𝛼𝑘3(𝑥, 𝜀) = 𝜇3𝛼′
𝑘4(𝑥, 𝜀).

(12)

Вiдтак, ми отримали регулярно збурену вiдносно малого параметра 𝜀 > 0
систему алгебраїчних рiвнянь (12), що власне iлюструє проведену нами регуля-
ризацiю системи (3).

6. Побудова формальних розв’язкiв однорiдної системи. Для побу-
дови розв’язку однорiдної (3) з однозначно визначеними показниками 𝑝 = 2

3
i

𝛾 = 1
3
знайдемо всi невiдомi системи (12) у виглядi таких рядiв вектор-функцiй:

𝛼𝑘(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝛼𝑘𝑟(𝑥), 𝛽𝑘(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝛽𝑘𝑟(𝑥). (13)

Виконаємо пiдстановку цих рядiв у (12), тодi для визначення вектор-функцiй

𝛼𝑘𝑟 = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑘1𝑟(𝑥), 𝛼𝑘2𝑟(𝑥), 𝛼𝑘3𝑟(𝑥), 𝛼𝑘4𝑟(𝑥)),

𝛽𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛽𝑘1𝑟(𝑥), 𝛽𝑘2𝑟(𝑥), 𝛽𝑘3𝑟(𝑥), 𝛽𝑘4𝑟(𝑥)),

одержимо такi рекурентнi системи:

Φ(𝑥)𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 0, 𝑟 = 0; 2, Φ(𝑥)𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝐹𝑍𝑘(𝑟−3)(𝑥), 𝑟 ≥ 3, (14)

де

𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑘1𝑟(𝑥), 𝛼𝑘2𝑟(𝑥), 𝛼𝑘3𝑟(𝑥), 𝛼𝑘4𝑟(𝑥), 𝛽𝑘1𝑟(𝑥), 𝛽𝑘2𝑟(𝑥), 𝛽𝑘3𝑟(𝑥), 𝛽𝑘4𝑟(𝑥)),

а Φ(𝑥) =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜙′(𝑥) 0 0 0 0 0 0 0
0 𝜙′(𝑥) 0 0 0 0 0 0
0 0 𝜙′(𝑥) 0 0 0 0 −1
0 0 0 𝜙′(𝑥) 𝑐(𝑥) 𝑏(𝑥) 𝑥𝑎̃(𝑥) 0
0 0 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥) 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥) 0 0
0 0 0 1 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥) 0

−𝑐(𝑥) −𝑏(𝑥) −𝑥𝑎̃(𝑥) 0 0 0 0 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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𝐹𝑍𝑘(𝑟−3) =

= 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︂
(𝛽𝑘2(𝑟−3)(𝑥)− 𝛽′

𝑘1(𝑟−3)(𝑥)), (𝛽𝑘3(𝑟−3)(𝑥)− 𝛽′
𝑘2(𝑟−3)(𝑥)),

(𝛼𝑘2(𝑟−3)(𝑥)− 𝛼′
𝑘1(𝑟−3)(𝑥)), (𝛼𝑘3(𝑟−3)(𝑥)− 𝛼′

𝑘2(𝑟−3)(𝑥)),

−𝛽′
𝑘3(𝑟−3)(𝑥), −𝛽′

𝑘4(𝑟−3)(𝑥)

−𝛼′
𝑘3(𝑟−3)(𝑥), −𝛼′

𝑘4(𝑟−3)(𝑥)

)︂
.

Обчислимо визначник цiєї системи:

detΦ(𝑥) = 𝜙′2[𝜙(𝑥)𝜙′
2(𝑥)]

2 · [𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)− 𝑎(𝑥)]2 = 0.

До цього часу регуляризуюча функцiя 𝜙(𝑥) не визначена. Тому, визначимо
її як розв’язок задачi:

𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥) = 𝑎(𝑥) ≡ 𝑥𝑎̃, 𝜙(0) = 0, (15)

𝜙(𝑥) =

⎛⎝3

2

𝑥∫︁
0

√︀
𝑥̃︀𝑎(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠ 2
3

.

Оскiльки detΦ(𝑥) ≡ 0, то iснує нетривiальний розв’язок системи Φ(𝑥)𝑍𝑘𝑟 =
= 0, коли 𝑟 = 0, 2 вигляду

𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︂
0, 0,

1

𝜙′(𝑥)
𝛽𝑘4𝑟(𝑥),−𝜙𝜙′(𝑥)𝛽𝑘3𝑟(𝑥), 0, 0, 𝛽𝑘3𝑟(𝑥), 𝛽𝑘4𝑟(𝑥)

)︂
, (16)

де 𝛽𝑖𝑘0(𝑥), 𝑘 = 1; 2, 𝑖 = 1; 4 — довiльнi, достатньо гладкi функцiї коли 𝑥 ∈ [0; 𝑙].
На наступному кроцi розв’яжемо неоднорiднi системи (14). Спочатку роз-

глянемо цi системи, коли 𝑟 = 3. З урахуванням отриманого розв’язку (16),
будемо мати⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘13(𝑥) = 𝛽𝑘20(𝑥)− 𝛽′
𝑘10(𝑥) ≡ 𝛽𝑘20(𝑥) ≡ 0,

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘23(𝑥) = 𝛽𝑘30(𝑥)− 𝛽′
𝑘20(𝑥) ≡ 𝛽𝑘30(𝑥),

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘33(𝑥)− 𝛽𝑘43(𝑥) = −𝛽′
𝑘30(𝑥),

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘43(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝛽𝑘13(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝛽𝑘23(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑘33(𝑥) = −𝛽′
𝑘40(𝑥),

(17)

i ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘13(𝑥) = 𝛼′

𝑘10(𝑥)− 𝛼𝑘20(𝑥) ≡ −𝛼𝑘20(𝑥) ≡ 0,

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘23(𝑥) = 𝛼′
𝑘20(𝑥)− 𝛼𝑘30(𝑥) ≡ −𝛼𝑘30(𝑥) ≡ −[𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑘40(𝑥),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘33(𝑥) + 𝛼𝑘43(𝑥) = 𝛼′
𝑘30(𝑥) ≡ 𝑑

𝑑𝑥
([𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑘40(𝑥)),

𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘43(𝑥)− 𝑐(𝑥)𝛼𝑘13(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝛼𝑘23(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝛼𝑘33(𝑥) = 𝛼′
𝑘40,

(18)

де 𝛼′
𝑘40 ≡ (−𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘30)

′.
З першого i другого рiвнянь систем (17) та (18) визначимо функцiї 𝛼𝑘13 ≡ 0,

𝛽𝑘13 ≡ 0 i 𝛼𝑘23(𝑥) = [𝜙 ′(𝑥)]−1𝛽𝑘30(𝑥) i 𝛽𝑘23(𝑥) = −[𝜙 ′(𝑥)]−2[𝜙(𝑥)]−1𝛽𝑘40(𝑥). Тодi
системи (17) i (18) перейдуть в системи⎧⎪⎨⎪⎩

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘33(𝑥)− 𝛽𝑘43(𝑥) = −𝛽′
𝑘30(𝑥),

−𝑎(𝑥)𝛼𝑘33(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘43(𝑥) =

= 𝑑
𝑑𝑥
(−𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘30(𝑥)) + 𝑏(𝑥)[𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑘30,

(19)
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i {︃
𝛼𝑘43(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘33(𝑥) = 𝛼′

𝑘30(𝑥) ≡ 𝑑
𝑑𝑥
([𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑘40(𝑥)),

𝜙′(𝑥)𝛼𝑘43(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝛽𝑘33(𝑥) = −𝛽′
𝑘40(𝑥) + 𝑏(𝑥)[𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)]−1𝛽𝑘40(𝑥).

(20)

Обчислимо ранги матриць цих систем(︃
𝜙′(𝑥) −1
−𝑎(𝑥) 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)

−𝛽′
𝑘30(𝑥)

(−𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘30(𝑥))
′ − 𝑏(𝑥)

𝜙′(𝑥)
𝛽𝑘30

)︃
, (21)

i (︃
1 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)

𝜙′(𝑥) 𝑎(𝑥)

[𝛽𝑘40(𝑥)
𝜙′(𝑥)

]′

−𝛽′
𝑘40(𝑥)−

𝑏(𝑥)
𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)

𝛽𝑘40(𝑥)

)︃
. (22)

Дослiдимо правi частини (21) i (22). За умови, що

−2𝑎(𝑥)𝛽′
𝑘30(𝑥) + [𝑏(𝑥)− (𝑎(𝑥))′]𝛽𝑘30(𝑥) = 0,

для системи (19) та

([𝜙′(𝑥)]−1 − 1)𝛽′
𝑘40(𝑥) +

[︂
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
− 1

]︂
𝛽𝑘40(𝑥) = 0, (23)

для системи (21) iснує нескiнченна множина розв’язкiв.
Для виконання вище вказаних умов використаємо довiльнiсть функцiй

𝛽𝑘𝑠0(𝑥) = 𝛽0
𝑘30 · 𝛽𝑘30(𝑥), 𝑘 = 1; 2, 𝑠 = 2; 3, де 𝛽0

𝑘𝑠0(𝑥) — довiльнi сталi, 𝛽𝑘𝑠0(𝑥)
— частиннi достатньо гладкi 𝑥 ∈ [0; 𝑙], розв’язки однорiдних систем (19) i (20).
При такому визначеннi вектор-функцiй 𝑍𝑘0(𝑥) iснують розв’язки неоднорiдних
систем (19) i (20) виду

𝑍𝑘3(𝑥) =

= 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︃
0; [𝜙′(𝑥)]−1𝛽𝑘30(𝑥);

𝛽𝑘43(𝑥)−𝛽′
𝑘30(𝑥)

𝜙′(𝑥)
; (𝛽𝑘40(𝑥)

𝜙′(𝑥)
)′ − 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝛽𝑘33

0;−𝛽𝑘40(𝑥)[𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)]; 𝛽𝑘33(𝑥); 𝛽𝑘43(𝑥)

)︃
.

(24)

Таким чином, продовжуючи далi розв’язувати iтерацiйнi системи алгебра-
їчних рiвнянь (19) i (20), можна показати, що iснують лiнiйно незалежнi роз-
в’язки однорiдної системи (3) вигляду

𝐷𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟[𝛼𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝑡) + 𝜀
1
3𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑘(𝑡)], 𝑘 = 1; 2, (25)

де 𝛼𝑘𝑟 i 𝛽𝑘𝑟(𝑥) — вiдомi вектор-функцiї вигляду

𝛼𝑘𝑟 = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛼𝑘1𝑟(𝑥), 𝛼𝑘2𝑟(𝑥), 𝛼𝑘3𝑟(𝑥), 𝛼𝑘4𝑟(𝑥)),

𝛽𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝛽𝑘1𝑟(𝑥), 𝛽𝑘2𝑟(𝑥), 𝛽𝑘3𝑟(𝑥), 𝛽𝑘4𝑟(𝑥)).

Звуження цього розв’язку при 𝑡 = 𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥) для 𝑘 = 1; 2 запишемо так

𝐷𝑘(𝑥, 𝜀
− 2

3𝜙(𝑥), 𝜀) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟
[︁
𝛼𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥)) + 𝜀

1
3𝛽𝑘(𝑥, 𝜀)𝑈

′
𝑘(𝜀

− 2
3𝜙(𝑥))

]︁
. (26)
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7. Побудова формальних частинних розв’язкiв неоднорiдної роз-
ширеної системи. Дослiдимо дiю розширеного оператора (7) на елемент
простору 𝑓(𝑥, 𝜀)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔(𝑥, 𝜀)𝜓′(𝑡) + 𝜔(𝑥, 𝜀). В результатi отримаємо насту-
пнi векторнi рiвняння:

𝜓′(𝑡) : 𝜙′(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜀)− [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]𝑔(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝑔′(𝑥, 𝜀), (27)

𝜓(𝑡) : 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑔(𝑥, 𝜀) + [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]𝑓(𝑥, 𝜀) = −𝜇3𝑓 ′(𝑥, 𝜀), (28)

𝜇3𝜔′(𝑥, 𝜀)− [𝐴0(𝑥) + 𝜇3𝐴1]𝜔(𝑥, 𝜀) + 𝜇2𝜙′(𝑥)𝑔(𝑥, 𝜀) = ℎ(𝑥). (29)

Рiвняння (27) i (28) структурно аналогiчнi з (17) i (18). Але скористати-
ся прямими результатами попереднього параграфа ми не можемо, оскiльки не
отримаємо бажаних результатiв для системи (29).

Для побудови гладкого розв’язку системи (29) асимптотику розв’язку (27) i
(28) побудуємо у виглядi рядiв:

𝑓(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝑓𝑟(𝑥), 𝑔(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝑔𝑟(𝑥), 𝜔(𝑥, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑟=0

𝜇𝑟𝜔𝑟(𝑥). (30)

Для визначення вектор-функцiй 𝑓𝑟 = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑓1𝑟(𝑥), 𝑓2𝑟(𝑥), 𝑓3𝑟(𝑥), 𝑓4𝑟(𝑥)) i
𝑔𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑔1𝑟(𝑥), 𝑔2𝑟(𝑥), 𝑔3𝑟(𝑥), 𝑔4𝑟(𝑥)) отримаємо рекурентнi системи рiв-
нянь

Φ(𝑥)𝑍част.

0 (𝑥) = 0, 𝑟 = 0; 1; 2, Φ(𝑥)𝑍част.

𝑟 (𝑥) = −𝑍част.

𝑟−3 (𝑥), 𝑟 ≥ 1. (31)

𝑍част.

𝑟 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(𝑓1𝑟(𝑥), 𝑓2𝑟(𝑥), 𝑓3𝑟(𝑥), 𝑓4𝑟(𝑥), 𝑔1𝑟(𝑥), 𝑔2𝑟(𝑥), 𝑔3𝑟(𝑥), 𝑔4𝑟(𝑥)).

Дослiдженння проведемо схематично, з урахуванням результатiв попере-
днього параграфа. Оскiльки detΦ(𝑥) ≡ 0 , iснує нетривiальний розв’язок систем
(31)

𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︂
0, 0,

1

𝜙′(𝑥)
𝑔3𝑟(𝑥),−𝜙𝜙′(𝑥)𝑔4𝑟(𝑥), 0, 0, 𝑔3𝑟(𝑥), 𝑔4𝑟(𝑥)

)︂
, (32)

де 𝑔0𝑖(𝑥), 𝑖 = 1; 4 — достатньо гладкi функцiї, 𝑥 ∈ [0; 𝑙].
Повторюючи мiркування наведенi в пунктi 6, отримаємо двi рекурентнi си-

стеми⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙′(𝑥)𝑓33(𝑥)− 𝑔43(𝑥) = −𝑔′30(𝑥),
−𝑎(𝑥)𝑓33(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑔43(𝑥) =

= 𝑑
𝑑𝑥
(−𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑔30(𝑥)) + 𝑏(𝑥)[𝜙′(𝑥)]−1𝑔30(𝑥),

(33)

i {︃
𝑓43(𝑥) + 𝜙(𝑥)𝜙′(𝑥)𝑔33(𝑥) = 𝑓 ′

30(𝑥) ≡ 𝑑
𝑑𝑥
([𝜙′(𝑥)]−1𝑔40(𝑥)),

𝜙′(𝑥)𝑓43(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝑔𝑘33(𝑥) = −𝑔′40(𝑥) + 𝑏(𝑥)[𝜙(𝑥)𝜙′2(𝑥)]−1𝑔40(𝑥).
(34)

З огляду на (19) i (20) будемо вимагати виконання умов теореми Кронекера-
Капеллi для обчислення рангiв матриць для систем (33) i (34). Тобто продов-
жуючи далi розв’язувати iтерацiйнi системи алгебраїчних рiвнянь (33) i (34),
можемо показати, що цi системи асимптотично коректнi в такому сенсi: якщо
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вимагати iснування розв’язкiв систем (33) i (34) коли 𝑟 = 0; 𝑞, то кожна з цих
систем при 𝑟 = 0; 𝑞 − 1, визначається з точнiстю до констант 𝑔03𝑟(𝑥) i 𝑔

0
4𝑟(𝑥), якi

утворюють вектор 𝑔0𝑟(𝑥) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛(0, 0, 𝑔03𝑟(𝑥), 𝑔
0
4𝑟(𝑥)).

Пiсля цього залишається дослiдити асимптотику розв’язку системи (29), яку
побудуємо у виглядi ряду

𝜔(𝑥, 𝜀) ≡
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔𝑟(𝑥), (35)

де

∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔𝑟(𝑥) ≡ 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑚𝑛

(︃
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔1𝑟(𝑥),
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔2𝑟(𝑥),
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔3𝑟(𝑥),
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔4𝑟(𝑥)

)︃
.

Пiдставимо (35) в рiвняння (29) отримаємо рекурентнi системи рiвнянь:

−𝐴0(𝑥)𝜔0(𝑥) = ℎ(𝑥), −𝐴0(𝑥)𝜔1(𝑥) = 0, 𝑟 = 1,

− 𝐴0(𝑥)𝜔2(𝑥) = −𝜙′(𝑥)𝑔0(𝑥), 𝑟 = 2,

−𝐴1𝜔0(𝑥)− 𝐴0(𝑥)𝜔𝑟(𝑥) = −𝜙′(𝑥)𝑔𝑟−2(𝑥)− 𝜔′
𝑟−3(𝑥).

(36)

Дослiдимо (36) коли 𝑟 = 0. Для цього спочатку обчислимо праву частину:{︃
𝜔40(𝑥) = 0,

𝑐(𝑥)𝜔10(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜔20(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝜔30(𝑥) = ℎ(𝑥).
(37)

Якщо 𝜔20(𝑥) i 𝜔30(𝑥) вибрати як довiльнi множники, то iснують достатньо
гладкi розв’язки системи (37):

𝜔0 =

(︂
ℎ(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝜔20(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝜔30(𝑥)

𝑐(𝑥)
;𝜔20(𝑥);𝜔20(𝑥); 0

)︂
.

Коли 𝑟 = 1 отримаємо систему{︃
𝜔41(𝑥) = 0,

𝑐(𝑥)𝜔11(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜔21(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝜔31(𝑥) = 0,
(38)

розв’язок якої записується у виглядi

𝜔1 =

(︂
−𝑏(𝑥)𝜔21(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝜔31(𝑥)

𝑐(𝑥)
;𝜔21(𝑥);𝜔21(𝑥); 0

)︂
.

Коли 𝑟 = 2 отримаємо⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙′(𝑥)𝑔10(𝑥) = 0,

𝜙′(𝑥)𝑔20(𝑥) = 0,

𝜔41(𝑥) + 𝜙′(𝑥)𝑔30(𝑥) = 0,

𝑐(𝑥)𝜔11(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜔21(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝜔31(𝑥) = 0,

(39)
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розв’язок якої записується у виглядi

𝜔2 =

(︂
−𝑏(𝑥)𝜔22(𝑥)− 𝑎(𝑥)𝜔32(𝑥)

𝑐(𝑥)
;𝜔22(𝑥);𝜔22(𝑥);−𝜙′(𝑥)𝑔30(𝑥)

)︂
.

Тодi при 𝑟 ≥ 3 зможемо однозначно визначити функцiї 𝜔20(𝑥) та 𝜔30(𝑥), а
це означає, що кожна з функцiй 𝜔0 визначена з точнiстю до довiльних сталих
множникiв 𝜔0

20 i 𝜔
0
30.

Звуження цього розв’язку при 𝑡 = 𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥), тобто ряд

̃︀𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀) = ∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟

[︃
2∑︁

𝑘=1

[︃
𝛼𝑘𝑟(𝑥)𝑈𝑘(𝜀

− 2
3 · 𝜙(𝑥)) + 𝜀

1
3𝛽𝑘𝑟(𝑥)

𝑑𝑈𝑘(𝜀
2
3 · 𝜙(𝑥))

𝑑(𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥))

]︃]︃
+

+
∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟

[︃
𝑓𝑟(𝑥)𝜓(𝜀

2
3 · 𝜙(𝑥)) + 𝜀

1
3 𝑔𝑟(𝑥)

𝑑𝜓(𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥))

𝑑(𝜀−
2
3 · 𝜙(𝑥))

]︃
+

∞∑︁
𝑟=0

𝜀𝑟𝜔𝑟(𝑥), (40)

є формальним розв’язком системи (3).
Таким способом доведена теорема

Теорема 1. Нехай система сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь
(3) задовольняє умови:

1) 𝑎̃(𝑥) > 0, 𝑏(𝑥) < 0, 𝑐(𝑥) > 0;

2) 𝐻(𝑥) ∈ 𝐶∞[0; 𝑙].

Тодi на вiдрiзку [0; 𝑙] методом iстотно особливих функцiй можно побуду-
вати асимптотику розв’язку системи (3) з диференцiальною точкою звороту
у виглядi асимптотичного ряда

𝑦(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
2∑︁

𝑘=1

𝐷𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀) + 𝑓(𝑥, 𝜀)𝜓(𝑡) + 𝜀𝛾𝑔(𝑥, 𝜀)𝜓′(𝑡) + 𝜔(𝑥, 𝜀),

коефiцiєнти якого є достатньо гладкими функцiями на вiдрiзку [0; 𝑙].

8. Алгоритм побудови асимптотики розв’язку системи. Побудова
асимптотики розв’язку для сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь че-
твертого порядку з диференцiальними точками звороту у вiдповiдностi з ло-
гiкою доведеної теореми 1 може бути записана у виглядi чiткого алгоритму.
Цей алгоритм представляє собою чiтку поетапну послiдовнiсть розв’язання се-
рiї задач. Для цього, розвиваючи та поширюючи iдеї методу iстотно особливих
функцiй на дослiдження сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь четвер-
того порядку у векторнiй формi з диференцiальною точкою звороту, потрiбно
послiдовно виконати низку крокiв.

I крок. Розширення сингулярно збуреної задачi. В сингулярно збуренiй си-
стемi з точкою звороту поряд iз незалежною змiнною 𝑥 вводиться нова вектор-
змiнна 𝑡 = 𝜀−𝑝 · 𝜙(𝑥). Тодi замiсть шуканої вектор-функцiї 𝑌 (𝑥, 𝜀) вивчається
нова „розширена вектор-функцiя” 𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜀). При чому розширення проводиться
таким чином, щоб виконувалась умова як в методi регуляризацiї

𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜀)|𝑡=𝜀−𝑝·𝜙(𝑥) ≡ 𝑌 (𝑥, 𝜀),

Роздiл 1: Математика i статистика



ПОБУДОВА АСИМПТОТИКИ РОЗВ’ЯЗКУ СИСТЕМИ СЗДР 4-ГО ПОРЯДКУ З . . . 89

𝑝 i 𝜙(𝑥) визначається для кожного конкретного випадку. Вiдбувається перехiд
вiд задачi з однiє змiнною, до задачi з двома змiнними 𝑡 i 𝑥.

II крок. Простiр безрезонансних розв’язкiв. Для регуляризацiї вводиться
конкретний простiр функцiй, цей простiр називають простором безрезонансних
розв’язкiв i для кожної кокретної задачi цей простiр має свою специфiку.

2∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘(𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝑓𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓(𝑡), 𝜀
𝛾𝑔𝑘(𝑥, 𝜀)𝜓

′(𝑡), 𝜔𝑘(𝑥, 𝜀)

III крок. Регуляризацiя сингулярно збуреної задачi. Розширена задача ви-
вчається у просторi безрезонансних розв’язкiв i зводиться до рiвняння, у яке
малий параметр 𝜀 > 0 входить регулярно.

IV крок. Формалiзм побудови розв’язку задачi. Оскiльки розширена задача
є регулярно-збуреною вiдносно малого параметра в ПБР, то розв’язок задачi
будемо шукати у виглядi ряду

𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜇) =
∞∑︁

𝑟=−2

𝜇𝑟𝑌 (𝑥), (41)

де 𝜇 = 3
√
𝜀 — малий параметр.

Побудову асимптотичного ряду розпочинаємо з вiд’ємних степенiв малого
параметра з метою одержання рiвномiрної асимптотики розв’язку ССЗДР. Пра-
ва частина системи буде мати розрив другого роду в точцi звороту. Тому в за-
гальному випадку вона не належатиме множинi значень головного розширеного
оператора 𝐿̃𝜀. Пiдставивши ряд (41) в систему (7), для визначення коефiцiєнтiв
цього ряду, отримаємо деяку систему рекурентних рiвнянь з точковими поча-
тковими чи крайовими умовами.

V крок. Побудова формальних розв’язкiв однорiдної розширеної системи.
Отриманi в попередньому пунктi рекурентнi рiвняння для визначення коефi-
цiєнтiв ряду (41) є рiвняннями в частинних похiдних з точковими крайовими
умовами. Покажемо, що ця система рiвнянь є асимптотично коректною у ПБР
𝐷𝑘. На цьому етапi розробляється теорiя iснування iтерацiйного рiвняння виду

Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝐹 · 𝑍𝑘𝑟(𝑥),

де Φ(𝑥)—матриця системи (7), 𝑍𝑘𝑟(𝑥)—вектор-стовпець складений з аналiтичних
функцiй 𝜃1(𝑥, 𝜀). I будуються першi члени асимптотичного розв’язку однорiдної
дослуджуваної задачi.

VI етап. Побудова формальних розв’язкiв неоднорiдної розширеної систе-
ми. В цьому роздiлi будується розв’язок неоднорiдної задачi за допомогою ре-
курентного рiвняння

Φ(𝑥) · 𝑍𝑘𝑟(𝑥) = 𝐹 · 𝑍𝑘𝑟(𝑥),
де Φ(𝑥) — матриця системи (7), 𝑍𝑘𝑟(𝑥) — вектор-стовпець складений з аналiти-
чних функцiй 𝜃2(𝑥, 𝜀).

9. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Таким спосо-
бом в роботi отримано конструктивнi умови iснування асимптотики розв’язкiв
сингулярно збуреного диференцiального рiвняння четвертого порядку. Викори-
стовуючи метод iстотно особливих функцiй та модифiкувавши його для систем
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четвертого порядку з диференцiальною точкою звороту II роду, побудовано
асимптотику розв’язку для системи (3) у виглядi асимптотичного ряду (40).
Показано, що побудова асимптотичного ряду системи (3) методом iстотно осо-
бливих функцiй може бути записана у виглядi алгоритму. Аналогiчний пiдхiд в
майбутньому планується для дослiджень та побудови асимптотичних розв’язкiв
сингулярно збурених рiвнянь у векторнiй формi iнших класiв.

Sobchuk V. V., Zelenska I. O. Construction of the asymptotics of the solution
of the 4th-order SZDR system with a di�erential turning point by the method of
essentially singular functions.

Constructive conditions for the existence of the asymptotics of the solution of the sys-
tem of singularly perturbed differential equations of the fourth order with a differential
turning point are established and an algorithm for constructing the corresponding solution
is proposed. The asymptotics of the solution of the system of singularly perturbed differ-
ential equations of the fourth order with a differential turning point is constructed by the
method of significantly singular functions. We studied the case when the spectrum of the
limit operator contains multiple elements and elements that are identically equal to zero.

Keywords: singularly perturbed differential equations, small parameter, differential turn-
ing point, Airy function.

References

1. Bobochko, V. M., & Perestiuk, M. O. (2002). Asymptotychne intehruvannia rivniannia Li-
uvillia z tochkamy zvorotu. [Asymptotic integration of the Liouville equation with inflection
points]. Kyiv: Naukova dumka [in Ukrainian].

2. Langer, R. (1955). The solutions of the differential equation: 𝑦′′′ + 𝜆2𝑧𝑦′ + 3𝜇𝜆2𝑦 = 0. Duke.
Math. J., 23, 525–542. https://doi.org/10.1215/S0012-7094-55-02259-6

3. Lin, C. C. (1958). On the Instability of Laminar Flow and its Transition to Turbulence. In:
Görtler, H. (eds) Grenzschichtforschung, Boundary Layer Reserch. Berlin: Springer-Verlag
OHG.

4. Nakano, M., & Nishimoto, T. (1971). On an asymptotic expansion of solutions of ORR-
sommerfeld type equation. Lecture Notes in Mathematics, 243, 315–319. Retrieved from:
http://link.springer.com/chapter/10.1007/BFb0058749

5. Nishimoto, T. (1968). A Turning Point Problem of an 𝑛𝑡ℎ Order Differen-
tial Equation of Hydrodynamic Type. Kodai. Math. Sem. Rep., 20, 315–319.
https://doi.org/10.2996/kmj/1138845646

6. Nijimbere, V. (2019). Asymptotic approximation of the eigenvalues and the eigenfunctions
for the Orr-Sommerfeld on infinite intervals. Advances in Pure Mathematics, 9(12), 967–989.
https://doi.org/10.4236/apm.2019.912049

7. Wasow, W. (1953). Asymptotic solution of the differential equation of hydrody-
namic stability in a domain containig a transition point. Ann. Math, 58, 222–252.
https://doi.org/10.2307/1969787

8. Zelenska, I. (2015). The system of singular perturbed differential equations with turn-
ing point of the first order.Izvestiya vuzov. Matematika, 3, 63–74. Retrieved from:
http://www.mathnet.ru/links/543182a9337fbc69be51a352427e50d6/ivm8983.pdf

Одержано 15.10.2022

ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online) Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2


