
ПРО КАТЕГОРIЮ ЗОБРАЖЕНЬ КОМУТАТИВНОЇ НЕЦИКЛIЧНОЇ НАПIВГРУПИ . . .23

УДК 512.53+512.64
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2022.41(2).23-28

В. М. Бондаренко1, О. В. Зубарук2

1 Iнститут математики НАН України,
провiдний науковий спiвробiтник вiддiлу алгебри i топологiї,
доктор фiзико-математичних наук
vitalij.bond@gmail.com

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-5064-9452
2 Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка,
голова циклової комiсiї вчителiв математики УФМЛ,
канд. фiз.-мат. наук
sambrinka@ukr.net

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3620-4262

ПРО КАТЕГОРIЮ ЗОБРАЖЕНЬ КОМУТАТИВНОЇ
НЕЦИКЛIЧНОЇ НАПIВГРУПИ ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ
БЕЗ ОДИНИЧНОГО I НУЛЬОВОГО ЕЛЕМЕНТIВ

Класифiкацiю напiвгрупи третього порядку (в термiнах таблиць Келi, з точнiстю
до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму) вперше отримав Т. Тамура в 1953 р., а згодом, але
вже за допомогою комп’ютерної програми, Г. Е. Форсайт (1955 р.). Мiнiмальнi системи
твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiдношення для всiх таких напiвгруп побудованi
в працях В. М. Бондаренка i Я. В. Зацiхи. Вони також описали зображувальний тип
напiвгруп третього порядку над довiльним полем i у вмпадку напiвгруп скiнченного
зображувального типу вказали канонiчнi форми матричних зображень.

У низцi попереднiх праць автори вивчали категорнi властивостi напiвгруп малого
порядку i, зокрема, дослiджували матричнi алгебри Ауслендера для напiвгруп тре-
тього порядку. У цiй статтi продовжуються такi дослiдження.

Ключовi слова: поле, напiвгрупа, антиiзоморфiзм, визначальнi спiввiдношення, ма-
тричнi зображення, зображувальний тип, канонiчна форма, алгебра Ауслендера.

1. Вступ. Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiдноше-
ння для всiх напiвгруп третього порядку описано в [1]. Якщо розглядати лише
комутативнi напiвгрупи, та ще й такi, що не є нi циклiчними, нi циклiчними
з приєднаним одиничним чи нульовим елементом, то iснує, з точнiстю до iзо-
морфiзму), лише чотири напiвгрупи (в круглих дужках вказано всi елементи, в
кутових — мiнiмальну систему твiрних, а потiм — визначальнi спiввiдношення):

(𝑎) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 0, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

(𝑏) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 𝑏, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

(𝑐) (0, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏2 = 0, 𝑐2 = 𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 0;

(𝑑) (𝑐2, 𝑏, 𝑐) = ⟨𝑏, 𝑐⟩: 𝑏3 = 𝑏2, 𝑐3 = 𝑐 (є наслiдком решти спiввiдношень),
𝑏2 = 𝑐2, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 𝑐.

Зауважимо, що тривiальнi визначальнi спiввiдношення для одиничного i ну-
льового твiрних 0 i 𝑒 (якщо вони є) не виписуються.

Всi цi напiвгрупи ручнi, причому, окрiм напiвгрупи (𝑎), — скiнченного зоб-
ражувального типу, тобто мають скiнченне число класiв еквiвалентностi нероз-
кладних зображень [1].

У випадку скiнченного зображувального типу однiєю iз форм дослiдження
категорiї зображень є опис алгебри Ауслендера як алгебри ендоморфiзмiв пря-
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мої суми представникiв усiх класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень.
У простому випадку (𝑏) алгебра Ауслендера розглядалася як приклад в ро-
ботi [2], а у випадку (𝑐) вивчалася в [3]. У цiй роботi ми вивчаємо алгебру
Ауслендера напiвгрупи (𝑑).

2. Формулювання основного результату. Нехай 𝑆 — напiвгрупа i 𝑇 =
= {𝑇 (𝑥) |𝑥 ∈ 𝑆} — її матричне зображення. Eндоморфiзмом зображення 𝑇
називається матриця 𝑋 така, що 𝑇 (𝑥)𝑋 = 𝑋𝑇 (𝑥) для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆. Зро-
зумiло, що коли зафiксована система твiрних напiвгрупи, то вказану рiвнiсть
достатньо розглядати лише для твiрних елементiв. Всi матрицi з такою власти-
вiстю утворюють алгебру, яка називається алгеброю ендоморфiзмiв зображення
𝑇 . У випадку, коли напiвгрупа 𝑆 має скiнченний зображувальний тип, алгебра
ендоморфiзмiв прямої суми Σ всiх, з точнiстю до еквiвалентностi, нерозкладних
зображень (тобто, по одному представнику з кожного класу еквiвалентностi)
називається алгеброю Ауслендера напiврупи 𝑆 над полем 𝐾 i позначається на-
ми через 𝐴𝑢𝑠𝐾(𝑆). Оскiльки ми розглядаємо матричнi зображення, то алгебру
𝐴𝑢𝑠𝐾(𝑆) природно називати матричною алгеброю Ауслендера. Зауважимо, що
вона не залежить вiд вибору представникiв у класах еквiвалентностi в тому сен-
сi, що всi отриманi таким чином алгебри iзоморфнi; бiльш того, вони спряженi
як пiдалгебри повної матричної алгебри вiдповiдного порядку.

Сформулюємо тепер основний результат. Напiвгрупу вигляду (𝑑) позначимо
через 𝑆𝑑.

Теорема 1. Матрична алгебра Ауслендера 𝐴𝑢𝑠𝐾(𝑆𝑑) напiвгрупи 𝑆𝑑 над по-
лем 𝐾 характеристики, вiдмiнної вiд двох, складається з усiх матриць
вигляду

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 𝑥34 𝑥35
0 0 0 𝑥33 0
0 0 0 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де 𝑥𝑖𝑗 — елементи поля 𝐾.

3. Доведення теореми 1. Канонiчнi форми матричних зображень ко-
мутативних напiвгруп третього порядку отримано в роботi [1] з використанням
методiв Київської школи з теорiї матричних задач та зображень (див., напр., [4]–
[15]). Зокрема, для напiвгрупи 𝑆𝑑 канонiчна форма має такий вигляд:

𝑏→ 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 𝐸 0 0 0
0 0 0 𝐸 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑐→ 𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸 0 0 0 0
0 −𝐸 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (*)

де 𝐸 — деякi одиничнi клiтини (розмiрнiсть яких ми не фiксуємо). Оскiльки
будь-яке зображення еквiвалентне зображенню вигляду (*) (при цьому деякi
одиничнi клiтини можуть бути “порожнiми”, тобто мати розмiрнвсть 0), то i для
прямої суми Σ всiх представникiв класiв еквiвалентностi нерозкладних зобра-
жень виконується ця властивiсть. Значить для обчислення алгебри Ауслендера
можна вважати, що зображення Σ має вигляд (*). Зрозумiло, що при цьому

Роздiл 1: Математика i статистика



ПРО КАТЕГОРIЮ ЗОБРАЖЕНЬ КОМУТАТИВНОЇ НЕЦИКЛIЧНОЇ НАПIВГРУПИ . . .25

(якщо мiркувати лише чисто формально) всi одиничнi клiтини мають розмiр-
нiсть 1 або 0 (iнакше деяке зображення входить в Σ два рази або бiльше). Та
ефективнiсть методу, застосованого для отримання канонiчної форми, полягає
i в тому, що якщо в матрицi Σ всi одиничнi клiтини вважати одновимiрними, то
переставно нерозкладнi прямi доданки будуть взагалi нерозкладними i попар-
но нееквiвалентними. Це легко перевiрити (в даному випадку) i безпосередньо.
Дiйсно, зображення Σ дорiвнює прямiй сумi зображень

1) 𝐵1 = (1), 𝐶1 = (1);

2) 𝐵2 = (1), 𝐶2 = (−1);

3) 𝐵3 =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝐶3 =

(︂
0 0
0 0

)︂
;

4) 𝐵4 = (0), 𝐶4 = (0),
кожне з яких, очевидно, нерозкладне. i всi вони попарно нееквiвалентнi. Звiдси
маємо, що зображеннями 1)–4) вичерпуються всi (з точнiстю до еквiвалентнос-
тi) нерозкладнi зображення напiвгрупи 𝑆𝑑 i, отже, алгебру Ауслендера можна
обчислювати, виходячи iз зображення Σ0 вигляду (*) з одновимiрними одинич-
ними клiтинами. Таким чином, зображення Σ0 має такий вигляд:

𝑏→ 𝐵0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑐→ 𝐶0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

а значить матрична алгебра Ауслендера задається рiвностями 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0,
𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0 як рiвняннями вiдносно матрицi 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 5.

Оскiльки матриця 𝐶0 дiагональна, то рiвнiсть 𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0 еквiвалентна
рiвностям 𝑥𝑖𝑗 = 0 для 𝑖 = 1, 𝑗 = 2, 3, 4, 5, 𝑖 = 2, 𝑗 = 1, 3, 4, 5, 𝑖 = 3, 4, 5, 𝑗 = 1, 2.
Цей факт є частинним випадком загальних теорем (див., напр., [16, VIII, §2]),
але легко аипливає безпосередньо iз рiвностi 𝐶0𝑋 = 𝑋𝐶0. Дiйсно, запишемо
останню рiвнiсть в розгорнутому виглядi:

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥11 𝑥12 𝑥13 𝑥14 𝑥15
𝑥21 𝑥22 𝑥23 𝑥24 𝑥25
𝑥31 𝑥32 𝑥33 𝑥34 𝑥35
𝑥41 𝑥42 𝑥43 𝑥44 𝑥45
𝑥51 𝑥52 𝑥53 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 𝑥13 𝑥14 𝑥15
𝑥21 𝑥22 𝑥23 𝑥24 𝑥25
𝑥31 𝑥32 𝑥33 𝑥34 𝑥35
𝑥41 𝑥42 𝑥43 𝑥44 𝑥45
𝑥51 𝑥52 𝑥53 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 41, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



26 В. М. БОНДАРЕНКО, О. В. ЗУБАРУК

Звiдси (пiсля перемноження матриць)⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 𝑥13 𝑥14 𝑥15
−𝑥21 −𝑥22 −𝑥23 −𝑥24 −𝑥25
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 −𝑥12 0 0 0
𝑥21 −𝑥22 0 0 0
𝑥31 −𝑥32 0 0 0
𝑥41 −𝑥42 0 0 0
𝑥51 −𝑥52 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

звiдки, в свою чергу,

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 𝑥34 𝑥35
0 0 𝑥43 𝑥44 𝑥45
0 0 𝑥53 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тодi рiвнiсть 𝐵0𝑋 = 𝑋𝐵0 має наступний вигляд:⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 𝑥34 𝑥35
0 0 𝑥43 𝑥44 𝑥45
0 0 𝑥53 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 𝑥34 𝑥35
0 0 𝑥43 𝑥44 𝑥45
0 0 𝑥53 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тобто ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥43 𝑥44 𝑥45
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 0 𝑥33 0
0 0 0 𝑥43 0
0 0 0 𝑥53 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Звiдси маємо, що

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥11 0 0 0 0
0 𝑥22 0 0 0
0 0 𝑥33 𝑥34 𝑥35
0 0 0 𝑥33 0
0 0 0 𝑥54 𝑥55

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Теорема доведена.
4. Висновки. У роботi вивчається категорiя матричних зображень кому-

тативної нециклiчної напiвгрупи третього порядку без одиничного i нульового
елементiв. Описана матрична алгебра Ауслендера над довiльним полем хара-
ктеристики, вiдмiнної вiд 2. Отриманi результати (разом з вiдповiдними ме-
тодами дослiджень) знайдуть застосування при вивченнi категорiй зображень
iнших напiвгруп.
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Bondarenko V. M., Zubaruk O. V. On the category of representations of the
commutative noncyclic semigroup of third order without unic and zero elements.

The classification of semigroups of the third order (in terms of Cayley tables, up to
isomorphism and antiisomorphism) was first described by T. Tamura in 1953, and later,
but with the help of a computer program, by G. E. Forsyth (1955). The minimal sys-
tems of generators and the corresponding defining relations for all such semigroups were
constructed in the works of V. M. Bondarenko and Y. V. Zatsikha. They also described
representational type of third-order semigroups over an arbitrary field and in the case of
semigroups of finite representational type, the canonical forms of matrix representations
were indicated.

In a number of previous works, the authors studied the categorical properties of semi-
groups of small order and, in particular, studied matrix Auslander algebras for third-order
semigroups. This article continues such research.

Keywords: field, semigroup, antiisomorphism, defining relations, matrix representation,
representation type, canonical form, Auslander algebra.
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