
ЧИСЛОВИЙ РОЗВ’ЯЗОК КОНТАКТНОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ ПОПЕРЕДНЬО . . . 115

УДК 539.3
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2023.42(1).115-128

С. Ю. Бабич1, Н. О. Ярецька2, В. Ф. Лазар3, М. В. Микоряк4

1 Iнститут механiки iм. С. П. Тимошенка НАН України,
провiдний науковий спiвробiтник,
доктор технiчних наук, професор
babich_sy@ukr.net

ORCID: https://orcid.org/0000-0003-2642-9115
2 Хмельницький нацiональний унiверситет,
доцент кафедри вищої математики та комп’ютерних застосувань,
кандидат фiзико-математичних наук
yaretskano@khmnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3726-2878
3 Мукачiвський державний унiверситет,
доцент кафедри iнженерiї, технологiй та професiйної освiти,
кандидат технiчних наук
vflazar@gmail.com

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-2457-571X
4 ДВНЗ «Ужгородський нацiональний унiверситет»,
здобувач першого (бакалаврського) рiвня вищої освiти,
mykoryak.maryna@student.uzhnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3066-8912

ЧИСЛОВИЙ РОЗВ’ЯЗОК КОНТАКТНОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ
ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНОГО ЦИЛIНДРИЧНОГО ШТАМПА

ТА ДВОХ ПIВПРОСТОРIВ З ПОЧАТКОВИМИ
НАПРУЖЕННЯМИ

Стаття присвячена розв’язку контактної задачi для попередньо напруженого ци-
лiндричного штампа та двох пружних пiвпросторiв з початковими напруженнями в
аналiтичному виглядi без врахування сил тертя. Будемо вважати, що поверхнi поза
межею контакту залишаються вiльними вiд впливу зовнiшнiх сил, а на межi конта-
кту перемiщення та напруження — неперервнi. Задачу розв’язано у випадку нерiвних
коренiв визначального рiвняння.

Дослiдження представлено у загальному видi для теорiї великих початкових де-
формацiй i двох варiантiв теорiї малих початкових деформацiй у межах лiнеаризо-
ваної теорiї пружностi при довiльнiй структурi пружного потенцiалу. Припускається,
що початковi стани пружного цилiндричного штампа та пружних основ (пiвпросторiв)
однорiднi та рiвнi. Дослiдження проводиться в координатах початкового деформова-
ного стану, якi пов’язанi з лагранжевими координатами (природного стану). Крiм того,
вплив цилiндричного штампа викликає невеликi збурення вiдповiдних величин основ-
ного напружено-деформованого стану. Також передбачається, що пружний цилiндри-
чний штамп та пружнi пiвпростори виготовленi з рiзних iзотропних, трансверсально-
iзотропних або композитних матерiалiв. У випадку ортотропних тiл, будемо вважати,
що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають iз напрямком осей координат у де-
формованому станi. У результатi, розв’язки поставленої задачi представленi у виглядi
нескiнченних рядiв, коефiцiєнти яких визначаються з нескiнченної системи алгебраї-
чних рiвнянь.

Для дослiдження задачi використовується велика кiлькiсть фундаментальних ре-
зультатiв таких як: перетворення Ханкеля, парнi iнтегральнi рiвняння, ортогональнi
полiноми та iншi методи теорiї контактних задач лiнiйної теорiї пружностi. Число-
вий аналiз представлений для потенцiалу Трелоара у виглядi графiкiв. Вiдзначено
достатнiй вплив початкових (залишкових) напружень у двох пружних пiвпросторах
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та пружному цилiндричному штампi на розподiл контактних напружень в областi
контакту.

Ключовi слова: лiнеаризована теорiя пружностi, початковi (залишковi) напружен-
ня, контактна задача, цилiндричний штамп, пiвпростiр.

1. Вступ. Актуальною задачею сучасного машинобудування та будiвництва
споруд є пiдвищення довговiчностi, зносостiйкостi та надiйностi механiзмiв, ма-
шин та iнженерних конструкцiй. Звiсно, широке коло наукових дослiджень у
межах механiки деформованого твердого тiла сприяє успiшному її розв’язку.
Вiд методiв розрахунку передачi навантаження у деталях машин та констру-
кцiях залежать ряд завдань, таких як: збiльшення термiнiв експлуатацiї машин
та споруд, зменшення їх ваги, зниження собiвартостi матерiалiв, економiчної
сумiсностi тощо.

У багатьох публiкацiях перiодичних наукових видань та працях навчального
i монографiчного характеру [1, 2] досить детально вивченi питання, що стосую-
ться контактних задач для пружних, пластичних та в’язко пружних тiл без дiї
на них початкових напружень. Кiлькiсть таких публiкацiй доволi велика. Але
запити сучасної iнженерно-технiчної практики висувають до дослiдникiв ряд
задач, якi потребують використання бiльш ускладнених моделей до яких нале-
жать моделi суцiльних середовищ. До факторiв, якi мають бути врахованими
пiд час контактної взаємодiї твердих деформованих тiл, вiдносять: поверхневi
властивостi матерiалу, тертя, жорсткiсть поверхнi, тепловидiлення, зносостiй-
кiсть поверхнi тiл тощо [3, 4]. Отже, пiд час контактної взаємодiї тiл важливим
є фактор врахування початкових напружень.

Незважаючи на те, що в останнi десятилiття розвиток контактних задач до-
сягнув суттєвих успiхiв, у механiцi твердого деформованого тiла все ще залиша-
ється ряд проблем, якi вимагають уваги наукової спiльноти. До них належать
питання врахування початкових напружень пiд час контактної взаємодiї пру-
жних тiл. Данi дослiдження представленi великою кiлькiстю наукових статтей,
серед яких вiдзначимо роботи [5 – 15].

Оскiльки початковi напруження присутнi практично в усiх компонентах де-
талей машин та конструкцiй, елементах будiвель та споруд й, навiть, у кро-
воносних судинах живих iстот, то їх врахування є важливою задачею теорiї
пружностi.

Для компенсацiї контактних характеристик, що виникають у процесi роботи
в елементах конструкцiй доречно iнодi навмисно створювати початковi напру-
ження. Це дає змогу пiдвищити характеристики мiцностi конструкцiй та мате-
рiалiв. А враховуючи, що новi штучнi матерiали можуть витримувати доста-
тньо великi початковi деформацiї, особливої актуальностi набуває дослiдження
контактних задач для попередньо напружених тiл.

Проблема дослiдження впливу початкових деформацiй на напружено-дефор-
мованих стан тiл, що знаходяться у контактi, виникла у цiлому рядi фундамен-
тальних та прикладних наукових напрямкiв, таких як: механiка композитiв,
механiка матерiалiв та елементiв конструкцiй, неруйнiвних методах визначен-
ня навантажень, сейсмологiя, бiомеханiка, механiка гiрських порiд, геофiзика
тощо. Отже, необхiднiсть у дослiдженнi впливу початкових напружень на кон-
тактну взаємодiю тiл є важливим аспектом вивчення представлених проблем.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Для правильної оцiнки запасiв мiцностi матерiалiв, також, необхiдно бiльш
ефективно враховувати початковi напруження. Їх необхiдно враховувати при
створеннi матерiалiв з яких виготовляють конструкцiї та пiд час розрахунку
вiдповiдальних елементiв споруд та машин. Також, це дозволить суттєво зни-
зити матерiаломiсткiсть конструкцiй, зберiгши одночасно i фундаментальнi ха-
рактеристики матерiалiв у цiлому.

Спираючись на дослiдження [9] якiсних та кiлькiсних характеристик пiдси-
лення несних елементiв конструкцiї пружними скiнченними накладками (стрин-
герами), можна побачити, що наявнiсть початкових напружень, достатньо силь-
но впливає на мiцнiснi ресурси матерiалiв цiєї конструкцiї. Вiдзначимо, що роз-
глянутi тiла у [9] — є пружними, а контактна взаємодiя мiж основами (тiлами)
вiдбувається пiсля виникнення у них початкових (залишкових) напружень.

Iсторично, для розв’язку контактних задач, що враховують початковий нап-
ружено-деформований стан, склалися два пiдходи, якi розвивалися паралельно.
Першим пiдходом був розв’язок контактних задач для тiл з пружними потен-
цiалами конкретної структури, а другим пiдходом було дослiдження задач для
пружних тiл з початковими напруженнями при довiльнiй структурi пружного
потенцiалу.

Однiєю iз перших (стосовно першого напрямку) була опублiкована праця
[10], в якiй представлено розв’язок задачi для колової трiщини пружного не-
стисливого тiла з початковими напруженнями у випадку потенцiалу Трелоара.
До цього ж напрямку належать i науковi працi вiтчизняних та зарубiжних вче-
них [11, 12].

Фундаментальнi результати другого напрямку були одержанi українським
вченим, академiком НАН України проф. Гузем О. М. [3, 13,14]. Ним вперше
було розв’язано ряд контактних задач для стисливих i нестисливих тiл одним
iз найбiльш ефективних пiдходiв для матерiалiв з довiльною формою пружного
потенцiалу та однорiдними початковими напруженнями. Даний метод розв’язку
оснований на теорiї функцiї комплексної змiнної для плоских задач i теорiї по-
тенцiалу для просторових контактних задач. Подальшого розвитку теорiя кон-
тактної взаємодiї тiл з початковими напруженнями (другий напрямок), отри-
мала у працях його учнiв [5, 6, 8, 9, 13–15].

На думку авторiв статтi, перевага другого пiдходу над першим полягає в то-
му, що другий пiдхiд дозволяє розв’язати поставлену контактну задачу в єдинiй
загальнiй формi для стисливих (нестисливих) попередньо напружених тiл при
довiльнiй структурi пружного потенцiалу. А необхiднi графiки та числовi ре-
зультати для конкретних пружних потенцiалiв можуть бути отриманi лише на
завершальному етапi. А перший пiдхiд передбачає розв’язок поставленої задачi
лише для одного конкретного потенцiалу.

Тому у данiй статтi дослiдження контактної задачi для попередньо напру-
жених iдентичних пiвпросторiв та пружного цилiндра з початковими напруже-
ннями без врахування сил тертя для випадку нерiвних коренiв визначального
рiвняння [14] виконано у межах другого пiдходу. Причому аналiтичнi розв’язки
у загальному виглядi для стисливих (нестисливих) тiл для теорiї великих (кiн-
цевих) початкових деформацiй та двох варiантiв теорiї малих початкових де-
формацiй при довiльнiй структурi пружного потенцiалу з використанням спiв-
вiдношень лiнеаризованої теорiї пружностi представленi у статтi [15], а числовi
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результати дослiдження [15] пропонуємо читачам у данiй статтi.
Вiдзначимо, що усi величини, якi вiдносяться до пружного цилiндричного

штампа позначаються верхнiм iндексом «(3)», верхнього пiвпростору — «(1)»,
а нижнього пiвпростору — «(2)». Також зробимо припущення, що початковi
напружено-деформованi стани у штампi та пiвпросторах однорiднi та рiвнi. У
класичному випадку (при вiдсутностi початкових напружень) подiбна конта-
ктна задача була розглянута у [1].

Рис. 1. Тиск двох попередньо напружених пiвпросторiв на пружний
цилiндричний штамп з початковими напруженнями.

2. Постановка задачi. Нехай скiнченний пружний цилiндричний штамп
висотою 𝐻 з початковими напруженнями (рис. 1), геометрична вiсь симетрiї
якого спiвпадає з вiссю 𝑦3 цилiндричної системи координат (𝑟, 𝜃, 𝑦3) стискається
(розтягується) двома iдентичними попередньо напруженими пiвпросторами за
допомогою вiсесиметричного навантаження, що зводиться до рiвнодiйної сили
𝑃 . Зовнiшнє навантаження прикладене таким чином, що точки не завантажених
поверхонь обох попередньо напружених пiвпросторiв та вiддалених вiд областi
контакту пiвпросторiв з пружним штампом, перемiщаються вiдносно коорди-
натної площини 𝑦3 = 0 на величину 𝜀. Величини: 𝑅 — радiус цилiндричного
штампа, ℎ = 0,5𝐻.

Будемо вважати, що поверхнi поза межею контакту залишаються вiльними
вiд впливу зовнiшнiх сил, а на межi контакту перемiщення та напруження —
неперервнi. На рис. 1 величини 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) — коефiцiєнти видовження, що
визначають перемiщення початкового стану, а 𝑆11

0 , 𝑆
22
0 — компоненти симетри-

чного тензора початкових напружень.
Також, у дослiдженнi будемо розглядати пружнi iзотропнi тiла (стисливi

або нестисливi) з довiльною формою пружного потенцiалу. А у випадку орто-
тропних тiл, будемо вважати, що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають
iз напрямком осей координат у деформованому станi 𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 3).

Вважаємо, що початковi стани у штампах та цилiндрi однорiднi та рiвнi, а
пружнi потенцiали – двiчi неперервно-диференцiйовнi функцiї алгебраїчних iн-
варiантiв тензора деформацiй Грiна [9]. Крiм того, дiя штампа викликає в тiлах

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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мале збурення основного напруженого стану, для якого виконуються умови

𝑆11
0 = 𝑆22

0 ̸= 0; 𝑆33
0 = 0; 𝜆1 = 𝜆2 ̸= 𝜆3. (1)

Дослiдження проведено у координатах початкового деформованого стану
𝑦𝑖, якi пов’язанi з лагранжевими координатами спiввiдношеннями 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑖 =
= 1, 3).

У данiй статтi обмежимося випадком нерiвних коренiв (𝜉′22 ̸= 𝜉′23) характе-
ристичного (визначального) рiвняння [9].

У системi колових цилiндричних координат (𝑟, 𝜃, 𝑧𝑖), де 𝑧𝑖 = 𝑣−1
𝑖 𝑦3, 𝑣𝑖 =

√
𝑛𝑖,

(𝑖 = 1, 2), 𝑛1 = 𝜉′22, 𝑛2 = 𝜉′23 такiй постановцi вiдповiдають граничнi умови:
1) на торцях пружного штампа в областi контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖, де 𝑣𝑖 =

√
𝑛𝑖,

(𝑖 = 1, 2):

𝑢′
(𝑖)
3 − 𝑢′

(3)
3 = 𝜀, 𝑄′(3)

33 = 𝑄′(𝑖)
33 , 𝑄

′(3)
3𝑟 = 0, 𝑄′(𝑖)

3𝑟 = 0, (0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅) (𝑖 = 1, 2), (2)

2) на межах пружних пiвпросторiв поза дiлянкою контакту 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖, (𝑖 =
= 1, 2):

𝑄′(𝑖)
33 = 0, 𝑄′(𝑖)

3𝑟 = 0, 𝑢′
(𝑖)
3 = 0, (𝑟 > 𝑅) (𝑖 = 1, 2), (3)

3) на боковiй поверхнi пружного штампа 𝑟 = 𝑅:

𝑄′(3)
𝑟𝑟 = 0, 𝑄′(3)

3𝑟 = 0, (|𝑧𝑖| ≤ ℎ/𝑣𝑖), (𝑖 = 1, 2). (4)

Умова рiвноваги, яка встановлює зв’язок мiж осiданням торцiв та рiвнодiй-
ною навантаження 𝑃 має вигляд:

𝑃 = −2𝜋

𝑅∫︁
0

𝑟|𝑄′(𝑖)
33 |𝑑𝑟, |𝑄′(𝑖)

33 | = |𝑄′(𝑖)
3𝑟 |𝑧𝑖=±𝐻/𝑣𝑖 , (𝑖 = 1, 2). (5)

Умова (5) закриває постановку просторової лiнеаризованої задачi про кон-
тактну взаємодiю попередньо напруженого скiнченного цилiндричного штампа
iз двома пружними пiвпросторами з початковими напруженнями.

3. Основнi спiввiдношення та метод розв’язку. Напружено-деформова-
ний стан у попередньо напружених пiвпросторах будемо визначати згiдно лiне-
аризованих рiвнянь [14, 15]:

𝑄′(𝑖)
33 (𝜌; 𝜁𝑖) =

𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1
𝑅

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)(𝑠𝑒𝜂𝜁2 − 𝑠3𝑒
𝜂𝜁1)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

𝑄′(𝑖)
3𝑟 (𝜌; 𝜁𝑖) = −𝐶44(1 +𝑚1)

𝑣1𝑅

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)(𝑒𝜂𝜁2 − 𝑒𝜂𝜁1)𝐽1(𝜂𝜌)𝑑𝜂, (6)

𝑈 ′(𝑖)
3 (𝜌; 𝜁𝑖) = −𝑚1

𝑣1

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
(𝑠2𝑒

𝜂𝜁2 − 𝑠3𝑒
𝜂𝜁1)𝐽0(𝜂𝜌)𝑑𝜂,
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𝑈 ′(𝑖)
𝑟 (𝜌; 𝜁𝑖) = −

∞∫︁
0

𝐹 (𝜂)

𝜂
(𝑒𝜂𝜁2 − 𝑠3𝑒

𝜂𝜁1)𝐽1(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

де

𝐶44 =

{︃
𝑤′

1313,

𝜅′1313.
𝑚𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔′

1111𝑛𝑖 − 𝜔′
3113

𝜔′
1133 + 𝜔′

1313

;

𝜆1𝑞1

𝜆3𝑞3
𝑛𝑖;

𝑙𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔′

1331

𝜔′
1313

+
𝜔′

1313 − 𝜔′
1331

𝜔′
1313

𝜔′
1133 + 𝜔′

1313

𝜔′
1111𝑛𝑖 + 𝜔′

1133

;

𝜅′1331

𝜅′1313
+
𝜅′1313 − 𝜅′1331

𝜅′1313

𝜆3𝑞3

𝜆3𝑞3 + 𝜆1𝑞1𝑛𝑖

;

𝜉 =
𝑧𝑖𝑣𝑖

𝑅
, 𝜁𝑖 =

𝜉

𝑣𝑖
=
𝑧𝑖

𝑅
, 𝜂 = 𝜉𝑅, (𝑖 = 1, 2), 𝑠 = 𝑠0𝑙2𝑙

−1
1 , 𝑠0 = (1 +𝑚2)(1 +𝑚1)

−1,

𝑠1 = (𝑚1 − 1)𝑚−1
1 , 𝑠2 = (𝑣1𝑚2)(𝑣2𝑚1)

−1, 𝑠3 = 𝑠0𝑣1𝑣
−1
2 , 𝐹 (𝜂) — шукана функцiя,

𝐽𝑣(𝑥) — функцiї Бесселя дiйсного аргументу.
Якi в областi контакту (𝑦3 = ±ℎ, 𝑧𝑖 = ±ℎ/𝑣𝑖 (𝑖 = 1, 2)) набувають вигляду:

𝑄′(𝑖)
33 (𝜌; 𝜁𝑖) =

2𝜀𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1
𝜋𝑅

⟨
(1− 𝜒0)

𝜔2

𝑛1

[︀
𝑠𝑆0

2 (𝜌; 𝜁2)− 𝑠3𝑆
0
2 (𝜌; 𝜁1)

]︀
+

+
∞∑︁
𝑘=1

𝜒𝑘Φ
*
𝑘

[︀
𝑠𝐾0

1 (𝜌;𝜇𝑘; 𝜁2)− 𝑠3𝐾
0
1 (𝜌;𝜇𝑘; 𝜁1)

]︀⟩ (7)

𝑈 ′(𝑖)
3 (𝜌; 𝜁𝑖) =

2𝑚1𝜀

𝑛1𝜋

⟨
(1− 𝜒0)

𝜔2

𝑛1

[︀
𝑠3𝑆

0
1 (𝜌; 𝜁1)− 𝑠2𝑆

0
1 (𝜌; 𝜁2)

]︀
+

+
∞∑︁
𝑘=1

𝜒𝑘Φ
*
𝑘

[︀
𝑠3𝐾

0
0 (𝜌;𝜇𝑘; 𝜁1)− 𝑠2𝐾

0
0 (𝜌;𝜇𝑘; 𝜁2)

]︀⟩

де

𝑆𝑚
𝑝 (𝜌; 𝜁𝑖) =

∞∫︁
0

𝜂𝑝−1𝜓(𝜂, 0)𝑒𝜂𝜁𝑖𝐽𝑚(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

𝐾𝑚
𝑝 (𝜌;𝜇𝑘; 𝜁𝑖) =

∞∫︁
0

𝜂𝑝𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)𝑒
𝜂𝜁𝑖𝐽𝑚(𝜂𝜌)𝑑𝜂,

𝜓(𝜂, 0) =
sin 𝜂

𝜂
, 𝜔2 =

𝑣31
𝑚1(𝑠3 − 𝑠2)

, 𝜓(𝜂, 𝜇𝑘) =
𝜂 sin 𝜂 cos𝜇𝑘 − 𝜇𝑘 sin𝜇𝑘 cos 𝜂

𝜂2 − 𝜇2
𝑘

, 𝜇𝑘 —

розв’язок рiвняння 𝐽1(𝜇𝑘) = 0, 𝜒𝑘 — деякi невiдомi сталi, 𝐹 *
𝑘 — величина, яка

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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буде представлена нижче

Φ*
𝑘 =

𝜇𝑘𝐹
*
𝑘

𝑅𝑛1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣𝑚1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ch

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︃
−
𝑛2𝜇𝑘𝜀𝜔2 sh

2

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︃

𝑛1𝑠0𝑅 sh

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ +

+
𝑚2

𝑛2

⎛⎜⎜⎝ 𝑛2𝜇𝑘𝜀𝜔2

𝑛1𝑠0𝑅
sh

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︃
cth

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︃
−

−
𝑣2𝜇𝑘𝜀𝜔2

[︃
cth

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣2𝑅

)︃
sh

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︃
− ch

(︃
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︃]︃

𝑛1𝑅

[︃
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0

𝑣2

]︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Загальний розв’язок для визначення напружено-деформованого стану у ци-
лiндричному пружному штампi з початковими напруженнями у випадку нерiв-
них коренiв (𝜉′22 ̸= 𝜉′23) характеристичного рiвняння [14] приймемо у виглядi:

𝜒̃ = 𝜒̃1 + 𝜒̃2, (8)

де

𝜒̃1 = 𝐶0𝑧1(3𝑟
2 − 2𝑧21) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝐴𝑘𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑟)𝑆1(𝛾𝑘𝑣1𝑧1) + 𝐽0(𝛼𝑘𝑟)𝑆2(𝛼𝑘𝑧1)],

𝜒̃2 = 𝐶0𝑧2(3𝑟
2 − 2𝑧22) +

∞∑︁
𝑘=1

[𝐵𝑘𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑟)𝑆1(𝛾𝑘𝑣2𝑧2) + 𝐽0(𝛼𝑘𝑟)𝑆3(𝛼𝑘𝑧2)],

𝐼𝑣(𝑥) — функцiя Бесселя уявного аргументу, 𝑆1 = 𝐶𝑘 sin(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)+𝐷𝑘 cos(𝛾𝑘𝑣1𝑧1),
𝑆2 = 𝐸𝑘 sh(𝛼𝑘𝑧1)+𝐹𝑘 ch(𝛼𝑘𝑧1), 𝑆3 = 𝑁𝑘 sh(𝛼𝑘𝑧1)+𝑀𝑘 ch(𝛼𝑘𝑧1), 𝐶𝑘, 𝐷𝑘, 𝐸𝑘, 𝐹𝑘, 𝑁𝑘,
𝑀𝑘, 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 — деякi сталi коефiцiєнти, 𝛼𝑘, 𝛾𝑘 — власнi значення задачi (2)–(5).

Тодi напружено-деформований стан у попередньо напруженому цилiндри-
чному штампi для стисливих (нестисливих) тiл та нерiвних коренiв рiвняння
[14], iз врахуванням граничних умов (2)–(5), представимо у виглядi

𝑈 ′(3)
3 =

𝜀𝜔2

𝑅

⟨
− 𝑅

𝜔2ℎ𝜃6

[︂
𝑚1𝑧1
𝑛1

+
𝑚2𝑧2
𝑛2

]︂
𝜒0 +

+
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

𝑛1

{︂
𝛾2𝑘

[︂
𝑠0𝑚1𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)−𝑚2𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌) sin(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)

]︂
+

+
𝜇2
𝑘

𝑅2
𝐽0(𝜇𝑘𝜌)𝐹

*
𝑘

⎡⎣𝑚1

𝑛1

⎛⎝(𝑐0 − 𝑐2)
[︁
cth
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
− ch

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁]︁
(𝑐1 − 𝑐0)𝑣1 sh

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁ [︁
(𝑐0−𝑐2)

𝑣1(𝑐1−𝑐0)
+ 𝑠0

𝑣2

]︁ sh
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+
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+ch
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁)︃
+
𝑚2

𝑛2

⎛⎝𝑣2
[︁
cth
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
− ch

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁]︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁ [︁
(𝑐0−𝑐2)

𝑣1(𝑐1−𝑐0)
+ 𝑠0

𝑣2

]︁ sh
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁
−

− ch
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁ 𝑛2 sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
𝑛1𝑠0 sh

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁
⎞⎠⎤⎦⎫⎬⎭𝜒𝑘, (9)

𝑄′(3)
33 = 𝜀𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1

⟨
− 𝜒0

ℎ𝜃6

[︂
1

𝑣1
+

𝑠

𝑣2

]︂
+

+
𝜔2

𝑅

∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

{︂
𝛾3𝑘

[︂
𝑠0𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
𝐼0(𝛾𝑘𝑣1𝑅𝜌) cos(𝛾𝑘𝑣1𝑧1)−

𝑠𝑛2

𝑛1

𝐼0(𝛾𝑘𝑣2𝑅𝜌) cos(𝛾𝑘𝑣2𝑧2)

]︂
+

+
𝜇3
𝑘

𝑅3𝑛1

𝐽0(𝜇𝑘𝜌)𝐹
*
𝑘

⎡⎣(𝑐0 − 𝑐2)
[︁
cth
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
− ch

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁]︁
(𝑐1 − 𝑐0)𝑛1 sh

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁ [︁
(𝑐0−𝑐2)

𝑣1(𝑐1−𝑐0)
+ 𝑠0

𝑣2

]︁ ch
(︁𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︁
+

+
sh
(︀
𝜇𝑘𝑧1
𝑅

)︀
𝑣1

+
𝑠
[︁
cth
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
− ch

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁]︁
sh
(︁

𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁ [︁
(𝑐0−𝑐2)

𝑣1(𝑐1−𝑐0)
+ 𝑠0

𝑣2

]︁ ch
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁
−

−
𝑠𝑣2 sh

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣1𝑅

)︁
𝑛1𝑠0 sh

(︁
𝜇𝑘ℎ
𝑣2𝑅

)︁ sh
(︁𝜇𝑘𝑧2
𝑅

)︁⎤⎦⎫⎬⎭𝜒𝑘

⟩
,

де

𝑐0 =

{︃
𝜔′

1111𝜔
′−1
1122;

𝜆1𝑞1(𝜆3𝑞3)
−1(𝜅′1133 + 𝜅′1313)𝜅

′−1
1122;

𝑐𝑖 =

{︃
𝜆3𝜔

′
1133𝑚𝑖𝜔

′−1
1122𝑛

−1
𝑖 ;

(𝜅′1133𝑚𝑖 − 𝜅′3113)𝜅
′−1
1122𝑛

−1
𝑖 ;

(𝑖 = 1, 2), 𝜃6 = 𝑚1𝑣
−3
1 +𝑚2𝑣

−3
2 ,

𝐹 *
𝑘 = (1 + 𝛼3

𝑘)𝛾
3
𝑘

[︃
𝑛1𝐴

*
𝑘𝐺𝑘(1;𝑅)

1− 𝛾2𝑘𝑣
2
1

(︂
𝛾𝑘𝑣1 sin(𝛾𝑘ℎ) cos

(︂
ℎ

𝑣1

)︂
− cos(𝛾𝑘ℎ) sin

(︂
ℎ

𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑛2𝐺𝑘(2;𝑅)

1− 𝛾2𝑘𝑣
2
2

(︂
𝛾𝑘𝑣2 sin(𝛾𝑘ℎ) cos

(︂
ℎ

𝑣2

)︂
− cos(𝛾𝑘ℎ) sin

(︂
ℎ

𝑣2

)︂)︂]︂⧸︁
⧸︁ (︂

𝛼3
𝑘𝐽0(𝛼𝑘𝑅)

[︂
𝑐1 − 𝑐0
𝑣1

𝐸*
𝑘

(︂
𝛼𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
cos

(︂
ℎ

𝑣1

)︂
+

+ ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︂
sin

(︂
ℎ

𝑣1

)︂)︂
+
𝑐2 − 𝑐0
𝑣2

𝑁*
𝑘

(︂
𝛼𝑘 sh

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
cos

(︂
ℎ

𝑣2

)︂
+

+ ch

(︂
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︂
sin

(︂
ℎ

𝑣2

)︂)︂]︂)︂
,

𝑁*
𝑘 =

𝑣2

[︃
cth

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︃
sh

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︃
− ch

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︃]︃

𝑛1 sh

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︃[︃
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0

𝑣2

]︃ ,
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𝐸*
𝑘 =

(𝑐0 − 𝑐2)

[︃
cth

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣2

)︃
sh

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︃
− ch

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︃]︃

(𝑐1 − 𝑐0)𝑣1 sh

(︃
𝛼𝑘ℎ

𝑣1

)︃[︃
(𝑐0 − 𝑐2)

𝑣1(𝑐1 − 𝑐0)
+
𝑠0

𝑣2

]︃ ,

𝐺𝑘(𝑖;𝑅) = (𝑐0 − 𝑐1)𝐼0(𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟) +
1− 𝑐0

𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟
𝐼1(𝛾𝑘𝑣𝑖𝑟),

𝛾𝑘 =
𝜋𝑘

ℎ
, 𝛼𝑘 =

𝜇𝑘

𝑅
, 𝐴*

𝑘 = −
𝑠0𝐼1(𝛾𝑘𝑣2𝑅)

𝐼1(𝛾𝑘𝑣1𝑅)
.

де 𝜒𝑘 — шуканi сталi.
Далi з подвiйних iнтегральних рiвнянь [15] та перших граничних умов

(2)–(3) визначимо невiдому функцiю 𝐹 (𝜂) для (8) через нескiнченну систему
констант 𝜒𝑘:

𝐹 (𝜂)

𝜂
=

2𝜀

𝜋

(︃
(1− 𝜒0)

𝜔2

𝑛1

𝜓(𝜂, 0) +
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘

𝑅
𝐹 *
𝑘

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
𝐸*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂
+ ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑣1𝑅

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝜒𝑘𝜓(𝜂, 𝜇𝑘)

)︂
, (10)

для вiдшукання невiдомих 𝜒0, 𝜒𝑘, що входять до (6), (7) та (10) отримаємо
нескiнченну систему:

𝛼̃𝑘𝜒𝑘 +
∞∑︁
𝑛=0

𝛼̃𝑘𝑛𝜒𝑛 = 𝛽𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .), (11)

де

𝛼̃0 = 𝜀

(︂
𝑅(𝑣2 + 𝑠)

2ℎ𝑣1𝑣2𝜃6(𝑠− 𝑠3)
− 2𝜔2

𝜋𝑛1

)︂
; 𝛼̃𝑘0 =

2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

𝜓(0, 𝜇𝑘); 𝛽0 = −2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

;

𝛽𝑘 = −2𝜀𝜔2

𝜋𝑛1

𝜓(0, 𝜇𝑘); 𝛼̃00 = 0;

𝛼̃𝑘 =
∞∑︁
𝑘=1

𝐹 *
𝑘

𝜇𝑘

𝑅

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ 𝐸*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*

𝑘 sh

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑘 ch

(︂
𝜇𝑘ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝜓(0, 𝜇𝑘);

𝛼̃0𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

{︃
𝛾4𝑛 cos(𝛾𝑛ℎ)𝑅𝐽0(𝜇𝑛)

[︃
𝐴*

𝑛𝑣
3
1𝐼1(𝛾𝑛𝑣1𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑛𝑛1𝑅2

+
𝑠𝑣32𝐼1(𝛾𝑛𝑣2𝑅)

𝜇2
𝑛 + 𝛾2𝑛𝑛2𝑅2

]︂
+

+
𝜇4
𝑛𝜀𝜔2

2𝑅4𝑛1

𝐽2
0 (𝜇𝑘)

[︂
1

𝑣1

(︂
𝐸*

𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑠

𝑣2

(︂
𝑁*

𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂
𝐹 *
𝑛

}︂
;
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𝛼̃𝑘𝑛 = −
∞∑︁
𝑛=1

{︂
𝐹 *
𝑛

𝜇𝑛

𝑅
𝜓(𝜇𝑘, 𝜇𝑛)

[︂
𝑚1

𝑛1

(︂
𝐸*

𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂
+ ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣1

)︂)︂
+

+
𝑚2

𝑛2

(︂
𝑁*

𝑛 sh

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂
+𝑀*

𝑛 ch

(︂
𝜇𝑛ℎ

𝑅𝑣2

)︂)︂]︂}︂)︂
.

Вiдмiтимо, що коефiцiєнти системи залежать вiд величин, що визначають
структуру пружного потенцiалу та висоту пружного штампа 𝐻.

Використавши умову рiвноваги (5), встановимо зв’язок мiж осiданням та
рiвнодiючою навантаження 𝑃 у виглядi

𝑃 =
𝜋𝜀𝑅2𝐶44(1 +𝑚1)𝑙1(𝑣2 + 𝑠𝑣1)

𝑣2𝑣1ℎ𝜃6
.

Визначивши невiдомi сталi 𝜒𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .) iз системи лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь (11), обчислимо компоненти перемiщень та напружень як
у пружних пiвпросторах, так i у пружному штампi за формулами (7) та (9).
Розв’язки представленi у виглядi рядiв через нескiнченну систему констант
𝜒𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .).

4. Числовi результати. Числовий аналiз представлений для потенцiалу
Трелоара (тiла неогукiвського типу) при наступних параметрах: 𝑅 = 2м, 𝐻 =
= 20м, ℎ = 10м, 𝜀 = 10−6м, 𝐸 = 3,92MПа, 𝜆1 = 0,7; 0,8; 0,9; 1,1; 1,2. Алгоритм
чисельного розв’язку базується на методi редукцiї та реалiзований у виглядi
програми в пакетi Maple.

Розподiл нормальних напружень 𝑄′(3)
33 у зонi контакту (при 𝑧𝑖 = ℎ/𝑣𝑖) та

вздовж пружного цилiндра представленi на рис. 2 та 3, вiдповiдно. Графiки
для перемiщень 𝑈 ′(3)

3 в зонi контакту (при 𝑧𝑖 = ℎ/𝑣𝑖) та вздовж поперечного
перерiзу пружного цилiндра (при 𝑧𝑖 = 0) зображенi на рис. 4 та 5, вiдповiдно.
Маємо зауважити, що на рис. 2–5 усi величини представленi у безрозмiрних
координатах.

Рис. 2. Контактнi напруження
𝑄′(3)

33 /𝑃 , при 𝑧𝑖ℎ/𝑣𝑖.
Рис. 3. Нормальнi напруження 𝑄′(3)

33 /𝑃
вздовж цилiндричного штампа.

Також, на рис. 2 та 3 пунктирна крива вiдповiдає контакту без початкових
напружень (𝜆1 = 1), а суцiльна — з початковими напруженнями. Причому у

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ЧИСЛОВИЙ РОЗВ’ЯЗОК КОНТАКТНОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ ПОПЕРЕДНЬО . . . 125

випадку вiдсутностi початкових (залишкових) напружень (𝜆1 = 1) графiк роз-
подiлу контактних напружень вiдповiдає вiдомим розв’язкам контактної задачi
про тиск двох пiвпросторiв на цилiндр [1].

Рис. 4. Контактнi перемiщення 𝑈 ′(3)
3 /𝜀

в зонi контакту.
Рис. 5. Перемiщення 𝑈 ′(3)

3 /𝜀, при
𝑧𝑖 = 0.

Рис. 6. Залежнiсть рiвнодiйної 𝑃 вiд коефiцiєнта видовження 𝜆1.

Дискретна залежнiсть числового значення рiвнодiйної навантаження 𝑃 вiд
коефiцiєнта видовження 𝜆1 представлена на рис. 6.

5. Висновок. На основi числового аналiзу можна зробити висновок, що по-
чатковi напруження суттєво впливають на основнi характеристики напружено-
деформованого стану тiл, що контактують. Крiм того, вплив початкових напру-
жень на розподiл контактних характеристик пружних пiвпросторiв та пружного
цилiндра полягає у тому, що:
1) у випадку стиску (𝜆1 < 1) початковi напруження у цилiндрi призводять в
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зонi контакту до збiльшення, а у випадку розтягу (𝜆1 > 1) — до зменшення
контактних напружень;

2) з рис. 3 можна побачити, що чим ближче до центрального поперечного пе-
рерiзу цилiндричного штампа, тим швидше нормальнi напруження 𝑄

′(3)
33 /𝑃

прямують до нуля;
3) з рис. 4 та 5 бачимо, що перемiщення 𝑈 ′(3)

3 /𝜀 приймають значно бiльшi
значення ближче до осi цилiндричного штампа, нiж до його бiчної поверхнi;

4) з рис. 6 можна зробити висновок, що значення рiвнодiйної навантаження 𝑃
зменшуються iз збiльшенням коефiцiєнта видовження 𝜆1, тобто при розтягу
(𝜆1 > 1) сила 𝑃 приймає бiльшi значення нiж при стиску (𝜆1 < 1).
З числових результатiвможна вiдмiтити значний вплив початкових напру-

жень на контактну взаємодiю двох пружних пiвпросторiв та пружного цилiн-
дричного штампа. Тому їх врахування дозволить значно покращити точнiсть
iнженерних обчислень при розрахунках на мiцнiсть конструкцiй та деталей ма-
шин, а також дозволить суттєво зменшити матерiалоємнiсть конструкцiй.
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Babich S. Yu., Yaretska N. O., Lazar V. F., Mikoryak M. V. Numerical
solution of the contact problem for a pre-stressed cylindrical stamp and two half-
spaces with initial stresses.

The article is devoted to the solution of the contact problem for a prestressed cylindrical
die and two elastic half-spaces with initial stresses in an analytical form without taking into
account frictional forces. We will assume that the surfaces outside the contact boundary
remain free from the influence of external forces, and at the contact boundary displacements
and stresses are continuous. The problem is solved in the case of unequal roots of the
defining equation.

The study is presented in a general form for the theory of large initial strains and
two variants of the theory of small initial strains within the linearized theory of elasticity
with an arbitrary structure of the elastic potential. It is assumed that the initial states of
the elastic cylindrical die and the elastic bases (half-spaces) are homogeneous and equal.
The research is carried out in the coordinates of the initial deformed state, which are
related to the Lagrangian coordinates (of the natural state). In addition, the influence of
the cylindrical stamp causes small perturbations of the corresponding values of the basic
stress-strain state. It is also assumed that the elastic cylindrical die and the elastic half-
spaces are made of different isotropic, transversally isotropic or composite materials. In
the case of orthotropic bodies, we will assume that the elastically equivalent directions
coincide with the direction of the coordinate axes in the deformed state. As a result, the
solutions of the given problem are presented in the form of infinite series, the coefficients
of which are determined from an infinite system of algebraic equations.

To study the problem, a large number of fundamental results are used, such as: Hankel
transformation, pair integral equations, orthogonal polynomials and other methods of the
theory of contact problems of the linear theory of elasticity. Numerical analysis is presented
for the Treloar potential in the form of graphs. Sufficient influence of the initial (residual)
stresses in two elastic half-spaces and an elastic cylindrical stamp on the distribution of
contact stresses in the contact area was noted.

Keywords: linearized theory of elasticity, initial (residual) stresses, contact problem,
cylindrical stamp, half-space.
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