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ФОРМАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ У КУЛI ДЛЯ
НЕОДНОРIДНОГО УЛЬТРАГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ З

ПОЛIНОМIАЛЬНОЮ ПРАВОЮ ЧАСТИНОЮ

В роботi знайдено формальний розв’язок задачi Дiрiхле у кулi для неоднорiдного
ультрагiперболiчного рiвняння з полiномiальною правою частиною. Процедура побу-
дови розв’язку базується на апаратi сферичних функцiй та теорiї гiпергеометричного
рiвняння Гаусса. При цьому шукана функцiя та вiдома права частина дослiджувано-
го рiвняння розкладаються в ряд Фур’є за сферичними гармонiками, якi є власними
функцiями оператора Лапласа-Бельтрамi. Зазначене розкладання дозволяє привести
вихiдне ультрагiперболiчне рiвняння до звичайного неоднорiдного диференцiального
рiвняння другого порядку. Вiдповiдне однорiдне рiвняння за допомогою пiдстанов-
ки перетворюється на гiпергеометричне рiвняння Гаусса, дослiдження якого полягає
у детальному аналiзi так званого виродженого випадку, коли розв’язок може бути
виражений через будь-якi два з 24 рядiв Куммера. Складнощi доведення гладкостi
розв’язку задачi Дiрiхле для ультрагiперболiчного рiвняння пов’язанi з тим, що ко-
жен наступний член формального ряду виражається через попереднiй за допомогою
громiздких рекурентних спiввiдношень.

Ключовi слова: ультрагiперболiчне рiвняння, задача Дiрiхле, сферичнi функцiї, гi-
пергеометричне рiвняння Гаусса, коефiцiєнти Фур’є, метод двоїстостi рiвняння-область.

1. Вступ. У роботi [1] одного з авторiв отримано повну класифiкацiю випад-
кiв iснування нетривiального розв’язку задачi Дiрiхле в одиничнiй 𝑛-вимiрнiй
кулi для однорiдного ультрагiперболiчного рiвняння з використанням апарату
сферичних функцiй та за допомогою методу двоїстостi рiвняння-область [2].
Дослiдження охоплює як випадок зональних, так i випадок тесеральних сфе-
ричних функцiй. Вузловi лiнiї зональних гармонiк утворенi паралелями, що
дiлять кульову поверхню на зони, у межах кожної з яких значення сферичної
функцiї зберiгає знак, а при переходi через вузлову лiнiю змiнює його на про-
тилежний; а вузловi лiнiї тесеральних гармонiк утворенi перетином паралелей
та меридiанiв, якi дiлять кульову поверхню на клiтини (всерединi кожної клi-
тини значення сферичної функцiї зберiгає знак, а при переходi через її межу
змiнює його на протилежний). Було доведено критерiй однозначної розв’язностi
задачi Дiрiхле для ультрагiперболiчного рiвняння у кулi, який формулюється
в термiнах нулiв ортогональних полiномiв Якобi.

В данiй роботi за допомогою теорiї гiпергеометричного рiвняння та сфери-
чних функцiй побудовано формальний розв’язок першої крайової задачi в кулi
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для неоднорiдного ультрагiперболiчного рiвняння з полiномiальною правою ча-
стиною.

2. Основний результат. Розглянемо однорiдну задачу Дiрiхле

𝑢|𝜕Ω = 0, (1)

у 𝑛-вимiрнiй кулi Ω = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 1− 𝑥2 > 0} для наступного рiвняння

𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+ . . .+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘
− 𝑎2

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑘+1

+ . . .+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑛

)︂
= 𝑓, (2)

вважаючи, що функцiя 𝑓 у правiй частинi (2) є полiномом. Тут 0 < 𝑘 < 𝑛,
𝑎 ∈ C.

Розкладатимемо шукану функцiю 𝑢 i вiдому функцiю 𝑓 в ряд за сферичними
гармонiками, спираючись на мiркування, якi наведено у роботi [1]. При цьому
вiдповiднi розкладання матимуть такий вигляд:

𝑢 (𝑥′, 𝑥′′) =

𝐿𝑖∑︁
𝑙̃=1

𝐿𝑗∑︁
𝑙=1

𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′)𝑆𝑖

𝑙̃
(𝜏 ′)𝑆𝑗

𝑙 (𝜏
′′),

𝑓 (𝑥′, 𝑥′′) =

𝐿𝑖∑︁
𝑙̃=1

𝐿𝑗∑︁
𝑙=1

𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′)𝑆𝑖

𝑙̃
(𝜏 ′)𝑆𝑗

𝑙 (𝜏
′′).

Зауважимо, що 𝜏 ′ = 𝑥′

|𝑥′| , 𝜏
′′ = 𝑥′′

|𝑥′′| , 𝑥
′ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), 𝑥′′ = (𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛). Крiм

того, сферичнi функцiї порядкiв 𝑖 та 𝑗 розкладенi за базисами {𝑆𝑖
𝑙̃
}𝐿𝑖

𝑙̃=1
, {𝑆𝑗

𝑙 }
𝐿𝑗

𝑙=1.
Пiсля пiдстановки зазначених розкладiв у рiвняння (2) та прирiвнювання

коефiцiєнтiв Фур’є 𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) , 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) при однакових базисних сферичних

функцiях приходимо до рiвняння[︂
𝜕2

𝜕𝑅′2 +
𝑘 − 1

𝑅′ · 𝜕

𝜕𝑅′ +
𝐼𝑖
𝑅′2−

− 𝑎2
{︂

𝜕2

𝜕𝑅′′2 +
𝑛− 𝑘 − 1

𝑅′′
𝜕

𝜕𝑅′′ +
𝐽𝑗
𝑅′′2

}︂]︂
𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) = 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) ,

яке можна записати в еквiвалентнiй формi:[︃
𝜕2

𝜕𝑅′2 +
𝑘 − 1

𝑅′
𝜕

𝜕𝑅′ +
𝜕2

𝜕
(︀
−𝑅′′2

𝑎2

)︀ +
𝑛− 𝑘 − 1(︀

−𝑅′′

𝑎

)︀ 𝜕

𝜕
(︀
−𝑅′′

𝑎

)︀+
+

𝐼𝑖
𝑅′2 +

𝐽𝑗(︀
−𝑅′′2

𝑎2

)︀]︃𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) = 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) ,

(3)

де 𝐼𝑖 = −𝑖 (𝑖+ 𝑘 − 2) , 𝐽𝑗 = −𝑗 (𝑗 + 𝑛− 𝑘 − 2).
При переходi до сферичних координат умова Дiрiхле (1) перетворюється на

умову вигляду:
𝑢|𝑅′2+𝑅′′2=1 = 0,

звiдки 𝑢 = (𝑅′2 +𝑅′′2 − 1) 𝑢̃ (в силу теореми Безу [3]). Таким чином,

𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) =

(︀
𝑅′2 +𝑅′′2 − 1

)︀
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) .
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Тепер, поклавши 𝑅̃′′2 = −𝑅′′2

𝑎2
, що означає 𝑅′′2 = −𝑎2𝑅̃′′2, одержимо:

𝑢𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝑅′, 𝑅′′) =

(︁
𝑅′2 − 𝑎2𝑅̃′′2 − 1

)︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙

(︁
𝑅′, 𝑅̃′′

)︁
.

Отже, рiвнiсть (3) набуває вигляду:[︂
𝜕2

𝜕𝑅′2 +
𝑘 − 1

𝑅′ · 𝜕

𝜕𝑅′ +
𝐼𝑖
𝑅′2 +

𝜕2

𝜕𝑅̃′′2
+
𝑛− 𝑘 − 1

𝑅̃′′
· 𝜕

𝜕𝑅̃′′
+

𝐽𝑗

𝑅̃′′2

]︂
×

×
(︁
𝑅′2 − 𝑎2𝑅̃′′2 − 1

)︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙

(︁
𝑅′, 𝑅̃′′

)︁
= 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙

(︁
𝑅′, 𝑅̃′′

)︁
.

(4)

Далi, перейшовши до полярних координат (𝜌, 𝜙) : 𝑅′ = 𝜌 cos𝜙, 𝑅̃′′ = 𝜌 sin𝜙,
отримаємо iз (4) наступну рiвнiсть:[︂

𝜕2

𝜕𝜌2
+
𝑛− 1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜙2
+

(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝜌2
cot𝜙− 𝑘 − 1

𝜌2
tan𝜙

)︂
𝜕

𝜕𝜙
+

+
𝐼𝑖

𝜌2cos2 𝜙
+

𝐽𝑗
𝜌2sin2 𝜙

]︂ [︁(︀
𝜌2cos2 𝜙− 𝑎2𝜌2 sin2 𝜙− 1

)︀
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝜌, 𝜙)

]︁
= 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝜌, 𝜙) .

(5)

Виконавши розкладання функцiй 𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙
(𝜌, 𝜙) та 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝜌, 𝜙) за степенями 𝜌 i пiд-

ставивши отримане в (5), для старшого степеня однорiдностi 𝑚 матимемо:[︂
𝜕2

𝜕𝜌2
+
𝑛− 1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜙2
+

(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝜌2
cot𝜙− 𝑘 − 1

𝜌2
tan𝜙

)︂
𝜕

𝜕𝜙
+

+
𝐼𝑖

𝜌2 cos2 𝜙
+

𝐽𝑗
𝜌2 sin2 𝜙

]︂{︁
𝜌2+𝑚𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙
(𝜙)
}︁
= 𝜌𝑚𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙) ,

(6)

де 𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) та 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙) — тригонометричнi полiноми вiд cos𝜙 та sin𝜙. Виходячи

з того, що[︂
𝜕2

𝜕𝜌2
+
𝑛− 1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜙2
+

(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝜌2
cot𝜙− 𝑘 − 1

𝜌2
tan𝜙

)︂
𝜕

𝜕𝜙
+

+
𝐼𝑖

𝜌2cos2𝜙
+

𝐽𝑗
𝜌2 sin2 𝜙

]︂{︁
𝜌2+𝑚𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙)
}︁
=

= 𝜌𝑚
[︂(︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

)︁′′
(𝜙) + ((𝑛− 𝑘 − 1) cot𝜙− (𝑘 − 1) tan𝜙) (𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
)′ (𝜙) +

+

(︂
(𝑚+ 2) (𝑚+ 𝑛) +

𝐼𝑖
cos2 𝜙

+
𝐽𝑗

sin2 𝜙

)︂
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙)

]︂
,

рiвнiсть (6) пiсля дiлення на 𝜌𝑚 перетвориться на звичайне неоднорiдне дифе-
ренцiальне рiвняння другого порядку, а саме:(︁

𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

)︁′′
(𝜙) +

(︀
(𝑛− 𝑘 − 1) cot𝜙− (𝑘 − 1) tan𝜙

)︀
(𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
)′ (𝜙)+

+

(︂
(𝑚+ 2) (𝑚+ 𝑛) +

𝐼𝑖
cos2 𝜙

+
𝐽𝑗

sin2 𝜙

)︂
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) = 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙) .

(7)
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При цьому вiдповiдне однорiдне рiвняння (7) приводиться до гiпергеометри-
чного рiвняння Гаусса

𝑦 (1− 𝑦)
𝑑2𝑤

𝑑𝑦2
+ [𝐶 − (𝐴+𝐵 + 1) 𝑦]

𝑑𝑤

𝑑𝑦
− 𝐴𝐵𝑤 = 0,

так, як це показано в роботi [4].
Слiд пiдкреслити, що в [4] знайдено та описано всi розв’язки гiпергеометри-

чного рiвняння. Його дослiдження полягає у детальному аналiзi так званого
виродженого випадку, в якому розв’язок може бути виражений через будь-якi
два з 24 рядiв Куммера (див. [5]).

Розглянемо для визначеностi випадок 1) твердження 2.1 роботи [4]. У такiй
ситуацiї одним iз розв’язкiв гiпергеометричного рiвняння є функцiя

𝑤 (𝑦) = 𝐹

(︂
1− 𝑚+ 𝑖+ 𝑗 + 𝑛

2
, 2 +

𝑚− 𝑖− 𝑗

2
, 2− 𝑖− 𝑘

2
, 𝑦

)︂
,

але тодi функцiя

𝑍 (𝑦) = 𝑦
1
2
(2−𝑖−𝑘)(𝑦 − 1)

1
2
(2−𝑗−𝑛+𝑘)×

× 𝐹

(︂
1− 𝑚+ 𝑖+ 𝑗 + 𝑛

2
, 2 +

𝑚− 𝑖− 𝑗

2
, 2− 𝑖− 𝑘

2
, 𝑦

)︂
,

буде, вiдповiдно, розв’язком диференцiального рiвняння

𝑦2(1− 𝑦)2𝑍 ′′ − 1

2
𝑦 (1− 𝑦) (𝑛𝑦 − 𝑘)𝑍 ′ +

1

4
[𝐼𝑖 + ((𝑚+ 2) (𝑚+ 𝑛) −

− 𝐼𝑖 + 𝐽𝑗) 𝑦 − (𝑚+ 2) (𝑚+ 𝑛) 𝑦2
]︀
𝑍 = 0.

Звiдси робимо висновок, що розв’язок однорiдного диференцiального рiвня-
ння (7) можна записати у виглядi:

𝑢̃(0)𝑚 (𝜙) = (cos𝜙)2−𝑖−𝑘(sin𝜙)2−𝑗−𝑛+𝑘×

× 𝐹

(︂
1− 𝑚+ 𝑖+ 𝑗 + 𝑛

2
, 2 +

𝑚− 𝑖− 𝑗

2
, 2− 𝑖− 𝑘

2
, cos2 𝜙

)︂
.

Повертаючись до неоднорiдного рiвняння (7), зробимо в ньому пiдстановку

𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) = 𝑢̃(0)𝑚 (𝜙) · 𝑣 (𝜙) ,

де 𝑢̃(0)𝑚 (𝜙) — знайдений вище ненульовий розв’язок рiвняння (7), тодi (див. [6])
матимемо:

𝑣′′ (𝜙) +

⎛⎜⎝2
(︁
𝑢̃
(0)
𝑚

)︁′
𝑢̃
(0)
𝑚

+ (𝑛− 𝑘 − 1) cot𝜙− (𝑘 − 1) tan𝜙

⎞⎟⎠ · 𝑣′ (𝜙) =
𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙)

𝑢̃
(0)
𝑚 (𝜙)

.

Останнє рiвняння допускає пониження порядку i зводиться до рiвняння з
вiдокремлюваними змiнними. Як показано в довiднику [6], загальний розв’язок
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рiвняння (7) має наступний вигляд:

𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) = 𝑐1𝑢̃
(0)
𝑚 (𝜙)+𝑐2𝑢̃

(0)
𝑚 (𝜙) ·

∫︁
𝑑𝜙

𝐸
(︁
𝑢̃
(0)
𝑚 (𝜙)

)︁2 + 𝑢̃(0)𝑚 (𝜙)×

×
∫︁

1

𝐸
(︁
𝑢̃
(0)
𝑚 (𝜙)

)︁2 (︂∫︁ 𝐸𝑢̃(0)𝑚 (𝜙) 𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙) 𝑑𝜙

)︂
𝑑𝜙.

(8)

У рiвностi (8) 𝑐1, 𝑐2 — довiльнi сталi,

𝐸 = exp

∫︁ [︁
(𝑛− 𝑘 − 1) cot𝜙− (𝑘 − 1) tan𝜙

]︁
𝑑𝜙 = (sin𝜙)𝑛−𝑘−1(cos𝜙)𝑘−1.

Повернемось знову до рiвняння (5). Позначивши оператор

L =
𝜕2

𝜕𝜌2
+
𝑛− 1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜙2
+

+

(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝜌2
cot𝜙− 𝑘 − 1

𝜌2
tan𝜙

)︂
𝜕

𝜕𝜙
+

𝐼𝑖
𝜌2 cos2 𝜙

+
𝐽𝑗

𝜌2 sin2 𝜙
,

iз (5) для наступного степеня однорiдностi 𝑚− 2 отримаємо спiввiдношення

L
(︁
𝜌𝑚𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)
)︁
− L

(︁
𝜌𝑚𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚
(𝜙)
)︁
= 𝜌𝑚−2𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) .

Звiдси

L𝜌𝑚
{︁(︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚−2

(𝜙)− 𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙)
)︁}︁

= 𝜌𝑚−2𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) ,

що рiвносильне рiвностi

𝜌𝑚−2̃︀L(︂ 𝜕

𝜕𝜙

)︂[︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚−2

(𝜙)− 𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙)
]︁
= 𝜌𝑚−2𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) , (9)

де

̃︀L(︂ 𝜕

𝜕𝜙

)︂
=

𝜕2

𝜕𝜙2
+
(︁
(𝑛− 𝑘 − 1) cot𝜙− (𝑘 − 1) tan𝜙

)︁ 𝜕

𝜕𝜙
+

+ (𝑚+ 2) (𝑚+ 𝑛) +
𝐼𝑖

cos2 𝜙
+

𝐽𝑗
sin2 𝜙

.

Роздiливши обидвi частини рiвностi (9) на 𝜌𝑚−2 i позбувшись однiєї з двох
змiнних, отримаємо рiвняння вiдносно невiдомої функцiї 𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙):

̃︀L(︂ 𝜕

𝜕𝜙

)︂ ̃︀𝑢𝑖𝑗̃︀𝑙𝑙𝑚−2
(𝜙) = Q (𝜙) + 𝑓 𝑖𝑗̃︀𝑙𝑙𝑚−2

(𝜙) . (10)

Тут Q (𝜙) = ̃︀L(︁ 𝜕
𝜕𝜙

)︁
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) – результат дiї оператора ̃︀L(︁ 𝜕
𝜕𝜙

)︁
на знайдений

вище розв’язок 𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚

(𝜙) рiвняння (7).
Дослiдження отриманого диференцiального рiвняння другого порядку (10)

подiбне до дослiдження рiвняння (7). Спочатку розглядається вiдповiдне одно-
рiдне рiвняння i знаходиться один з його нетривiальних розв’язкiв 𝑢̃𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙).
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Потiм за допомогою пiдстановки, описаної в книзi [6] на с. 144, можна перейти
вiд рiвняння (10) до рiвняння першого порядку з вiдокремлюваними змiнними.
При цьому шуканий загальний розв’язок рiвняння (10) матиме вигляд:

𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚−2

(𝜙) = 𝑐3𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) + 𝑐4𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) ·

∫︁
𝑑𝜙

𝐸
(︁
𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)
)︁2 + 𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)×

×
∫︁

1

𝐸
(︁
𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)
)︁2 (︂∫︁ 𝐸𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)
[︁
𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙) + Q (𝜙)

]︁
𝑑𝜙

)︂
𝑑𝜙.

Продовжуючи аналiз рiвняння (5), в якому невiдома функцiя та права ча-
стина розкладенi в ряд за степенями 𝜌, на наступному кроцi одержимо спiввiд-
ношення для степеня однорiдностi 𝑚− 4:

L
(︁
𝜌𝑚−2𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙)
)︁
− L

(︁
𝜌𝑚−2𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−2
(𝜙)
)︁
= 𝜌𝑚−4𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙) .

Пiсля дiлення на 𝜌𝑚−4 останнє рiвняння стає рiвнянням, що залежить вiд однi-
єї змiнної, i процедура знаходження його розв’язку 𝑢̃𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙) така сама, як у

випадку рiвнянь (7) та (10). Отже,

𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚−4

(𝜙) = 𝑐5𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙) + 𝑐6𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙) ·

∫︁
𝑑𝜙

𝐸
(︁
𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙)
)︁2 + 𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙)×

×
∫︁

1

𝐸
(︁
𝑢̃
𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙)
)︁2 (︂∫︁ 𝐸𝑢̃

𝑖𝑗(0)

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙)

[︂
𝑓 𝑖𝑗

𝑙̃𝑙𝑚−4
(𝜙) + ̃︀L(︂ 𝜕

𝜕𝜙

)︂
𝑢̃𝑖𝑗
𝑙̃𝑙𝑚−2

(𝜙)

]︂
𝑑𝜙

)︂
𝑑𝜙.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. При вивченнi
питань однозначної розв’язностi задачi Дiрiхле для ультрагiперболiчного рiв-
няння в кулi (див. [1], [4]) був застосований метод двоїстостi рiвняння-область,
що дозволило встановити критерiй порушення єдиностi розв’язку даної зада-
чi в термiнах нулiв класичних полiномiв Якобi. При цьому шукана функцiя
розкладається в ряд Фур’є за сферичними гармонiками, якi є власними фун-
кцiями оператора Лапласа-Бельтрамi. Вказане розкладання дозволяє привести
початкове ультрагiперболiчне рiвняння до звичайного неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння другого порядку, а граничну умову Дiрiхле — до певного
спiввiдношення з параметром 𝑎. Вiдповiдне однорiдне рiвняння за допомогою
пiдстановки перетворюється на гiпергеометричне рiвняння Гаусса, дослiджен-
ня якого полягає у детальному аналiзi так званого виродженого випадку, коли
розв’язок може бути виражений через будь-якi два з 24 рядiв Куммера.

Метою даної роботи, в основу якої покладено результати, отриманi в [1], [4],
було знайти формальний розв’язок першої крайової задачi в кулi для неоднорi-
дного ультрагiперболiчного рiвняння з полiномiальною правою частиною, базу-
ючись на спостереженнях та дослiдженнi, що наводиться у роботi [1]. Важливо
пiдкреслити, що в процесi побудови розв’язку застосовано апарат сферичних
функцiй та теорiю гiпергеометричного рiвняння Гаусса.

Поступово виводячи з рiвняння (5) спiввiдношення, якi пов’язують рiзнi сте-
пенi однорiдностi шуканої функцiї та правої частини, починаючи зi старшого
степеня, одержали скiнченний набiр рiвнянь, з яких визначаються компоненти
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розкладання розв’язку задачi (1), (2). У такий спосiб вказано процедуру побу-
дови формального розв’язку задачi Дiрiхле для неоднорiдного ультрагiпербо-
лiчного рiвняння в одиничнiй кулi. В отриманому рядi кожен наступний член
може бути виражений через попереднiй за допомогою рекурентних спiввiдно-
шень.
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