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УЗАГАЛЬНЕННЯ НЕГАТИВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ ДЛЯ
IНТЕРПОЛЯЦIЙНОГО МОНОТОННОГО НАБЛИЖЕННЯ

ФУНКЦIЙ, ЩО МАЮТЬ ДРОБОВУ ПОХIДНУ В ПРОСТОРI
СОБОЛЄВА З IНДЕКСОМ 𝑟 ∈ (2, 3)

Питання монотонної апроксимацiї це питання наближення монотонних функцiй з
простору Соболєва монотонними алгебраїчними полiномами. Дослiджується питання
наближення монотонних функцiй iз простору Соболєва W𝑟[0, 1] з дiйсним iндексом
𝑟 ∈ (2, 3) алгебраїчними полiномами. Побудовано контрприклад, якийй показує, що
для 𝑟 ∈ (2, 3) оцiнка

|𝑓(𝑥)− 𝑝𝑛(𝑥)| ≤ 𝑐(𝑟)

(︃√︀
𝑥(1− 𝑥)

𝑛

)︃𝑟

, 𝑛 > 𝑟

є хибною. Результат отриманий в роботi є узагальненням аналогiчних результатiв для
простору Соболєва з натуральним iндексом 𝑟 > 2.

Ключовi слова: наближення функцiї, простiр Соболєва, алгебраїчний полiном, мо-
нотонна функцiя.

1. Вступ. Нехай 𝑊 𝑟, 𝑟 ∈ N клас функцiй 𝑓 ∈ 𝐶 [0, 1], таких, що мають аб-
солютно неперервну (𝑟 − 1) похiдну i |𝑓 (𝑟)(𝑥)| ≤ 1 майже скрiзь на [0, 1]. Те-
ляковський [1] для 𝑟 = 1 та Гопенгауз для 𝑟 ∈ N [4] посилили пряму теорему
Нiкольського – Тiммана довiвши, що кожну функцiю 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟 можна наблизити
алгебраїчним многочленом 𝑝𝑛 степеня < 𝑛 так, що

|𝑓(𝑥)− 𝑝𝑛(𝑥)| ≤ 𝑐(𝑟)

(︃√︀
𝑥(1− 𝑥)

𝑛

)︃𝑟

, 𝑛 > 𝑟, (1)

де 𝑐 — абсолютна стала.
DeVore та Yu [2] довели, що при 𝑟 = 1, 2 оцiнка (1) справедлива i при набли-

женнi монотонної функцiї монотонним многочленом. А саме, якщо монотонна
функцiя 𝑓 ∈ 𝑊 𝑟, то iснує монотонний многочлен 𝑝𝑛, такий, що має мiсце (1).
В роботi [5] доведено, що для натурального 𝑟 > 2, 𝑟 ∈ N оцiнка (1), взагалi
кажучи, невiрна для монотонного наближення. Для опуклого наближення при
𝑟 > 2, 𝑟 ∈ N доведено [7], що оцiнка (1) також є невiрною. Для 𝑟 ∈ R введе-
мо клас функцiй 𝑊 𝑟[0, 1], таких, що 𝐷𝑟−1

0+ 𝑓 абсолютно неперервна i
⃒⃒
𝐷𝑟

0+𝑓
⃒⃒
≤ 1

майже скрiзь на [0, 1] (тут 𝐷𝑟−1
0+ 𝑓 — лiвостороння дробова похiдна [3]). Будемо
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позначати через
∏︀

𝑛 — множину всiх алгебраїчних полiномiв степеня ≤ 𝑛 i че-
рез∆1 множину монотонних на [0, 1] функцiй. Основним результатом є теорема,
яка узагальнює результат роботи [6] на класи 𝑊 𝑟[0, 1] ∩∆1 з 𝑟 ∈ (2, 3) , 𝑟 ∈ R.

2. Основнi означення та допомiжнi твердження. Спочатку нагадаємо
основнi означення та факти, якi використовуються в роботi.

Означення 1. Нехай 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿1(𝑎, 𝑏). Iнтеграли

(𝐼𝛼𝑎+𝜙)(𝑥)
𝑑𝑒𝑓
=

1

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝜙(𝑡)

(𝑥− 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡, 𝑥 > 𝛼, (2)

(𝐼𝛼𝑏−𝜙)(𝑥)
𝑑𝑒𝑓
=

1

Γ(𝛼)

𝑏∫︁
𝑥

𝜙(𝑡)

(𝑥− 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡, 𝑥 < 𝑏, (3)

де 𝛼 > 0 називаються iнтегралами дробового порядку 𝛼. Перший називають
лiвостороннiм, а другий правостороннiм. Що стосується дробового диференцi-
ювання, то його слiд ввести, як операцiю обернену дробовому iнтегруванню [6].

Означення 2. Для функцiї 𝑓(𝑥), що задана на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] кожен iз ви-
разiв

(𝐷𝛼
𝑎+𝑓)(𝑥) =

1

Γ(1− 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫︁
𝑎

𝑓(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝛼
𝑑𝑡, (4)

(𝐷𝛼
𝑏−𝑓)(𝑥) =

1

Γ(1− 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥

𝑏∫︁
𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝛼
𝑑𝑡, (5)

називається дробовою похiдною порядку 𝛼, 0 < 𝛼 < 1 вiдповiдно лiвосторон-
ньою та правосторонньою.

Перейдемо до дробових похiдних порядкiв 𝛼 ≥ 1

𝛼 = [𝛼] + {𝛼},

де [𝛼] — цiла частина числа 𝛼 i {𝛼} — дробова частина числа 𝛼. Якщо 𝛼 —
цiле число, то пiд дробовою похiдною порядку 𝛼 будемо розумiти звичайне
диференцiювання:

𝐷𝛼
𝑎+ =

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝛼

, 𝐷𝛼
𝑏− =

(︂
− 𝑑

𝑑𝑥

)︂𝛼

, 𝛼 = 1, 2, 3, . . . (6)

Якщо ж 𝛼 — не цiле, то правильно ввести за формулами:

𝐷𝛼
𝑎+𝑓 =

1

Γ(𝑛− 𝛼)

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑛
𝑥∫︁

𝑎

𝑓(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝛼−𝑛+1𝑑𝑡, 𝑛 = [𝛼] + 1, (7)

𝐷𝛼
𝑏−𝑓 =

(−1)𝑛

Γ(𝑛− 𝛼)

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑛
𝑏∫︁

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑡− 𝑥)𝛼−𝑛+1𝑑𝑡, 𝑛 = [𝛼] + 1. (8)

Наступна теорема дає достатнi умови для iснування дробових похiдних будь-
якого порядку 𝛼, 𝛼 > 0 [6].
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Теорема 1. Нехай 𝛼 > 0 та функцiя 𝑓(𝑥) має абсолютно неперервну по-
хiдну порядку 𝑛, 𝑛 = [𝛼] + 1. Тодi 𝐷𝛼

𝛼+𝑓 iснує майже скрiзь i може бути
представлена у виглядi

𝐷𝛼
𝑎+𝑓 =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑎)

Γ(1 + 𝑘 − 𝛼)
(𝑥− 𝑎)𝑘−𝛼+

1

Γ(𝑛− 𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑓 (𝑛)(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝛼−𝑛+1𝑑𝑡.

3. Основний результат.

Теорема 2. Нехай 𝑟 ∈ (2, 3). Тодi для кожного 𝑛 ∈ N, для будь-якої до-
датної на (0, 1) функцiї 𝜓, такої, що lim

𝑥→0
𝜓(𝑥) = 0 i lim

𝑥→1
𝜓(𝑥) = 0 iснує така

функцiя 𝐹 = 𝐹𝑟,𝑛 ∈ 𝑊 𝑟[0, 1] ∩ ∆1, що для будь-якого полiнома 𝑝𝑛 ∈ Π𝑛 ∩ ∆1

справедлива одна з таких властивостей:

lim
𝑥→0

|𝐹 (𝑥)− 𝑝𝑛(𝑥)|
𝜙2(𝑥)𝜓(𝑥)

= +∞, (9)

або

lim
𝑥→1

|𝐹 (𝑥)− 𝑝𝑛(𝑥)|
𝜙2(𝑥)𝜓(𝑥)

= +∞, (10)

де 𝜙(𝑥) =
√︀
𝑥(1− 𝑥).

Доведення. Нехай 𝑟 ∈ (2, 3) i 𝑚 = [𝑟] + 1 = 3.
Розглянемо функцiю:

𝑓(𝑥) :=

{︃
(𝑏−𝑥)3

3!
+ 𝑏3(𝑥+ 7)− 𝑏3(1 + 𝑥)−

1
𝑏 + 𝑏3

4
(1− 𝑥)

1
𝑏 , 𝑥 ∈ [0, 𝑏],

𝑏3(𝑥+ 7)− 𝑏3(1 + 𝑥)−
1
𝑏 + 𝑏3

4
(1− 𝑥)

1
𝑏 , 𝑥 ∈ (𝑏, 1],

де 𝑏 = 1
468𝑛2 .

Тодi

𝑓 ′(𝑥) :=

{︃
− (𝑏−𝑥)2

2
+ 𝑏3 + 𝑏2(1 + 𝑥)−

1
𝑏
−1 − 𝑏2

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−1, 𝑥 ∈ [0, 𝑏],

𝑏3 + 𝑏2(1 + 𝑥)−
1
𝑏
−1 − 𝑏2

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−1, 𝑥 ∈ (𝑏, 1],

𝑓 ′′(𝑥) :=

{︃
𝑏− 𝑥− 𝑏(𝑏+ 1)(1 + 𝑥)−

1
𝑏
−2 + 𝑏(1−𝑏)

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−2, 𝑥 ∈ [0, 𝑏],

−𝑏(𝑏+ 1)(1 + 𝑥)−
1
𝑏
−2 + 𝑏(1−𝑏)

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−2, 𝑥 ∈ (𝑏, 1],

𝑓 ′′′(𝑥) :=

{︃
−1 + (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)(1 + 𝑥)−

1
𝑏
−3 − (1−𝑏)(1−2𝑏)

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−3, 𝑥 ∈ [0, 𝑏),

(𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)(1 + 𝑥)−
1
𝑏
−3 − (1−𝑏)(1−2𝑏)

4
(1− 𝑥)

1
𝑏
−3, 𝑥 ∈ (𝑏, 1].

З явного вигляду функцiї 𝑓(𝑥) та її похiдних, можна отримати нерiвностi:

𝑓(0) =
17

3
𝑏3 > 0, 𝑓(1) = 8𝑏3 − 𝑏3 · 2−

1
𝑏 < 8𝑏3 <

45

4
𝑏3,

𝑓(𝑏) = 𝑏3(𝑏+ 7)− 𝑏3(1 + 𝑏)−
1
𝑏 +

𝑏3

4
(1− 𝑏)

1
𝑏 ∼ 𝑏4 + 7𝑏3 − 𝑏3

𝑒
+
𝑏3

4𝑒
∼

∼ 7𝑏3 − 3𝑏3

4𝑒
=

(28𝑒− 3)𝑏3

4𝑒
,
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𝑓 ′(0) = −𝑏
2

2
+ 𝑏3 + 𝑏2 − 𝑏2

4
=
𝑏2

4
+ 𝑏3 > 0, 𝑓 ′(1) = 𝑏3 + 𝑏22 · 2−

1
𝑏
−1 ∼ 𝑏3 > 0,

𝑓 ′(𝑏) = 𝑏3 + 𝑏2(1 + 𝑏)−
1
𝑏
−1 − 𝑏2

4
(1− 𝑏)

1
𝑏
−1 ∼ 𝑏3 +

𝑏2

𝑒
− 𝑏2

4𝑒
= 𝑏3 +

3𝑏2

4𝑒
> 0,

𝑓 ′′(0) = 𝑏− 𝑏(𝑏+ 1) +
𝑏(1− 𝑏)

4
= 𝑏− 𝑏2 − 𝑏+

𝑏

4
− 𝑏2

4
=
𝑏

4
− 5𝑏2

4
∼ 𝑏

4
> 0,

∀𝑥 ∈ [0, 1] : 𝑓 ′(𝑥) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ [0, 1] : 𝑓(𝑥) ≥ 0,

𝑓 ′′(1) = −𝑏(𝑏+ 1)2−
1
𝑏
−2 < 0,

𝑓 ′′(𝑏) = −𝑏(𝑏+ 1)𝑒−1 +
𝑏(1− 𝑏)

4
𝑒−1 = −𝑏

𝑒
(𝑏+ 1− 1− 𝑏

4
) = −𝑏

𝑒
· 3 + 5𝑏

4
< 0,

𝑓 ′′′(0) = −1 + (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)− (1− 𝑏)(1− 2𝑏)

4
= 3𝑏+ 2𝑏2 − 1

4
+

3𝑏

4
− 𝑏2

4
=

= −1

4
+

15𝑏

4
+

7𝑏2

4
< 0,

𝑓 ′′′(1) = (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)2−
1
𝑏
−3 > 0,

𝑓 ′′′(𝑏+) = (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)(1 + 𝑏)−
1
𝑏
−3 − (1− 𝑏)(1− 2𝑏)

4
(1− 𝑏)

1
𝑏
−3 ∼

∼ (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)𝑒−1 − (1− 𝑏)(1− 2𝑏)

4
𝑒−1 > 0,

𝑓 ′′′(𝑏−) = −1 + (𝑏+ 1)(2𝑏+ 1)− (1− 𝑏)(1− 2𝑏)

4
𝑒−1 < 0.

Очевидно, що ∀𝑥 ∈ [0, 𝑏) : 𝑓 ′′′(𝑥) < 0 i ∀𝑥 ∈ (𝑏, 1] : 𝑓 ′′′(𝑥) > 0. З нерiвностей
наведених вище бачимо, що i функцiя 𝑓(𝑥) зростає.

Далi розглянемо функцiю 𝐹 (𝑥) = 𝑥3𝑓(𝑥). Доведемо, що 𝐹 ∈ 𝑊 𝑟[0, 1] ∩ ∆1.
Спочатку покажемо, що 𝐹 ∈ ∆1. 𝐹 ′(𝑥) = 3𝑥2𝑓(𝑥) + 𝑥3𝑓 ′(𝑥) ≥ 0 з доведеного
вище. Тодi 𝐹 ∈ ∆1.

Тепер доведемо, що 𝐹 ∈ 𝑊 𝑟[0, 1]. За Теоремою 2.3 в роботi [3] за формулами
(7) або (8) маємо:

𝐷𝑟
0+𝐹 (𝑥) =

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐹 (𝑘)(0)

Γ(1 + 𝑘 − 𝑟)
𝑥𝑘−𝑟 +

1

Γ(𝑚− 𝑟)

𝑥∫︁
0

𝐹 (𝑚)(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝑟−𝑚+1𝑑𝑡 =

=
2∑︁

𝑘=0

𝐹 (𝑘)(0)

Γ(1 + 𝑘 − 𝑟)
𝑥𝑘−𝑟 +

1

Γ(3− 𝑟)

𝑥∫︁
0

𝐹 (3)(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝑟−2𝑑𝑡,

майже скрiзь на [0, 1].

Так як 𝐹 (𝑘)(0) = 0 при 𝑘 = 0, 1, 2, то 𝐷𝑟
0+𝐹 (𝑥) = 1

Γ(3−𝑟)

𝑥∫︀
0

𝐹 (3)(𝑡)

(𝑥−𝑡)𝑟−2𝑑𝑡 майже

скрiзь на [0, 1]. Очевидно, що ∃𝑐 > 0, 𝑐 ∈ R така, що ∀𝑥 ∈ [0, 1] : |𝐹 (3)(𝑥)| ≤ 𝑐.
Тодi

|𝐷𝑟
0+𝐹 (𝑥)| ≤

𝑐

Γ(3− 𝑟)

𝑥∫︁
0

𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)𝑟−2 =
𝑐

Γ(3− 𝑟)

𝑥3−𝑟

3− 𝑟
≤ 𝑐

(3− 𝑟)Γ(3− 𝑟)
.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Таким чином, 𝐷𝑟
0+𝐹 (𝑥) iснує майже скрiзь на [0, 1]. Очевидно, що

𝐷𝑟−1
0+ 𝐹 (𝑥) =

1

Γ(2− 𝑟)

𝑥∫︁
0

𝐹 (2)(𝑡)

(𝑥− 𝑡)𝑟−2𝑑𝑡,

буде абсолютно неперервною. Отже, 𝐹 ∈ 𝑊 𝑟[0, 1]
⋂︀
∆1.

Нехай iснує многочлен 𝑞𝑛, який є монотонним i для якого умова (9) не ви-
конується. Тодi, для деякої сталої 𝐵 маємо:

|𝐹 (𝑥)− 𝑞𝑛(𝑥)| ≤ 𝐵𝑥𝜓(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏.

Звiдси випливає, що 𝑞𝑛(0) = 𝐹 (0) = 0 i 𝑞′𝑛(0) = 𝐹 ′(0) = 0. Так як 𝑞′𝑛(𝑥) ≥
≥ 0, 𝑥 ∈ [0, 1] i 𝑞𝑛(0) = 0 зумовлює 𝑞𝑛(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ [0, 1] , тодi 𝑞𝑛(𝑥) зростає на
[0, 1] i 𝑞𝑛(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ [0, 1] .

Тодi многочлен 𝑞𝑛 має вигляд 𝑞𝑛(𝑥) = 𝑥2 · ℎ𝑛1(𝑥), де ℎ𝑛1 многочлен степеня
≤ 𝑛1, 𝑛1 ≤ 𝑛− 2.

Розглянемо многочлен 𝑞𝑛(𝑥) = 𝑞𝑛(𝑥) + 𝑓(0)𝑥+ 𝑓 ′(0).

𝑏2

18
<
𝑏2

4
+ 𝑏3 = |𝑓 ′(0)| = |𝑞𝑛(0)| ≤ 2𝑛2 ‖ 𝑞𝑛 ‖ .

За побудовою многочлена 𝑞𝑛(𝑥) бачимо, що вiн зростає. Тодi ‖ 𝑞𝑛 ‖= 𝑞𝑛(1).
Отже маємо

𝑏2

18
< 2𝑛2𝑞𝑛(1) ⇒ 𝑞𝑛(1) >

𝑏2

36𝑛2
. (11)

З iншого боку,

𝑓(1) <
45𝑏3

4
=

45𝑏2 · 𝑏 · 36𝑛2

36𝑛2 · 4
=

𝑏2

36𝑛2
· 45𝑛2364 =

=
𝑏2

36𝑛2
·
45 1

468𝑛2𝑛
236

4
=

𝑏2

36𝑛2
· 405
468

<
𝑏2

36𝑛2
.

(12)

З нерiвностей (11) i (12) маємо, що 𝑓(1) ̸= 𝑞𝑛(1), а саме 𝑓(1) < 𝑞𝑛(1). Далi
розглянемо 𝑞𝑛(1) = 𝑞𝑛(1) + 𝑓 ′(0) + 𝑓(0). Припустимо, що 𝑞𝑛(1) = 𝑓(1). Тодi

𝑞𝑛(1) = 𝑓(1) + 𝑓 ′(0) + 𝑓(0) ⇒ 𝑓(1) = 𝑞𝑛(1)− 𝑓 ′(0)− 𝑓(0),

припускаємо, що 𝑞𝑛(1) > 0, бо в протилежному випадку твердження про те, що
𝑓(1) ̸= 𝑞𝑛(1), очевидно. Маємо, що

8𝑏3−𝑏3·2−
1
𝑏 = 𝑞𝑛(1)−

𝑏2

4
−𝑏3−17

3
𝑏3 = 𝑞𝑛(1)−

𝑏2

4
−20

3
𝑏3 ⇒ 𝑞𝑛(1) =

44

3
𝑏3−𝑏3·2−

1
𝑏 +

𝑏2

4
.

Тодi очевидно, що 𝑞𝑛(1) ∼ ·𝑏2, де 𝑐 > 1
4
, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. З останнiх мiркувань

випливає, що

𝑞𝑛(1) ∼ 𝑐 · 𝑏2 − 17

3
𝑏3 − 𝑏2

4
− 𝑏3 = 𝑐1𝑏

2 − 14

3
𝑏3 ∼ 𝑐1𝑏

2, 𝑐1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑐1 > 0.

Але з iншого боку, 𝑓(1) ∼ 8𝑏3. Таким чином маємо суперечнiсть з припуще-
нням, що 𝑞𝑛(1) = 𝑓(1). А отже 𝑞𝑛(1) ̸= 𝑓(1) = 𝐹 (1). Теорема доведена.
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4. Висновки. Побудовано контрприклад, який показує, що результат, до-
ведений у роботi [6], можна узагальнити введенням додаткового множника 𝜓(𝑥)
у знаменнику в умовах (9), (10) теореми 3, для випадку𝑊 𝑟[0, 1]

⋂︀
∆1, 𝑟 ∈ (2, 3).
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Petrova T. O., Petrova I. L. Generalization of negative results for interpolation
monotone approximation of functions having a fractional derivative in sobolev space
with index 𝑟 ∈ (2, 3).

The issue of monotone approximation is the issue of approximation of monotone func-
tions from the Sobolev space by monotone algebraic polynomials. The issue of approxima-
tion of monotone functions from the Sobolev space W𝑟[0, 1] with real index 𝑟 ∈ (2, 3) by
algebraic polynomials is investigated. A counterexample is constructed, which shows that
for 𝑟 ∈ (2, 3) the estimate

|𝑓(𝑥)− 𝑝𝑛(𝑥)| ≤ 𝑐(𝑟)

(︃√︀
𝑥(1− 𝑥)

𝑛

)︃𝑟

, 𝑛 > 𝑟

is false. The result obtained in the paper is a generalization of similar results for the
Sobolev space with natural index 𝑟 > 2.

Keywords: approximation function, Sobolev space, algebraic polynomial, monotone func-
tion.
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