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АЛГОРИТМ ПОЛIНОМIАЛЬНОЇ АПРОКСИМАЦIЇ РОЗВ’ЯЗКIВ
НЕЛIНIЙНОГО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ АБЕЛЯ

Розглядаються питання конструювання та теоретичного обґрунтування чисельно-
аналiтичного алгоритму полiномiальної апроксимацiї розв’язкiв задачi Кошi для ди-
ференцiального рiвняння Абеля. Алгоритм ґрунтується на апроксимацiйному мето-
дi В. К. Дзядика розв’язування лiнiйних диференцiальних та iнтегральних рiвнянь,
головною iдеєю якого є побудова такого наближеного розв’язку, який би як можна
точнiше задовольняв апроксимацiйну теорему П. Л. Чебишева про характеризацiю
многочлена найкращого наближення. В роботi 𝑎-метод узагальнюється на рiвняння з
нелiнiйностями у виглядi полiномiв. Доведена теорема про вiдхилення наближеного
розв’язку вiд точного розв’язку поставленої задачi Кошi у рiвномiрнiй та квадрати-
чнiй метриках, отриманi оцiнки похибок. Алгоритм апробований на тестовiй задачi.
Обчислювальний експеримент iлюструє високу ефективнiсть запропонованого алго-
ритму та теоретичних результатiв.

Ключовi слова: полiномiальна апроксимацiя, найкраще наближення, алгебраїчно–
нелiнiйнi рiвняння, диференцiальне рiвняння Абеля, оптимальнi алгоритми.

1. Вступ. Апроксимацiйний метод (а-метод) був запропонований В. К. Дзяди-
ком в [1] при розв’язуваннi задачi Кошi для лiнiйних диференцiальних рiвнянь
з многочленними коефiцiєнтами.

Основними перевагами а-методу є висока точнiсть — порядку найкращо-
го наближення шуканої функцiї алгебраїчними многочленами i, як наслiдок,
ненасичуваностi за точнiстю [2]. Ця особливiсть важлива при необхiдностi уни-
кнення явища «вибуху похибок», яке може бути наслiдком явища насичення [3]
(вiдома проблема Фавара-Колмогорова у теорiї наближення функцiй та явище
насичення у чисельному аналiзi).

Актуальнiсть таких питань зумовлена посиленням вимог до точностi та на-
дiйностi при розв’язуваннi сучасних задач математичного та комп’ютерного мо-
делювання [4], [5].

Можливо це i послужило однiєю з причин для подальшого розвитку
а-методу до розв’язування алгераїчно-нелiнiйних диференцiальних рiвнянь та
систем [6], [7].

Метою роботи є конструювання та теоретичне обґрунтування алгоритму на
основi вiдомого а-методу В. К. Дзядика для розв’язання задачi Кошi для дифе-
ренцiального рiвняння Абеля iз врахуванням нелiнiйностi розглянутого рiвня-
ння. Зазначимо також, що даний алгоритм є зручним для реалiзацiї в системах
комп’ютерної алгебри [8].

2. Основний результат.
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Розглянемо задачу Кошi для нелiнiйного диференцiального рiвняння Абеля
1-го роду виду

𝑎(𝑥)𝑦′(𝑥) = 𝑏(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝑦2(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑦3(𝑥) + 𝑓(𝑥), 𝑦 (𝑥0) = 𝑦0, (1)

де 𝑥 ∈ [−ℎ;ℎ], 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑐(𝑥), 𝑓(𝑥) — алгебраїчнi многочлени степенiв 𝑛𝑎, 𝑛𝑏,
𝑛𝑐, 𝑛𝑑, 𝑛𝑓 вiдповiдно.

Алгоритм побудови апроксимацiйних многочленiв. Запишемо загальну схе-
му побудови многочленiв:

1. Вiдповiдно до схеми а-методу (див. [1], [6]– [7]), перейдемо вiд задачi (1)
до еквiвалентного рiвняння типу Вольтери:

𝑥∫︁
0

𝑎(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑥∫︁
0

(︀
𝑏(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑦3(𝑡) + 𝑓(𝑡)

)︀
𝑑𝑡,

𝑎(𝑥)𝑦(𝑥)− 𝑎(0)𝑦(0)−
𝑥∫︁

0

𝑎′(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑥∫︁
0

(︀
𝑏(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑦3(𝑡) + 𝑓(𝑡)

)︀
𝑑𝑡,

𝑎(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑎(0)𝑦0 +

𝑥∫︁
0

[︀(︀
𝑎′(𝑡) + 𝑏(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑦2(𝑡)

)︀
· 𝑦(𝑡) + 𝑓(𝑡)

]︀
𝑑𝑡. (2)

2. Тепер поставимо у вiдповiднiсть рiвнянню (2) наступне наближене рiвня-
ння:

𝑎(𝑥)𝑦𝑛(𝑥) = 𝑎(0)𝑦0 +

𝑥∫︁
0

[︀(︀
𝑎′(𝑡) + 𝑏(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑦𝑛(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑦2𝑛(𝑡)

)︀
· 𝑦𝑛(𝑡) + 𝑓(𝑡)

]︀
𝑑𝑡−

− 𝜀𝑁(𝑥). (3)

У (3) 𝑦𝑛(𝑥) є наближений розв’язок, що шукається у виглядi алгебраїчного
многочлена степеня 𝑛:

𝑦𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑐𝑘 · 𝑥𝑘, (4)

з невiдомими коефiцiєнтами 𝑐𝑘.
За нев’язку 𝜀𝑁(𝑥) беремо многочлен степеня 𝑛+𝑁 виду:

𝜀𝑁(𝑥) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏𝑛+𝑖𝑇𝑛+𝑖

(︁𝑥
ℎ

)︁
, (5)

де 𝑁𝑖=1 вибираємо, як max (𝑛𝑎, 𝑛𝑏 + 1, 𝑛𝑐 + 𝑛+ 1, 𝑛𝑑 + 2𝑛+ 1, 𝑛𝑓 + 1− 𝑛).
Тут 𝑇𝑘(𝑡) = cos(𝑘 · arccos 𝑡) — многочлени Чебишова першого роду, 𝜏𝑛+𝑖 —

невiдомi додатковi параметри.
3. Далi, пiдставляючи (4), (5) в (3) i прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях

𝑥, отримуємо систему нелiнiйних рiвнянь з якої знаходимо невiдомi 𝑐𝑘
(︀
𝑘 = 0, 𝑛

)︀
та допомiжнi параметри 𝜏𝑛+𝑖

(︀
𝑖 = 1, 𝑁

)︀
.
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4. Для випадку, коли в (1) 𝑥 належить довiльному промiжку [𝑥0;𝑥1] i по-
чаткова умова переписується 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, то будемо мати наступне наближене
рiвняння:

𝑎(𝑥)𝑦𝑛(𝑥) = 𝑎(𝑥0)𝑦0 +

𝑥∫︁
𝑥0

[︀(︀
𝑎′(𝑡) + 𝑏(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑦𝑛(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑦2𝑛(𝑡)

)︀
· 𝑦𝑛(𝑡) + 𝑓(𝑡)

]︀
𝑑𝑡−

− 𝜀𝑁(𝑥),

де 𝑦𝑛(𝑥) визначається (4), а нев’язка–многочлен 𝜀𝑁(𝑥) записується через мно-
гочлени Чебишова першого роду, що змiщенi на [𝑥0;𝑥1]

𝑇𝑛+𝑖

(︂
2𝑥− (𝑥0 + 𝑥1)

𝑥1 − 𝑥0

)︂
= cos

(︂
(𝑛+ 𝑖) · arccos

(︂
2𝑥− (𝑥0 + 𝑥1)

𝑥1 − 𝑥0

)︂)︂
.

Теоретичне обґрунтування. Оцiнки похибки запропонованого алгоритму
розв’язування задачi (1) дослiдимо в припущеннi, що

min
𝑥∈[−ℎ;ℎ]

𝑎(𝑥) ≥ 𝑐 > 0. (6)

Роздiлимо праву i лiву частини (2) на 𝑎(𝑥), позначимо:

𝐴(𝑥, 𝑡) :=
𝑎′(𝑡) + 𝑏(𝑡)

𝑎(𝑥)
, 𝐵(𝑥, 𝑡) :=

𝑐(𝑡)

𝑎(𝑥)
, 𝐷(𝑥, 𝑡) :=

𝑑(𝑡)

𝑎(𝑥)
. (7)

Вiдхилення наближеного розв’язку 𝑦𝑛(𝑥) вiд точного розв’язку задачi (1)
𝑦(𝑥) будемо вивчати в 𝐶[−ℎ;ℎ] i 𝐿2

𝑝[−ℎ;ℎ] просторах неперервних i сумовних

з квадратом при чебишовськiй вазi
√︀
1− (𝑥/ℎ)2 на [−ℎ, ℎ] функцiй якi мають

норми:

‖𝜙‖𝐶 := max
|𝑥|≤ℎ

|𝜙(𝑥)| , ‖𝜙‖𝐿2
𝑝
:=

2

𝜋ℎ

ℎ∫︁
−ℎ

𝜙2𝑑𝑥√︁
1−

(︀
𝑥
ℎ

)︀2 . (8)

𝐶(2) i 𝐿2
𝑝(2) — аналогiчнi простори функцiй 𝐹 (𝑥, 𝑡), де (𝑥, 𝑡) ∈ [−ℎ, ℎ].

Має мiсце наступне твердження:

Теорема 1. Нехай число ℎ > 0 i для рiвняння (3) число 𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .)
такi, що у кулi 𝑆(𝜌) := {𝜓 : 𝜓 ∈ 𝐶[−ℎ, ℎ], ‖𝜓‖𝐶 ≤ 𝜌} iснує єдиний розв’язок
задачi (1) 𝑦(𝑥) i єдиний розв’язок наближеного iнтегрального рiвняння (2)
𝑦𝑛(𝑥).

Тодi на [−ℎ, ℎ] справедливi наступнi нерiвностi:

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐶 ≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

exp(ℎ𝑀), (9)

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐿2
𝑝
≤
(︁
1 +

𝜋

2
ℎ𝑀 exp(ℎ𝑀)

)︁ ⃦⃦⃦⃦𝜀𝑁(𝑥)
𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

, (10)

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐶 ≤

(︃
1 +

√
𝑁

𝑛+ 1
𝐴1(ℎ, 𝜌)

)︃ ⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

, (11)
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‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐿2
𝑝
≤

(︃
1 +

√
𝑁

𝑛+ 1
𝐴2(ℎ, 𝜌)

)︃ ⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

, (12)

де
𝑀 := ‖𝐴(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2) + 2‖𝐵(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2)𝜌+ 3‖𝐷(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2)𝜌

2 (13)

𝐴1(ℎ, 𝜌), 𝐴2(ℎ, 𝜌) — деякi сталi , що не залежать вiд 𝑛.

Доведення. Роздiлимо обидвi частини рiвнянь (2) i (3) на 𝑎(𝑥). З урахува-
нням припущення (6) i позначень (7), отримаємо:

𝑦(𝑥) =
𝑎(0)𝑦0
𝑎(𝑥)

+

𝑥∫︁
0

[︂(︀
𝐴(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡) +𝐷(𝑥, 𝑡)𝑦2(𝑡)

)︀
· 𝑦(𝑡) + 𝑓(𝑡)

𝑎(𝑥)

]︂
𝑑𝑡,

𝑦𝑛(𝑥) =
𝑎(0)𝑦0
𝑎(𝑥)

+

𝑥∫︁
0

[︂(︀
𝐴(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑥, 𝑡)𝑦𝑛(𝑡) +𝐷(𝑥, 𝑡)𝑦2𝑛(𝑡)

)︀
· 𝑦𝑛(𝑡) +

𝑓(𝑡)

𝑎(𝑥)

]︂
𝑑𝑡−

− 𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)
.

Знайдемо рiзницю лiвих i правих частин отриманих рiвнянь:

𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥) =

=

𝑥∫︁
0

[︀
𝐴(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑥, 𝑡)(𝑦(𝑡) + 𝑦𝑛(𝑡)) +𝐷(𝑥, 𝑡)(𝑦2(𝑡) + 𝑦𝑛(𝑡)𝑦𝑛(𝑡) + 𝑦2𝑛(𝑡)

]︀
·

· [𝑦(𝑡)− 𝑦𝑛(𝑡)]𝑑𝑡+
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)
. (14)

Застосуємо тепер нерiвнiсть Гронуола (див. [1]) з урахуванням того, що
𝑦, 𝑦𝑛 ∈ 𝑆(𝜌), отримаємо:

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐶 ≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

exp(ℎ𝑀),

де 𝑀 := ‖𝐴(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2) + 2‖𝐵(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2)𝜌+ 3‖𝐷(𝑥, 𝑡)‖𝐶(2)𝜌
2, тобто нерiвнiсть (9).

Тепер зауважимо, що рiвнiсть (14) лiнiйна вiдносно до функцiї 𝜙(𝑥) = 𝑦(𝑥)−
− 𝑦𝑛(𝑥). Тож має мiсце наступна рiвнiсть (див. [1]):

𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥) =
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)
+

𝑥∫︁
0

𝑅 (𝑥, 𝑡)
𝜀𝑁(𝑡)

𝑎(𝑡)
𝑑𝑡, (15)

де 𝑅(𝑥, 𝑡) — резольвента ядра

𝐾(𝑥, 𝑡) := 𝐴(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑥, 𝑡)(𝑦(𝑡) + 𝑦𝑛(𝑡)) +𝐷(𝑥, 𝑡) · (𝑦2(𝑡) + 𝑦(𝑡)𝑦𝑛(𝑡) + 𝑦2𝑛(𝑡)),

рiвняння (14).
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З означення резольвенти i за умовою теореми 𝑦, 𝑦𝑛 ∈ 𝑆(𝜌), маємо наступну
оцiнку для 𝑅(𝑥, 𝑡):

max
𝑥,𝑡∈[−ℎ,ℎ]

|𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑦, 𝑦𝑛| ≤𝑀 exp(ℎ𝑀), (16)

де величина 𝑀 визначена у формулi (13).
За нерiвнiстю Буняковського, використовуючи рiвнiсть (15) i оцiнку (16)

перевiряємо нерiвнiсть (10):

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝐿2
𝑝
≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑥∫︁
0

𝑅(𝑥, 𝑡)
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿2
𝑝

≤

≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

+

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2

𝜋ℎ

ℎ∫︁
−ℎ

[︂
𝑥∫︀
0

𝑅(𝑥, 𝑡) 𝜀𝑁 (𝑡)
𝑎(𝑡)

𝑑𝑡

]︂2
√︀

1− (𝑥/ℎ)2
𝑑𝑥

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
1
2

≤

≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

⎡⎢⎣1 +
⎛⎝ ℎ∫︁

−ℎ

𝑥∫︁
0

𝑅2(𝑥, 𝑡)

√︀
1− (𝑡/ℎ)2√︀
1− (𝑥/ℎ)2

𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠
1
2

⎤⎥⎦ ≤

≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

⎡⎢⎣1 +𝑀𝑒ℎ𝑀

⎛⎝ ℎ∫︁
0

𝑥∫︁
0

√︀
1− (𝑡/ℎ)2√︀
1− (𝑥/ℎ)2

𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎠
1
2

⎤⎥⎦ ≤

≤
⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

(︁
1 +

𝜋

2
ℎ𝑀𝑒ℎ𝑀

)︁
.

Нерiвнiсть (10) виконана.
Тепер виконаємо замiну у виразi многочлена Чебишова:

𝑧 = arccos(𝑡/ℎ).

В силу теореми про диференцiйовнiсть за параметром та формули iнтегрува-
ння частинами отримаємо оцiнку для iнтеграла, що стоїть у правiй частинi (15):⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝑥∫︁

0

𝑅(𝑥, 𝑡)
𝜀𝑁(𝑡)

𝑎(𝑡)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏𝑛+𝑖

𝑥∫︁
0

𝑅(𝑥, 𝑡)

𝑎(𝑡)
𝑇𝑛+𝑖

(︂
𝑡

𝑛

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=
⃒⃒⃒ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏𝑛+𝑖

𝑛+ 𝑖

[︁𝑅(𝑥, ℎ, cos 𝑧) sin 𝑧 sin(𝑛+ 𝑖)𝑧

𝑎(ℎ cos 𝑧)

⃒⃒⃒⃒arccos( 𝑥
ℎ)

𝜋
2

−

−

arccos( 𝑥
ℎ)∫︁

𝜋
2

sin(𝑛+ 𝑖)𝑧
𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑅(𝑥, ℎ, cos 𝑧)

𝑎(ℎ cos 𝑧)

)︂
𝑑𝑧
]︁⃒⃒⃒

≤
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏𝑛+𝑖

𝑛+ 𝑖
𝐶1(ℎ, 𝜌) ≤

Роздiл 1: Математика i статистика



АЛГОРИТМ ПОЛIНОМIАЛЬНОЇ АПРОКСИМАЦIЇ . . . 29

≤
√
𝑁

𝑛+ 1
𝐶1(ℎ, 𝜌)‖𝜏‖, (17)

де 𝐶1(ℎ, 𝜌) — деяка стала, яка не залежать вiд 𝑛 i норми:

‖𝜏‖ :=

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏 2𝑛+1

)︃ 1
2

.

Скористаймось тим, що через ортогональнiсть многочленiв Чебишова 𝑇𝑛+𝑖

(︀
𝑥
ℎ

)︀
на промiжку [−ℎ, ℎ] з вагою

√︁
1− (𝑥/ℎ)2 :

‖𝜏‖ ≤

⎡⎣ 2

𝜋ℎ

ℎ∫︁
−ℎ

𝜀𝑁(𝑥)𝑑𝑥√︀
1− (𝑥/ℎ)2

⎤⎦ ≤ ‖𝑎(𝑥)‖𝐶

⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑝

≤

≤
√
2 ‖𝑎(𝑥)‖𝐶

⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑁(𝑥)

𝑎(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐶

. (18)

Отже, iз (15) i (17)–(18) отримаємо нерiвностi (11) i (12).
Теорема 1 доведена.

Зауваження 1. Слiд зазначити, що з нерiвностей (11) i (12) випливає
той факт, що наближення 𝑦𝑛(𝑥) розв’язку 𝑦(𝑥) близьке до найкращого 𝐸𝑛(𝑦)
в 𝐶[−ℎ;ℎ] i 𝐿2

𝑝[−ℎ;ℎ].
Результати обчислювального експерименту. Для реалiзацiї запропонова-

ного алгоритму була обрана наступна задача Кошi для рiвняння Абеля.
Для рiвняння

𝑥𝑦′ (𝑥) = 𝑥3𝑦3 + (𝑥− 1)𝑦, 𝑥 ∈ [1; 6/5], (19)

задана початкова умова
𝑦 (1) = 1. (20)

Точним розв’язком задачi (19)–(20) буде

𝑦𝑥√︀
𝑦2𝑥2 + 1

=
1√
2 exp

· exp(𝑥).

Наближений розв’язок на [1; 6/5] будемо шукати у виглядi полiнома

𝑦1(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1 · 𝑥.

Вiдповiдно до загальної схеми алгоритму маємо:
Наближене iнтегро-функцiональне рiвняння (3)

𝑥𝑦1(𝑥) = 1 +

𝑥∫︁
1

[︀(︀
1 + (𝑡− 1) + 𝑡3𝑦1

2(𝑡)
)︀
𝑦1(𝑡)

]︀
𝑑𝑡− 𝜀𝑁(𝑥), (21)

𝑁 = 6, 𝑛+𝑁 = 7.
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Многочлен-нев’язка 𝜀𝑁(𝑥) має вид:

𝜀𝑁(𝑥) = 𝜏2𝑇2(10𝑥− 11) + 𝜏3𝑇3(10𝑥− 11) + 𝜏4𝑇4(10𝑥− 11)+

+𝜏5𝑇5(10𝑥− 11) + 𝜏6𝑇6(10𝑥− 11) + 𝜏7𝑇7(10𝑥− 11),

де многочлени Чебишова змiстили на вiдрiзок [1; 6/5].
Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях 𝑥, отримаємо систему

нелiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих 𝑐0, 𝑐1, 𝜏2, 𝜏3, 𝜏4, 𝜏5, 𝜏6, 𝜏7.
Для знаходження вiдповiдних параметрiв можна запропонувати iтерацiйнi

схеми розв’язання рiвняння (21), в основу яких покладено метод простої iте-
рацiї та схеми iз роботи Орлiца [9] для 𝜏 -методу розв’язування на нелiнiйних
диференцiальних рiвняннях типу Рiккатi.

В результатi маємо (див. [10]):

𝑐0 ≈ −1.332, 𝑐1 ≈ 2.291, 𝜏2 ≈ 0.0467, 𝜏3 ≈ 0.0057,

𝜏4 ≈ 0.00036, 𝜏5 ≈ 0.000014, 𝜏6 ≈ 3.0405 · 10−7, 𝜏7 ≈ 2.6838 · 10−9.

Звiдси
𝑦1(𝑥) = −1.332297291 + 2.290918678𝑥,

— наближений розв’язок задачi (19)–(20), а параметри 𝜏𝑖 (𝑖 = 2, 7) визначають
нев’язку 𝜀𝑁(𝑥).

На рисунку (1) суцiльною лiнiєю позначено точний розв’язок задачi, пун-
ктирною лiнiєю позначено наближений розв’язок.

Рис. 1. Точний та наближений розв’язки задачi.
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3. Висновки. У роботi сконструйовано та теоретично обґрунтовано алго-
ритм для побудови полiномiального наближення розв’язку задачi Кошi для ди-
ференцiального рiвняння Абеля на основi апроксимацiйного метода В. К. Дзя-
дика.

Сформульовано i доведено теорему про оцiнки похибок вiдповiдної задачi на
основi запропонованого алгоритму, яка показує оптимальнiстi в сенсi найкра-
щого полiномiального наближення в рiвномiрнiй та квадратичнiй метриках.

Проведено обчислювальний експеримент на тестовiй задачi, результати яко-
го добре iлюструють ефективнiсть та доцiльнiсть розв’язування задачi Кошi
для рiвняння Абеля наведеним алгоритмом. Зазначимо також, що вже при ма-
лих степенях многочлена алгоритм дає достатньо високу точнiсть для набли-
ження розв’язку задачi.
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Bozhonok K. V. Algorithm for the Polynomial Approximation of the Abel's Dif-
ferential Equation Solutions.

The problems of construction and theoretical substantiation of numerical-analytical
algorithms for polynomial approximation of the Cauchy problem solutions for Abel’s dif-
ferential equation are considered. The algorithm is based on the Dzyadyk’s approximation
method for the solution of differential and integral equations, the main idea of which is to
construct such an approximate solution that would satisfy the Chebyshov’s approximation
theorem on the characterization of the best approximation polynomial as accurately as
possible. In the paper the 𝑎-method is generalized to equations with nonlinearities in the
form of polynomials. The theorem on the deviation of the approximate solution from the
exact solution of the given Cauchy problem for uniform and quadratic metrics is proved,
the estimations of errors are obtained. The algorithm was tested on a test task. The
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computational experiment illustrates the high efficiency of the proposed algorithm and
theoretical results.

Keywords: Polynomial approximation, the best approximation, algebraic-nonlinear equa-
tions, Abel’s differential equation, optimal algorithms.
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