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КВАЗI-МОНОМИ ВIДНОСНО ПIДГРУП АФIННОЇ ГРУПИ
ПРОСТОРУ

Нехай 𝐻 — пiдгрупа просторової афiнної групи Aff(3), яка розглядається разом
з природною дiєю на дiйсному векторному просторi многочленiв вiд трьох змiнних.
Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-мономiальною вiдносно 𝐻, якщо
груповi оператори в двох рiзних базах 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘 та 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) мають iдентичнi ма-
трицi. В данiй статтi ми отримали критерiй квазi-мономiальностi для випадку, коли
група 𝐻 є пiдгрупою масштабувань або пiдгрупою паралельних перенесеннь в термi-
нах експоненцiальної породжуючої функцiї для сiм’ї многочленiв 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Ключовi слова: квазi-мономи, афiнна група простору, група масштабування, група
паралельних перенесень, експоненцiальна породжуюча функцiя.

1. Вступ. Нехай 𝐻 є пiдгрупою просторової афiнної групи Aff(3), яка розгля-
дається разом з природною дiєю на векторному просторi многочленiв з трьома
змiнними. Ciм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-мономiальною
вiдносно𝐻, якщо оператори групи в двох рiзних базисах 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘 та𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
мають iдентичнi матрицi. У цьому випадку многочлени 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) називаю-
ться квазi-мономами. Останнiм часом квазi-мономiальнi сiм’ї многочленiв зна-
йшли широке застосування в аналiзi 2D та 3D зображень. Для розпiзнавання
та класифiкацiї зображень за допомогою алгоритмiв машинного навчання не-
обхiдно видiлити такi ознаки зображень, якi залишаються iнварiантними при
геометричних перетвореннях площини або простору. Такими перетвореннями
є обертання, паралельнi перенесення, масштабування та композицiя цих пере-
творень, див. [1]. Вiдповiднi iнварiантнi ознаки для 2D зображень були вперше
представленi у статтi [2] та називаються геометричними моментними iнва-
рiантами. Проте, цi моментнi iнварiанти конструювалися у стандартному по-
лiномiальному базисi {𝑥𝑚𝑦𝑛}, що спричиняло практичнi труднощi через обчи-
слювальну нестабiльнiсть при роботi в дискретних областях, оскiльки значення
𝑥𝑚𝑦𝑛 швидко зростають зi збiльшенням розмiру зображення. Перехiд до iнших
базисiв, особливо до базисiв iз класичних дискретних ортогональних многочле-
нiв, вирiшив проблему нестабiльностi. Але тепер виникла нова проблема зна-
ходження явних виразiв для моментних iнварiантiв, якi змiнилися iз змiною
базису. Знаходження виразiв для моментних iнварiантiв в новому базису стика-
ється з великими технiчними труднощами i задовiльно вирiшується лише для
деяких часткових випадкiв, див. [3].

Проте, вiдносно недавно, в статтi [4] автори довели, що в базисi
{𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)}, де 𝐻𝑛(𝑥) — класичнi ортогональнi многочлени Ермiта, вирази
для 𝑆𝑂(2)-iнварiантних моментiв виявилися iдентичними вiдомим виразам для
𝑆𝑂(2)-iнварiантних геометричних моментiв в базисi {𝑥𝑚𝑦𝑛}. Таким чином, ця
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несподiвана властивiсть многочленiв Ермiта дозволила ефективно обчислювати
моменти зображення, iнварiантнi вiдносно групи обертань площини 𝑆𝑂(2).

У статтi [5] цi iдеї були розвинутi, i отримано повний опис усiх сiмей много-
членiв в термiнах їхнiх породжуючих функцiй, якi володiють цiєю властивiстю,
яка була названа властивiстю квазi-мономiальностi вiдносно групи обертань
площини 𝑆𝑂(2). У роботi [6] поняття квазi-мономiмальностi було поширено на
довiльну пiдгрупу 𝐻 афiнної групи площини Aff(2), та отримано опис квазi-
мономiв для випадку, коли група 𝐻 генерується масштабуванням та паралель-
ними перенесеннями площини, а також їхнiми композицiями, в тому числi з
обертаннями.

У цiй статтi ми продовжуємо цей напрям дослiджень i пропонуємо опис,
всiх сiмей многочленiв вiд трьох змiнних, якi є квазi-мономiальними вiдно-
сно пiдгруп масштабування та паралельних перенесень афiнної групи простору
Aff(3). Випадок групи обертань простору розглядався в [7]. В статтi встанов-
лено необхiднi i достатню умови, для того, щоб сiм’я многочленiв буде квазi-
мономiальною вiдносно пiдгруп масштабування або паралельних перенесень.
Крiм того, ми встановлюємо умови, за яких нормування квазi-мономiв зберiгає
властивiсть квазi-мономiальностi.

2. Квазi-мономи вiдносно групи масштабування простору. Група
масштабування простору є трипараметричною групою перетворень тривимiр-
ного простору, якi масштабують координати точок незалежно за осями 𝑥, 𝑦 та 𝑧
вiдповiдно до коефiцiєнтiв масштабування 𝑠, 𝑡 та 𝑟. Масштабування може збiль-
шувати або зменшувати об’ємнi фiгури та вiдстанi мiж точками, але зберiгає
вiдноснi пропорцiї фiгур.

Формула для масштабування простору може бути записана як:⎡⎣𝑥′𝑦′
𝑧′

⎤⎦ =

⎡⎣𝑠 0 0
0 𝑡 0
0 0 𝑟

⎤⎦⎡⎣𝑥𝑦
𝑧

⎤⎦ ,
де (𝑥, 𝑦, 𝑧) — координати початкової точки, (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) — координати точки пiсля
масштабування, а 𝑠, 𝑡 та 𝑟 — коефiцiєнти масштабування вздовж вiдповiдних
осей. Група масштабування простору дiє операторами 𝑇𝑠,𝑡,𝑟 на функцiї таким
чином:

𝑇𝑠,𝑡,𝑟(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑓(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧), 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R.
Зокрема, для мономiв ми маємо

𝑇𝑠,𝑡,𝑟(𝑥
𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘) = 𝑡𝑚𝑠𝑛𝑟𝑘𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘.

Нас цiкавлять сiм’ї многочленiв, на якi оператори групи 𝑇𝑠,𝑡,𝑟 дiють анало-
гiчним чином.

Означення 1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-мономi-
альною вiдносно групи масштабування простору, якщо дiя групи на цi много-
члени збiгається з дiєю групи на стандартнi мономи, тобто виконується
тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑡𝑚𝑠𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), (1)

для всiх 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Наступна теорема описує всi сiм’ї многочленiв якi є квазi-мономiальними
вiдносно групи масштабування простору в термiнах породжуючої функцiї:

Теорема 1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, визначена експоненцiйною
породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

буде квазi-мономiальною вiдносно групи масштабування простору тодi i тiль-
ки тодi коли 𝐺 є функцiєю вiд трьох змiнних 𝑥𝑢, 𝑦𝑣 i 𝑧𝑤 :

𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤) .

Доведення. (=⇒) Припустимо, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} задо-
вольняє умову (1). Спочатку доведемо, що у цьому випадку многочлени
𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) для всiх iндексiв 𝑚,𝑛, 𝑘 задовольняють таку систему диферен-
цiальних рiвнянь ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑦
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑧
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Справдi, продиференцiюємо тотожнiсть (1) по змiннiй 𝑠:

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝑠𝑚−1𝑡𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Поклавши 𝑠 = 1, 𝑡 = 1, 𝑟 = 1 отримаємо

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно, послiдовними диференцiюванням по 𝑡 та по 𝑟 виводяться друга
та третя тотожностi.

Враховуючи першу доведену тотожнiсть, отримаємо

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

(︂
𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑚𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

= 𝑢
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
.

Аналогiчно знаходимо, що мають мiсце рiвняння

𝑦
𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
,

i
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𝑧
𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
.

Отже, породжуюча функцiя 𝐺 задовольняє таку систему диференцiальних
рiвнянь:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
,

𝑦
𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑢
,

𝑧
𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
.

(2)

Система з трьох диференцiальних рiвнянь, для функцiї вiд шести змiнних,
не може мати бiльше трьох функцiонально незалежних розв’язкiв, див. [8].
Однак, 𝑥𝑢, 𝑦𝑣 i 𝑧𝑤 є очевидно є функцiонально незалежними розв’язками. От-
же, 𝐺 повинна бути функцiєю лише вiд змiнних 𝑥𝑢, 𝑦𝑣 i 𝑧𝑤.

(⇐= ) Тепер доведемо зворотну iмплiкацiю. Нехай

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝐺(𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤).

Доведемо, що 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) задовольняє умову (1):

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑡𝑚𝑠𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Зауважимо, що, оскiльки

𝐺(𝑠𝑥𝑢, 𝑡𝑦𝑣, 𝑟𝑧𝑤) = 𝐺(𝑥(𝑠𝑢), 𝑦(𝑡𝑣), 𝑧(𝑟𝑤)),

то функцiя 𝐺 задовольняє тотожнiсть

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠𝑢, 𝑡𝑣, 𝑟𝑤).

Тепер, з одного боку ми маємо

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑧) =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

а з iншого боку:

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑧) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠𝑢, 𝑡𝑣, 𝑟𝑤) =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
(𝑠𝑢)𝑚

𝑚!

(𝑡𝑣)𝑛

𝑛!

(𝑟𝑤)𝑘

𝑘!
.

Порiвнюючи лiву i праву частини отримуємо
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
(𝑠𝑢)𝑚

𝑚!

(𝑡𝑣)𝑛

𝑛!

(𝑟𝑤)𝑘

𝑘!
.

Прирiвнявши коефiцiєнти бiля однакових степенiв 𝑢 i 𝑣, знаходимо, що

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑡𝑚𝑠𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

як i вимагалося.
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□
2.1. Квазiмономи вiдносно групи рiвномiрних масштабувань. Роз-

глянемо частковий випадок групи рiвномiрних маштабувань простору, тобто
таких перетворень простору ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥′ = 𝑠𝑥,

𝑦′ = 𝑠𝑦,

𝑧′ = 𝑠𝑧.

Многочлени 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) назвемо квазiмономами вiдносно групи рiвномiр-
них розтягiв, якщо виконується тотожнiсть:

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑧) = 𝑠𝑚+𝑛+𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Наступна теорема дає повний опис таких многочленiв у термiнах породжу-
ючих функцiй.

Теорема 2. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} визначена експоненцiальною
породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

буде квазi-мономiальною вiдносно групи рiвномiрних розтягiв простору тодi i
тiльки тодi коли 𝐺 є функцiєю вiд змiнних 𝑦

𝑥
, 𝑧
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥:

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥

)︁
.

Доведення. (=⇒) Диференцiюючи по 𝑠 тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑧) = 𝑠𝑚+𝑛+𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

i поклавши 𝑠 = 1 отримуємо таке диференцiальне рiвняння

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
+𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑦)

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑦)

𝜕𝑧
= (𝑚+𝑛+𝑘)𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦.𝑧).

Тодi, аналогiчно як при доведенннi Теореми 1 знаходимо, що породжуюча
функцiя 𝐺 задовольняє таке рiвняння

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
.

Це рiвняння не може мати бiльше п’яти функцiонально незалежних розв’язкiв,
якi ми можемо вказати явно: 𝑦

𝑥
, 𝑧
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥. Тому, породжуюча функцiя є фун-

кцiєю вiд змiнних 𝑦
𝑥
, 𝑧
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥.

Достатнiсть доводиться аналогiчно як в Tеоремi 1.
□
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3. Квазi-многочлени вiдносно групи паралельних перенесень про-
стору. Трипараметрична група трансляцiй простору породжується паралель-
ними перенесеннями такої форми⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥′ = 𝑥+ 𝑎,

𝑦′ = 𝑦 + 𝑏,

𝑧′ = 𝑧 + 𝑐.

Ця група дiє на функцiї операторами зсуву 𝑇𝑎,𝑏,𝑐 наступним чином:

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑓(𝑥+ 𝑎, + 𝑏, 𝑧 + 𝑐), 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R.

Оскiльки

(𝑥+ 𝑎)𝑚(𝑦 + 𝑏)𝑛(𝑧 + 𝑐)𝑘 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑥𝑖𝑦𝑗𝑧𝑙𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙,

то ми приходимо до такого означення

Означення 2. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається квазi-мономiальною
вiдносно групи паралельних перенесень простору, якщо виконується наступна
тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏, 𝑧 + 𝑐) =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧),

(3)

для всiх 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.
Наступна теорема дає простий критерiй квазi-мономiальностi сiм’ї много-

членiв у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї.

Теорема 3. Сiм’я многочленiв 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) є квазi-мономiальною сiм’єю
вiдносно групи групи паралельних перенесень простору тодi i тiльки тодi,
коли її експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤,

де 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) — довiльний степеневий ряд вiд змiнних 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Доведення. (=⇒) Спочатку диференцiюємо (3) по 𝑎 при 𝑎 = 0 та 𝑏 = 0,
𝑐 = 0. Отримуємо диференцiальне рiвняння на 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) :

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно, диференцiюючи по 𝑏 та по 𝑐, отримуємо два iнших диференцi-
альних рiвняння на 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) :

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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Взявши до уваги першу тотожнiсть ми маємо

𝜕𝐺

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

(︂
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑚𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

= 𝑢

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
= 𝑢

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
= 𝑢𝐺.

Аналогiчно отримаємо, що

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣𝐺 i

𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤𝐺.

Отже, 𝐺 задовольняє таку систему диференцiальних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑢𝐺,

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣𝐺,

𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤𝐺,

(4)

Ця проста система диференцiальних рiвнянь першого порядку має такий
розв’язок

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤,

де 𝐶 — довiльна функцiя вiд 𝑢, 𝑣, 𝑤. Оскiльки𝐺 є степеневим рядом, то 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)
також степеневий ряд вiд змiнних 𝑢, 𝑣, 𝑤.

⇐= Припустимо тепер, що породжуюча функцiя для сiм’ї многочленiв
𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) має вигляд

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤.

Для оператора зсуву маємо

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤) = 𝑎𝑢+ 𝑣𝑏+ 𝑐𝑤 + 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑧𝑤.

З одного боку,

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝐺) = 𝑇𝑎,𝑏,𝑐

(︃
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!

)︃
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
.

З iншого боку

𝑇𝑎,𝑏,𝑐 (𝐺) = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑇𝑎,𝑏,𝑐
(︀
𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤

)︀
= 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑎𝑢+𝑣𝑏+𝑐𝑤+𝑢𝑥+𝑣𝑦+𝑧𝑤 =

= 𝑒𝑎𝑢+𝑣𝑏+𝑐𝑤𝐺 =

(︃
∞∑︁

𝑖,𝑗,𝑙=0

𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐𝑙
𝑢𝑖

𝑖!

𝑣𝑗

𝑗!

𝑤𝑙

𝑙!

)︃(︃
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!

)︃
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

(︃
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧)

)︃
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
.
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Порiвнюючи коефiцiєнти однакових степенiв 𝑢 та 𝑣, ми отримуємо, що

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)) =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Отже, многочлени 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) є квазi-мономами вiдносно групи паралель-
них перенесень простору.

□
Властивiсть квазi-мономiальностi може зникнути, якщо многочлени норма-

лiзуються, тобто множаться на деякi константи. Нормалiзацiя часто використо-
вується для обмеження допустимого дiапазону значень многочленiв при обчи-
сленнях. Наступна теорема встановлює, який тип нормалiзацiї зберiгає власти-
вiсть квазi-мономiальностi.

Теорема 4. Нехай {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} – квазi-мономiальна сiм’я вiдносно групи
паралельних перенесень простору. Сiм’я { ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, де̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

буде квазi-мономiальною вiдносно групи паралельних перенесень простору тодi
i тiльки тодi, коли кожний коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 є функцiєю 𝜑, вiд однiєї змiнної
𝑚+ 𝑛+ 𝑘, яка задовольняє таке рекурентне спiввiдношення:

𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1).

Доведення. (=⇒) Оскiльки виконується

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚 ̃︀𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦),

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛 ̃︀𝐵𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦),

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦),

то ми маємо

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛𝛼𝑚,𝑛−1,𝑘𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘𝛼𝑚,𝑛,𝑘−1𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

Ми отримуємо наступну систему рекурентних рiвнянь для послiдовностi
𝛼𝑚,𝑛 : ⎧⎪⎨⎪⎩

𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛−1,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛,𝑘−1 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘.
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Легко помiтити, що розв’язок системи має вигляд 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜑(𝑚+𝑛+𝑘), де 𝜑—
довiльна функцiя. Справдi, розглянемо довiльний iндекс (𝑚,𝑛, 𝑘). Ми можемо
досягти iндексу (0, 0,𝑚 + 𝑛 + 𝑘) через послiдовнiсть перетворень, як показано
нижче. Спочатку зменшуємо 𝑚, збiльшуючи 𝑛, доки 𝑚 = 0: 𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘.
Потiм зменшуємо 𝑛, збiльшуючи 𝑘, доки 𝑛 = 0: 𝛼0,0,𝑚+𝑛+𝑘 = 𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘.

В результатi маємо:

𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘 = 𝛼0,0,𝑚+𝑛+𝑘.

Тепер можемо визначити функцiю 𝜑(𝑥) = 𝛼0,0,𝑥. Тодi 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜑(𝑚 + 𝑛 + 𝑘),
що показує, що будь-який розв’язок системи є функцiєю однiєї змiнної,𝑚+𝑛+𝑘.

Пiдставимо розв’язок 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜑(𝑚 + 𝑛 + 𝑘) у перше рiвняння i отримуємо
необхiдне рекурентне спiввiдношення 𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1).

(⇐= ) Тепер доведемо обернену iмплiкацiю. Нехай 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜑(𝑚 + 𝑛 + 𝑘) i
𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜑(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1), тодi очевидно виконуються умови⎧⎪⎨⎪⎩

𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛−1,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛,𝑘−1 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘.

Звiдси

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝛼𝑚,𝑛,𝑘

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
=

= 𝑚𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚 ̃︀𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно отримуємо

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛 ̃︀𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) i

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Отже, породжуюча функцiя для сiм’ї многочленiв ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) задоволь-
няє умови Теореми 3 i сiм’я многочленiв ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) буде квазi-мономiальною
вiдносно групи паралельних перенесень простору.

□
3.1. Рiвномiрнi паралельнi перенесення. Для часткового випадку рiв-

номiрних паралельних перенесень 𝑇𝑎,𝑎,𝑎 = 𝑇𝑎 :

𝑇𝑎(𝑥) = 𝑥+ 𝑎, 𝑇𝑎(𝑦) = 𝑦 + 𝑎, 𝑇𝑎(𝑧) = 𝑧 + 𝑎,

справедливе наступне твердження:

Теорема 5. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} буде квазi-мономiальною вiд-
носно групи рiвномiрних паралельних перенесень тодi i тiльки тодi коли її
експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд

𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤,

де 𝐶 — довiльний степеневий ряд вiд змiнних 𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤.
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Доведення. Умова квазiмономiальностi (3) прийме вигляд

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑎, 𝑧 + 𝑎)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

=
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚+𝑛+𝑘−𝑖−𝑗−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.
Диференцiюємо цю тотожнiсть по 𝑎 в 𝑎 = 0 знаходимо

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
+
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
+
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
=

= 𝑚𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑛𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно отримаємо диференцiальне рiвняння на породжуючу функцiю

𝜕𝐺

𝜕𝑥
+
𝜕𝐺

𝜕𝑦
+
𝜕𝐺

𝜕𝑥
= (𝑢+ 𝑣 + 𝑤)𝐺.

Можна показати, що розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤.

Достатнiсть доводиться аналогiчно доведенню достатностi в Теоремi 3.
□

Виникає природне питання — чи iснують сiм’ї многочленiв, якi є квазi-моно-
мiальними одночасно вiдносно групи масштабування i вiдносно групи паралель-
них перенесень? Породжуюча функцiя для таких многочленiв мала би бути
одночасним розв’язком систем диференцiальних рiвнянь (2) i (4). Можна пока-
зати, що єдиним розв’язком цих систем рiвнянь, з точнiстю до сталого множни-
ка, є функцiя 𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤. Але вона є експоненцiальною породжуючою функцiєю
стандартних мономiв 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘 i ми не отримуємо нiяких нових сiмей многочленiв.

4. Висновки. У статтi дослiджено квазi-мономiальнi сiм’ї многочленiв
вiд трьох змiнних, якi є iнварiантними вiдносно пiдгруп масштабування та па-
ралельних перенесень афiнної групи простору Aff(3). Встановлено необхiднi i
достатнi умови, щоб сiм’я многочленiв була квазi-мономiальною вiдносно цих
пiдгруп. Ми також розглянули умови, за яких нормування квазi-мономiв збе-
рiгає властивiсть квазi-мономiальностi. Хоча отриманi результати мiстять са-
мостiйний математичний iнтерес, вони можуть бути використанi для розви-
тку алгоритмiв машинного навчання для розпiзнавання та класифiкацiї зобра-
жень, що залишаються iнварiантними при геометричних перетвореннях пло-
щини або простору. В майбутньому можна провести дослiдження властивостей
квазi-мономiальних сiмей многочленiв вiдносно iнших пiдгруп афiнної групи
простору.
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