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РОЗШИРЕНI БIНАРНI КОДИ ГОЛЕЯ ЗА ГРУПОВОЮ
АЛГЕБРОЮ ГРУПИ 𝐶3 ×𝐷8

Бiнарнi коди Голея вивчалися довгий перiод i було встановлено багато рiзних кон-
струкцiй для їх побудови, а також з’ясовано багато властивостей цих кодiв. У статтi
розглянуто побудову розширених бiнарних кодiв Голея за головними iдеалами (лiви-
ми) груповою алгеброю F2(𝐶3×𝐷8) групи 𝐶3×𝐷8 порядку 24 над полем з двох елемен-
тiв F2. Розглядається дiя регулярного зображення 𝑣 → 𝜎(𝑣) на елементах 𝑣 групової
алгебри. Рядки матрицi 𝜎(𝑣) породжують лiнiйний бiнарний код 𝐶(𝑣). У попереднiх
дослiдженнях з’ясовано кiлькiсть всiх елементiв 𝑣 групової алгебри F2𝐺 скiнченних
груп (𝐶6×𝐶2)⋊𝐶2 та 𝐷24 таких, що бiнарний код 𝐶(𝑣) є розширеним бiнарним кодом
Голея. Ранiше таким способом розширений бiнарний код Голея будувався за одним
елементом 𝑣 ∈ F2𝐺, що 𝑣 = 𝑣*. В результатi числових обчислень знайдено всi 12 288
елементiв 𝑣 ∈ F2(𝐶3 × 𝐷8), за якими можна побудувати розширений бiнарний код
Голея, серед яких 128 задовольняє умову 𝑣 = 𝑣*.

Ключовi слова: групова алгебра, коди Голея, розширенi бiнарнi коди, самодуальнi
коди, коди над полями.

1. Вступ. У багатьох роботах [1, 3–10] дослiджувалися рiзнi пiдходи побудо-
ви i властивостi бiнарних [23, 12, 7]-кодiв та розширених [24, 12, 8]-кодiв Голея.
[23, 12, 7]-код є добре вiдомим кодом, має низку властивостей i широке засто-
совання як у загальнiй математицi, так i в теорiї кодування. Хоча розширенi
бiнарнi коди Голея не володiють усiма властивостями таких кодiв, вони демон-
струють iншi важливi риси. Вперше цi коди були розглянутi Марселем Дж. E.
Голеєм у роботi [1] у 1949 роцi. Математична значимiсть коду Голея далеко ви-
ходить за рамки його властивостi виправлення помилок. Розширений бiнарний
код Голея пов’язаний з групою Матьє 𝑀24. Крiм того, даний код є головним
елементом у побудовi 24-вимiрної решiтки Лiча. Поняття решiтки Лiча було
вiдкрито у зв’язку з упакуванням сфер в 𝑛-вимiрний простiр. Вiн забезпечує
найкраще ґратчасте пакування в R24, розташування одиничних сфер в R24 так,
що їхнi центри утворюють решiтку.

У статтi ми розглядатимемо тiльки розширенi бiнарнi коди Голея. Для групи
(𝐶6 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2 (𝐶𝑛 — циклiчна група порядку 𝑛) та групи Дiедра 𝐷24 ранiше
була з’ясована точна кiлькiсть всiх елементiв, за якими будуються розширенi
бiнарнi коди Голея за головним iдеалом групових алгебр даних скiнченних груп.
У данiй роботi розглядаємо таку ж задачу для групи 𝐺 = 𝐶3 ×𝐷8.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Розглянемо побудову розширених бiнарних кодiв Голея використовуючи кон-
струкцiю запропоновану Т. Харлi у роботi [2]. Нехай 𝐺 = {𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑛} — скiн-

ченна група порядку 𝑛 i нехай 𝑣 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝛼𝑔𝑖𝑔𝑖 ∈ F2𝐺 (𝛼𝑔𝑖 ∈ F2). Для елемента

𝑣 = 𝛼𝑔1𝑔1+𝛼𝑔2𝑔2+...+𝛼𝑔𝑛𝑔𝑛 ∈ F2𝐺 позначимо 𝑣* = 𝛼𝑔1𝑔
−1
1 +𝛼𝑔2𝑔

−1
2 +...+𝛼𝑔𝑛𝑔

−1
𝑛 ∈

F2𝐺. Розглянемо матрицю 𝜎(𝑣) ∈𝑀(𝑛,F2) вигляду

𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛼𝑔−1

1 𝑔1
𝛼𝑔−1

1 𝑔2
. . . 𝛼𝑔−1

1 𝑔𝑛

𝛼𝑔−1
2 𝑔1

𝛼𝑔−1
2 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
2 𝑔𝑛

...
...

. . .
...

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔1

𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔2

. . . 𝛼𝑔−1
𝑛 𝑔𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Легко бачити, що 𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣*). Для заданого елемента 𝑣 ∈ F2𝐺 визначимо
𝐶(𝑣), як бiнарний код породжений рядками матрицi 𝜎(𝑣). Розглянемо простiр
F𝑛
2 , в якому вводиться скалярний добуток [𝑣, 𝑤] =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑣𝑖𝑤𝑖. 𝐶(𝑣) є пiдпро-

стором простору F𝑛
2 . Бiнарний код 𝐶 називається самоортогональним, якщо

𝐶 ⊂ 𝐶⊥ i самодуальним — якщо 𝐶 = 𝐶⊥, де 𝐶⊥ = {𝑣 ∈ F𝑛
2 |[𝑣, 𝑤] = 0, 𝑤 ∈ 𝐶}.

Зрозумiло, що код 𝐶(𝑣) самоортогональний, якщо 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 0. Вiдомо [12],
що розширений бiнарний код Голея самодуальний.

Теорема 1 ( [11]). Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 гру-
пової алгебри F2𝐺. Якщо
1) 𝑣 = 𝑣*,
2) 𝑣2 = 0,
3) rank(𝜎(𝑣)) = 12,
тодi код 𝐶(𝑣) самодуальний.

У [2–4,11] встановлено, що з 15 неiзоморфних груп 24-го порядку, для груп
𝐷24, 𝑆4, (𝐶6 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2, 𝐶3 × 𝐷8, 𝐶2 × 𝐴4 розширений бiнарний код Голея бу-
дується за достатнiми умовами самодуальностi коду наведенi в теоремi 1. Далi
скористаємося таким очевидним критерiєм.

Теорема 2 ([5]). Нехай 𝐺 скiнченна група порядку 24 з елементом 𝑣 гру-
пової алгебри F2𝐺. Код 𝐶(𝑣) самодуальний тодi i тiльки тодi, коли
1) 𝑣𝑣* = 0,
2) rank(𝜎(𝑣)) = 12.

2. Побудова кодiв за групою 𝐺 = 𝐶3 ×𝐷8.

Лема 1. Нехай 𝐺=⟨𝑥, 𝑦, 𝑧|𝑥3 = 1, 𝑦4 = 1, 𝑧2 = 1, 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, 𝑥𝑧 = 𝑧𝑥, 𝑦𝑧𝑦𝑧 = 1⟩,

𝑣 =
3∑︀

𝑖=0

((𝛼𝑖+1 + 𝛼𝑖+13𝑧)𝑦
𝑖 + (𝛼𝑖+5 + 𝛼𝑖+17𝑧)𝑦

𝑖𝑥+ (𝛼𝑖+9 + 𝛼𝑖+21𝑧)𝑦
𝑖𝑥2) . Якщо код

𝐶(𝑣) самодуальний, тодi

1)
24∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖 = 0,

2) (𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼5 + 𝛼7 + 𝛼9 + 𝛼11)(𝛼2 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼8 + 𝛼10 + 𝛼12) + (𝛼13 + 𝛼15 +
+ 𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24) = 0,

3) (𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼2 + 𝛼4)(𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24) + (𝛼5 + 𝛼6 +
+ 𝛼7 + 𝛼8)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24) + (𝛼9 + 𝛼10 + 𝛼11 +
+ 𝛼12)(𝛼13 + 𝛼14 + 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20) = 0,
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4) 𝛼1 + (𝛼1 +𝛼5)(𝛼1 +𝛼9) +𝛼2 + (𝛼2 +𝛼6)(𝛼2 +𝛼10) +𝛼3 + (𝛼3 +𝛼7)(𝛼3 +𝛼11) +
+𝛼4+(𝛼4+𝛼8)(𝛼4+𝛼12)+𝛼13+(𝛼13+𝛼17)(𝛼13+𝛼21)+𝛼14+(𝛼14+𝛼18)(𝛼14+
+ 𝛼22) + 𝛼15 + (𝛼15 + 𝛼19)(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼16 + (𝛼16 + 𝛼20)(𝛼16 + 𝛼24) = 0,

5) (𝛼1+𝛼5)(𝛼11+𝛼3)+ (𝛼1+𝛼9)(𝛼3+𝛼7)+ (𝛼2+𝛼6)(𝛼12+𝛼4)+ (𝛼2+𝛼10)(𝛼4+
+𝛼8)+ (𝛼13+𝛼17)(𝛼23+𝛼15)+ (𝛼13+𝛼21)(𝛼15+𝛼19)+ (𝛼14+𝛼18)(𝛼24+𝛼16)+
+ (𝛼14 + 𝛼22)(𝛼16 + 𝛼20) = 0.

Доведення. Обчислення у групi 𝐶3 ×𝐷8 показують, що 𝜎(𝑣) має вигляд:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24
𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21
𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22
𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23
𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20
𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17
𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18
𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19
𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16
𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13
𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14
𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15
𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12
𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11
𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10
𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9
𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8
𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7
𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6
𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5
𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4
𝛼18 𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼22 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼14 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼11 𝛼4 𝛼1 𝛼2 𝛼3
𝛼19 𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼23 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼15 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼6 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼10 𝛼3 𝛼4 𝛼1 𝛼2
𝛼20 𝛼17 𝛼18 𝛼19 𝛼24 𝛼21 𝛼22 𝛼23 𝛼16 𝛼13 𝛼14 𝛼15 𝛼6 𝛼7 𝛼8 𝛼5 𝛼10 𝛼11 𝛼12 𝛼9 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Тодi матриця 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) набуває вигляду:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛾1 𝛾2 0 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 0 0 0 0 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10
𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 0 0 0 0 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3
0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 0 0 0 0 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4
𝛾2 0 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 0 0 0 0 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9
𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 0 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 0 0 0 0 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10
𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 0 0 0 0 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3
𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 0 0 0 0 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4
𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 0 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 0 0 0 0 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9
𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 0 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 0 0 0 0
𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 0 0 0 0
𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 0 0 0 0
𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 0 𝛾2 𝛾1 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 0 0 0 0
0 0 0 0 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾1 𝛾2 0 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6
0 0 0 0 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7
0 0 0 0 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8
0 0 0 0 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾2 0 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5
𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 0 0 0 0 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 0 𝛾2 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8
𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 0 0 0 0 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7
𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 0 0 0 0 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6
𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 0 0 0 0 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 0 𝛾2 𝛾1 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5
𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 0 0 0 0 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾1 𝛾2 0 𝛾2
𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 0 0 0 0 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾2 𝛾1 𝛾2 0
𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 0 0 0 0 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾6 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾8 0 𝛾2 𝛾1 𝛾2
𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 𝛾10 𝛾3 𝛾4 𝛾9 0 0 0 0 𝛾6 𝛾7 𝛾8 𝛾5 𝛾8 𝛾7 𝛾6 𝛾5 𝛾2 0 𝛾2 𝛾1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

де 𝛾1 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8 + 𝛼9 + 𝛼10 + 𝛼11 + 𝛼12 + 𝛼13 + 𝛼14 +
+ 𝛼15 + 𝛼16 + 𝛼17 + 𝛼18 + 𝛼19 + 𝛼20 + 𝛼21 + 𝛼22 + 𝛼23 + 𝛼24,

𝛾2 = (𝛼4+𝛼2)(𝛼1+𝛼3)+(𝛼8+𝛼6)(𝛼5+𝛼7)+(𝛼9+𝛼11)(𝛼12+𝛼10)+(𝛼14+𝛼16)(𝛼13+
+ 𝛼15) + (𝛼18 + 𝛼20)(𝛼19 + 𝛼17) + (𝛼21 + 𝛼23)(𝛼22 + 𝛼24),

𝛾3 = 𝛼1(𝛼21+𝛼17)+𝛼2(𝛼22+𝛼18)+𝛼3(𝛼23+𝛼19)+𝛼4(𝛼24+𝛼20)+𝛼5(𝛼13+𝛼21)+
+ 𝛼6(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼7(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼8(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼9(𝛼17 + 𝛼13) + 𝛼10(𝛼14 + 𝛼18) +
+ 𝛼11(𝛼15 + 𝛼19) + 𝛼12(𝛼16 + 𝛼20),

𝛾4 = 𝛼1(𝛼22+𝛼18)+𝛼2(𝛼23+𝛼19)+𝛼3(𝛼24+𝛼20)+𝛼4(𝛼21+𝛼17)+𝛼5(𝛼14+𝛼22)+
+ 𝛼6(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼7(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼8(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼9(𝛼18 + 𝛼14) + 𝛼10(𝛼19 + 𝛼15) +
+ 𝛼11(𝛼20 + 𝛼16) + 𝛼12(𝛼17 + 𝛼13),

Роздiл 1: Математика i статистика
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𝛾5 = 𝛼1+(𝛼1+𝛼5)(𝛼1+𝛼9)+𝛼2+(𝛼2+𝛼6)(𝛼2+𝛼10)+𝛼3+(𝛼3+𝛼7)(𝛼3+𝛼11)+
+𝛼4+(𝛼4+𝛼8)(𝛼4+𝛼12)+𝛼13+(𝛼13+𝛼17)(𝛼13+𝛼21)+𝛼14+(𝛼14+𝛼18)(𝛼14+𝛼22)+
+ 𝛼15 + (𝛼15 + 𝛼19)(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼16 + (𝛼16 + 𝛼20)(𝛼16 + 𝛼24),

𝛾6 = 𝛼1(𝛼6 + 𝛼12) + 𝛼2(𝛼9 + 𝛼7) + 𝛼3(𝛼10 + 𝛼8) + 𝛼4(𝛼11 + 𝛼5) + 𝛼22(𝛼13 + 𝛼19) +
+𝛼23(𝛼14 +𝛼20)+𝛼24(𝛼15 +𝛼17)+𝛼21(𝛼16 +𝛼18)+𝛼9𝛼8 +𝛼10𝛼5 +𝛼11𝛼6 +𝛼12𝛼7 +
+ 𝛼17𝛼14 + 𝛼18𝛼15 + 𝛼19𝛼16 + 𝛼20𝛼13,

𝛾7 = (𝛼1+𝛼5)(𝛼11+𝛼3)+(𝛼1+𝛼9)(𝛼3+𝛼7)+(𝛼2+𝛼6)(𝛼12+𝛼4)+(𝛼2+𝛼10)(𝛼4+
+𝛼8)+(𝛼13+𝛼17)(𝛼23+𝛼15)+(𝛼13+𝛼21)(𝛼15+𝛼19)+(𝛼14+𝛼18)(𝛼24+𝛼16)+(𝛼14+
+ 𝛼22)(𝛼16 + 𝛼20),

𝛾8 = 𝛼1(𝛼10 + 𝛼8) + 𝛼2(𝛼11 + 𝛼5) + 𝛼3(𝛼12 + 𝛼6) + 𝛼4(𝛼9 + 𝛼7) + 𝛼13(𝛼24 + 𝛼18) +
+𝛼14(𝛼21 +𝛼19)+𝛼15(𝛼22 +𝛼20)+𝛼16(𝛼23 +𝛼17)+𝛼9𝛼6 +𝛼10𝛼7 +𝛼11𝛼8 +𝛼12𝛼5 +
+ 𝛼17𝛼22 + 𝛼18𝛼23 + 𝛼19𝛼24 + 𝛼20𝛼21,

𝛾9 = 𝛼1(𝛼23+𝛼19)+𝛼2(𝛼24+𝛼20)+𝛼3(𝛼21+𝛼17)+𝛼4(𝛼22+𝛼18)+𝛼5(𝛼15+𝛼23)+
+ 𝛼6(𝛼16 + 𝛼24) + 𝛼7(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼8(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼9(𝛼19 + 𝛼15) + 𝛼10(𝛼20 + 𝛼16) +
+ 𝛼11(𝛼17 + 𝛼13) + 𝛼12(𝛼18 + 𝛼14),

𝛾10 = 𝛼1(𝛼20+𝛼24)+𝛼2(𝛼21+𝛼17)+𝛼3(𝛼22+𝛼18)+𝛼4(𝛼23+𝛼19)+𝛼5(𝛼16+𝛼24)+
+ 𝛼6(𝛼13 + 𝛼21) + 𝛼7(𝛼14 + 𝛼22) + 𝛼8(𝛼15 + 𝛼23) + 𝛼9(𝛼20 + 𝛼16) + 𝛼10(𝛼17 + 𝛼13) +
+ 𝛼11(𝛼18 + 𝛼14) + 𝛼12(𝛼19 + 𝛼15).

Звiдси отримаємо,

𝛾2+ 𝛾6+ 𝛾8 = (𝛼1+𝛼3+𝛼5+𝛼7+𝛼9+𝛼11)(𝛼2+𝛼4+𝛼6+𝛼8+𝛼10+𝛼12)+ (𝛼13+
+ 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼19 + 𝛼21 + 𝛼23)(𝛼14 + 𝛼16 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼22 + 𝛼24).

𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾9 + 𝛾10 = (𝛼1 + 𝛼3 + 𝛼2 + 𝛼4)(𝛼22 + 𝛼18 + 𝛼20 + 𝛼24 + 𝛼23 + 𝛼19 + 𝛼21 +
+𝛼17)+(𝛼5+𝛼6+𝛼7+𝛼8)(𝛼14+𝛼22+𝛼16+𝛼24+𝛼15+𝛼23+𝛼13+𝛼21)+(𝛼9+𝛼10+
+ 𝛼11 + 𝛼12)(𝛼18 + 𝛼14 + 𝛼20 + 𝛼16 + 𝛼19 + 𝛼15 + 𝛼17 + 𝛼13).

Якщо код 𝐶(𝑣) самодуальний, то за умовою 1 теореми 2 виконуються умови:
𝑣𝑣* = 0 i 𝜎(𝑣)𝜎(𝑣)𝑇 = 𝜎(𝑣𝑣*) = 0. Таким чином, 𝛾𝑖 = 0 (𝑖 = 1, . . . , 10). Тодi 𝛾1 = 0,
𝛾2+𝛾6+𝛾8 = 0, 𝛾3+𝛾4+𝛾9+𝛾10 = 0, 𝛾5 = 0, 𝛾7 = 0. Звiдси отримуємо вiдповiдно
рiвняння наведенi у висновку леми.

Одним зi знайдених елементiв є, наприклад, 𝑣 = 𝑦3𝑥2 + 𝑧 + 𝑧𝑦 + 𝑧𝑥+ 𝑧𝑦𝑥+
+𝑧𝑥2+𝑧𝑦2𝑥2+𝑧𝑦3𝑥2. Для нього 𝑣* = 𝑦𝑥+𝑧+𝑧𝑦+𝑧𝑥2+𝑧𝑦𝑥2+𝑧𝑥+𝑧𝑦2𝑥+𝑧𝑦3𝑥 ̸= 𝑣.
В таблицi подано добутки всiх доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣*.

Таблиця 1.
Таблиця добуткiв доданкiв з 𝑣 на доданки з 𝑣*

𝑦𝑥 𝑧 𝑧𝑦 𝑧𝑥2 𝑧𝑦𝑥2 𝑧𝑥 𝑧𝑦2𝑥 𝑧𝑦3𝑥
𝑦3𝑥2 1 𝑧𝑦𝑥2 𝑧𝑦2𝑥2 𝑧𝑦𝑥 𝑧𝑦2𝑥 𝑧𝑦 𝑧𝑦3 𝑧
𝑧 𝑧𝑦𝑥 1 𝑦 𝑥2 𝑦𝑥2 𝑥 𝑦2𝑥 𝑦3𝑥
𝑧𝑦 𝑧𝑦2𝑥 𝑦3 1 𝑦3𝑥2 𝑥2 𝑦3𝑥 𝑦𝑥 𝑦2𝑥
𝑧𝑥 𝑧𝑦𝑥2 𝑥 𝑦𝑥 1 𝑦 𝑥2 𝑦2𝑥2 𝑦3𝑥2

𝑧𝑦𝑥 𝑧𝑦2𝑥2 𝑦3𝑥 𝑥 𝑦3 1 𝑦3𝑥2 𝑦𝑥2 𝑦2𝑥2

𝑧𝑥2 𝑧𝑦 𝑥2 𝑦𝑥2 𝑥 𝑦𝑥 1 𝑦2 𝑦3

𝑧𝑦2𝑥2 𝑧𝑦3 𝑦2𝑥2 𝑦3𝑥2 𝑦2𝑥 𝑦3𝑥 𝑦2 1 𝑦
𝑧𝑦3𝑥2 𝑧 𝑦𝑥2 𝑦2𝑥2 𝑦𝑥 𝑦2𝑥 𝑦 𝑦3 1

Таким чином, 𝑣𝑣* = 0. З вигляду 𝑣 одержимо, що
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𝜎(𝑣) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Обчислення в системi комп’ютерної алгебри GAP показують, що rank(𝜎(𝑣)) =
= 12, а мiнiмальна вiдстань Хемiнга коду 𝐶(𝑣) рiвна 8. Таким чином, 𝐶(𝑣) є
розширеним бiнарним кодом Голея.

3. Числовi результати. Групова алгебра F2(𝐶3×𝐷8) складається, очеви-
дно, з 224 = 16 777 216 елементiв 𝑣. В результатi обчислень отримаємо кiлькiсть
елементiв 𝑣 ∈ F2(𝐶3×𝐷8), що 𝐶(𝑣) — розширений бiнарний код Голея. Подаємо
цi результати разом з кiлькiстю тих же елементiв при умовi 𝑣 = 𝑣*.

Таблиця 2.
Кiлькiсть елементiв з групової алгебри F2(𝐶3 ×𝐷8)

Мiнiмальна вiдстань Хемiнга 𝐶(𝑣) 2 4 6 8
Кiлькiсть елементiв 𝑣, що 𝑣 = 𝑣* 128 1 216 128 128

Кiлькiсть елементiв 𝑣 7 680 92 160 12 288 12 288

Таким чином, iснує рiвно 12 288 елементiв 𝑣 ∈ F2(𝐶3 ×𝐷8), що 𝐶(𝑣) є розшире-
ним бiнарним кодом Голея.

4. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У статтi до-
слiджено конструкцiї розширених бiнарних кодiв Голея за груповою алгеброю
F2𝐺 групи 𝐺 = 𝐶3 × 𝐷8. Знайдено 12 288 елементiв 𝑣 ∈ F2(𝐶3 × 𝐷8), що 𝐶(𝑣)
є розширеним бiнарним кодом Голея. В подальших дослiдженнях, крiм вже
розглянутих (𝐶6 × 𝐶2) ⋊ 𝐶2, 𝐷24, 𝐶3 × 𝐷8, можна буде розглянути iншi групи
порядку 24, наприклад групи 𝐶2 × 𝐴4 та 𝑆4.

Автори щиро вдячнi професору Тилищаку О. А. за цiннi поради при обго-
вореннi результатiв.
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Bortos M. Yu., Khymynets M. V. Extended binary Golay codes by a group
algebra of the group 𝐶3 ×𝐷8.

Binary Golay codes have been studied for a prolonged period of time and many different
structures of their construction have been established as well as a certain amount of their
properties has been revealed. In the article the construction of extended binary Golay has
been considered according to the principle ideals (left) of the group algebra F2(𝐶3 ×𝐷8)
of the group 𝐶3 ×𝐷8 of order 24 over a field of two elements F2. The action of the regular
representation 𝑣 → 𝜎(𝑣) on the elements 𝑣 of the group algebra is considered. The rows of
the matrix 𝜎(𝑣) generate a linear binary code 𝐶(𝑣). In preceding studies, the number of
all elements 𝑣 of the group algebra F2𝐺 of finite groups (𝐶6 ×𝐶2)⋊𝐶2 and 𝐷24 such that
the binary code 𝐶(𝑣) is an extended binary Golay code was established. Previously, in this
way the extended binary Golay code was built on one element 𝑣 ∈ F2𝐺, which 𝑣 = 𝑣*. As
a result of numerical calculations, all the 12 288 elements of 𝑣 ∈ F2(𝐶3 ×𝐷8) were found,
on which the extended binary Golay codes can be constructed. Among them 128 satisfy
the condition 𝑣 = 𝑣*.

Keywords: group algebra, Golay codes, extended binary codes, self-dual codes, codes
over fields.
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