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СТОЯЧI ХВИЛI В ДВОШАРОВIЙ ОБМЕЖЕНIЙ РIДИНI

В статтi розглядається дослiдження стоячих внутрiшнiх хвиль у двошаровiй гi-
дродинамiчнiй рiдиннiй системi з обмеженими товщинами шарiв. Проблема поста-
новки задачi сформульована у безрозмiрному виглядi. Для лiнiйної задачi отримано
розв’язки для вiдхилення поверхнi контакту двох шарiв як для двовимiрної, так i для
тривимiрної моделi задачi. Показано, що граничнi умови на бокових стiнках рiдини
обмежують значення хвильових чисел до певного дискретного набору. Для опису ча-
стоти стоячої внутрiшньої хвилi була розроблена формула, яка залежить вiд фiзичних
параметрiв системи та кiлькостi вузлiв. Ця формула дозволяє визначити частоту хвилi
для заданої конфiгурацiї системи. Графiчно були зображенi можливi форми стоячих
хвиль, якi мiстять декiлька нерухомих точок на поверхнi контакту шарiв. Цi форми
вiдображають стоячi хвилi з рiзною кiлькiстю вузлiв та вузлових лiнiй, що демонстру-
ють рiзноманiтнi коливальнi структури, якi можуть виникати у системi. Дослiдження
надає розширене розумiння поведiнки стоячих внутрiшнiх хвиль у двошаровiй гiдро-
динамiчнiй системi з кiнцевими товщинами шарiв, що може мати важливi застосуван-
ня у вивченнi гiдродинамiки морських систем та iнших стратифiкованих середовищах.

Ключовi слова: двошарова рiдина, стоячi внутрiшнi хвилi, вузли i пучностi, вузловi
лiнiї.

1. Вступ. Системи з шаруватою структурою займають особливий клас об’єктiв
та процесiв. Дослiдження внутрiшнiх хвиль у таких системах займає великий
теоретичний та прикладний iнтерес i слугує областю дослiджень багатьох вче-
них. Тому потрiбен точний аналiтичний метод для опису руху поверхнi роздiлу
двох рiдин з рiзною густиною для розрахунку параметрiв стоячих хвиль. Дослi-
дження та аналiз фiзичних характеристик внутрiшнiх хвиль також є актуаль-
ними пiд час розробки вiдповiдних технологiй та пристроїв, що застосовують
енергiю внутрiшнiх хвиль для генерацiї електричного струму. В статтi будемо
розглядати двовимiрну та тривимiрну модель задачi про поширення хвильових
пакетiв уздовж поверхнi контакту двох обмежених рiдких шарiв.

2. Аналiз лiтературних даних та постановка проблеми. З початку
XIX столiття були встановленi основнi принципи теорiї хвиль, включаючи те-
орiю нелiнiйних хвиль, якi в основному застосовуються для розв’язання задач
газо та гiдродинамiки. Спостереження та експерименти пiдтверджують основнi
результати дослiджень поширення хвиль у двошарових гiдродинамiчних систе-
мах в багатьох дослiдженнях.

В роботах, якi були опублiкованi в останнiй час та пов’язанi з дослiдженням
стоячих хвиль в рiдких систем, можна видiлити наступнi.
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У роботi [1] було описано експерименти та розробленi для експериментальнi
висновки про стоячi хвилi. Близьке наближення до вiльних коливань створю-
валося в резервуарi генераторами хвиль. Вони працювали з малою амплiтудою
та на частотах, для яких за рахунок резонансу вiдбувалося велике посилення.
Амплiтудно-частотна крива при цьому складається з двох гiлок, якi не пере-
тинаються, що може бути пояснено теоретично. Передбачення, зроблене Пеннi
та Прайсом, полягало в тому, що хвилi будуть нестiйкими, коли висота гребе-
нiв стоячих хвиль досягає приблизно 0.15 довжини хвилi. Було знайденi умови
експерименту, необхiднi для отримання похилого гребеня. Був виявлений збiг
з розрахунковою формою профiлю найвищої хвилi, що мала кут дуже близь-
кий до 90∘. Було виявлено, що передбачена нестiйкiсть для двовимiрних хвиль
починається у той момент, коли гребiнь стає гострим.

У роботi [2] стабiльний i точний чисельний метод для розрахунку руху iн-
терфейсiв мiж двома рiдинами використовується для розрахунку двовимiрних
стоячих хвиль на водi. Загальний метод, який обчислює довiльне вiдхилення
залежить вiд руху iнтерфейсу. Визначено дуже крутi стоячi хвилi. Як визна-
чальний параметр використовується пiкове прискорення гребеня, а не крутiсть
хвилi. Виявлено, що крутiсть хвилi має максимальне значення, менше нiж екс-
тремальна хвиля. Дослiджено стiйкiсть стоячих хвиль та розраховано iнкремен-
ти нестiйких мод. Встановлено, що всi стоячi хвилi, крiм дуже крутих, загалом
стiйкi до гармонiйних збурень. Однак стоячi хвилi, як правило, нестiйкi до су-
бгармонiйних збурень через нестiйкiсть бокового типу.

У дослiдженнi [3] розраховано просторово та тимчасово перiодичнi стоячi
хвилi. Використовуючи метод спектрального граничного iнтегралу у поєднаннi
з iтерацiями Ньютона. Новi точнi результати поблизу граничної форми гра-
вiтацiйних хвиль отриманi з використанням нерiвномiрного розподiлу вузлiв.
Показано, що при найбiльшiй розрахунковiй кривизнi кут гребеня менший за
90∘. Коли враховується невеликий поверхневий натяг, форма гребеня значно
змiнюється. Експерименти з хвилями Фарадея у прямокутному контейнерi з
великим подовженням узгоджуються з розрахунками. Це вперше, коли такi ви-
соко амплiтуднi перiодичнi хвилi спостерiгалися у лабораторних умовах.

У роботi [4] дослiджено граничну поведiнку стоячих хвиль великої амплi-
туди на глибокiй водi. Було використане чисельне моделювання високої роз-
дiльної здатностi з подвiйною точнiстю. У той час як бiжучi перiодичнi хвилi,
наближаються до екстремальної хвилi Стокса з гострим гребенем, виявилось,
що стоячi хвилi змiнюють свою поведiнку. Замiсть того, щоб загострюватися до
кута або виступу, як передбачалося ранiше, на вершинi гребеня розвиваються
рiзнi коливальнi структури. Це призводить до того, що бiфуркацiйна крива, яка
параметризує цi хвилi, розпадається на гiлки, що не перетинаються. У багатьох
випадках вертикальний струмiнь рiдини штовхає цi структури вгору, що при-
зводить до хвильових профiлiв, якi зазвичай спостерiгаються в експериментах
з хвильовим резервуаром.

У роботi [5] наведенi явища вiдбивання та передачi водних хвиль через хви-
леподiбне проникне дно в двошаровiй рiдиннiй системi з використанням двови-
мiрної лiнеаризованої теорiї. Дослiджено вплив поверхневого натягу на вiльну
поверхню включено в цю роботу. Показано залежнiсть коефiцiєнтiв вiдбиття i
пропускання, отриманих в термiнах iнтегралiв, вiд функцiї форми хвилеподi-

Роздiл 1: Математика i статистика
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бного дна.
У дослiдженнi [6] розглядалась двошарова система покрита кригою. Проана-

лiзоване явище вiдбиття i передачi водяних хвиль у нiй. Дно нижнього шару є
хвилеподiбним i проникним, а верхнiй шар покритий крижаним листом. Коефi-
цiєнти вiдображення i передачi першого порядку визначаються за допомогою
регулярного аналiзу збурень та методу перетворень.

У роботi [7] дослiджується новий адаптивний пристрiй генерацiї енергiї водя-
ної хвилi. Цей пристрiй належить мiкро-генератору енергiї. Низько швидкiсна
енергiя та енергiя моменту обертання можна перетворити в електричну енергiю,
що може бути використана для зарядки лiтiєвого акумулятора, за допомогою
верхнiх та нижнiх груп лопатей поглинача.

У статтi [8] продемонстровано дiелектричний еластомiрний генератор, який
може трансформувати енергiю коливань, перенесену водними хвилями в еле-
ктрику. Для побудови прототипу генератора використано полiакрилату плiвку,
а експерименти проводились у штучному басейнi. За допомогою цього можна
генерувати запрограмованi дрiбно масштабнi хвилi на рiзних частотах i амплi-
тудах. Результати вихiдної потужностi продемонстрували велику ефективнiсть
хвильових перетворювачiв енергiї на основi пружних ємнiсних генераторiв.

Таким чином, дослiдженню стоячих хвиль у рiзноманiтних гiдродинамiчних
системах присвяченi численнi науковi працi сучасних вчених, якi мають як те-
оретичний так i експериментальний характер.

3. Мета та завдання. Метою даного дослiдження є поширення внутрiшнiх
стоячих хвиль у двошаровiй рiдинi що має скiнченну товщину.

Для досягнення мети поставленi наступнi завдання:
– виконати математичну постановку задачi у двовимiрному виглядi;
– виконати математичну постановку задачi у тривимiрному виглядi;
– лiнеаризувати початкову задачу та знайти розв’язки лiнiйної задачi;
– зробити аналiз отриманих розв’язкiв.
4. Постановка задачi для двовимiрного випадку. Дослiджується за-

дача поширення хвильових пакетiв кiнцевої амплiтуди на поверхнi контакту
рiдких шарiв.

Ω1 = {(𝑥, 𝑧) , 0 < 𝑥 < 𝑙, −ℎ1 < 𝑧 < 0} з густиною 𝜌1 верхнього рiдкого шару
та

Ω2 = {(𝑥, 𝑧) , 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑧 < ℎ2} з густиною 𝜌2 нижнього рiдкого шару
(рис. 1).

У безрозмiрному виглядi постановка задачi визначається системою дифе-
ренцiальних рiвнянь в частинних похiдних, яка мiстить рiвняння Лапласа для
потенцiалiв швидкостей в шарах Ω1 i Ω2.

𝜕2𝜙𝑗

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙𝑗

𝜕𝑧2
= 0; 𝑗 = 1, 2, (1)

кiнематичнi умови на поверхнi

𝜕𝜂

𝜕𝑡
− 𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑧
= −𝛼𝜕𝜂

𝜕𝑥

𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑥
, при 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡), (2)

динамiчну умову на поверхнi контакту
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Рис. 1. Двошарова обмежена рiдина.

𝜕𝜙1

𝜕𝑡
− 𝜌

𝜕𝜙2

𝜕𝑡
+ (1− 𝜌)𝜂 +

1

2
𝛼[∆𝜙1 −∆𝜙2]− 𝑇

[︃
1 + 𝛼2

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝑥

)︂2
]︃− 3

2
𝜕2𝜂

𝜕𝑥2
= 0, (3)

при 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡), граничнi умови на бокових стiнках{︃
𝜙1

𝜕𝑥
= 0,

𝜙2

𝜕𝑥
= 0,

при 𝑥 = 0,

{︃
𝜙1

𝜕𝑥
= 0,

𝜙2

𝜕𝑥
= 0,

при 𝑥 = 𝑙, (4)

граничнi умови на днi та кришцi

𝜕𝜙1

𝜕𝑧
= 0, при 𝑧 = −ℎ1

𝜕𝜙2

𝜕𝑧
= 0, при 𝑧 = −ℎ2. (5)

Швидкостi у Ω𝑗 вираженi через градiєнт потенцiалу 𝜙𝑗, 𝑗 = 1, 2. Шари роз-
дiленi поверхнею контакту 𝑧 = 𝜂 (𝑥, 𝑡). Враховується сила поверхневого натягу,
де 𝑇 — коефiцiєнт поверхневого натягу. Сила тяжiння напрямлена перпенди-
кулярно до поверхнi розподiлу у вiд’ємному 𝑧-напрямку. Рiдини вважаються
нестисливими, тобто 𝜌 = 𝜌1

𝜌2
— вiдношення густин верхнього та нижнього рiд-

ких шарiв залишається сталою.
5. Тривимiрна модель задачi. Стоячi хвилi розглядаємо у басейнi у

виглядi прямокутного паралелепiпеда що мiстить два рiдких шари:
Ω1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧), 0 < 𝑥 < 𝐿1, 0 < 𝑦 < 𝐿2−ℎ1 < 𝑧 < 0} з густиною 𝜌1 верхнього

рiдкого шару;
Ω2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧), 0 < 𝑥 < 𝐿1, 0 < 𝑦 < 𝐿2, 0 < 𝑧 < ℎ2} з густиною 𝜌2 нижнього

рiдкого шару.
Швидкостi у Ω𝑗 вираженi через градiєнт потенцiалу 𝜙𝑗, 𝑗 = 1, 2. Шари

роздiленi поверхнею контакту 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) (рис. 2).
Математична постановка задачi про коливання внутрiшнiх стоячих хвиль з

товщинами ℎ1 та ℎ2 має вигляд:

∇2𝜙1 ≡
𝜕2𝜙1

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙1

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜙1

𝜕𝑧2
= 0, (6)
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Рис. 2. Тривимiрна модель обмеженої двошарової рiдини.

∇2𝜙2 ≡
𝜕2𝜙2

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙2

𝜕𝑦2
+
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= 0, (7)

кiнематичнi умови
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𝜕𝜂

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝑦

)︂2
]︃−3

2 (︂
𝜕2𝜂

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜂

𝜕𝑦2

)︂
= 0, при 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡), (10)

граничнi умови на бокових стiнках{︃
𝜕𝜙1

𝑥
= 0,

𝜕𝜙2

𝜕𝑥
= 0,

𝑥 = 0,

{︃
𝜕𝜙1

𝑥
= 0,

𝜕𝜙2

𝜕𝑥
= 0,

при 𝑥 = 𝐿1,{︃
𝜕𝜙1

𝑦
= 0,

𝜕𝜙2

𝜕𝑦
= 0,

𝑦 = 0,

{︃
𝜕𝜙1

𝑦
= 0,

𝜕𝜙2

𝜕𝑦
= 0,

при 𝑦 = 𝐿2.

(11)

граничнi умови на днi та кришцi

𝜕𝜙1

𝜕𝑧
= 0, при 𝑧 = −ℎ1,

𝜕𝜙2

𝜕𝑧
= 0, при 𝑧 = ℎ2. (12)

6. Розв’язки для двовимiрної моделi. Якщо амплiтуда хвиль буде наба-
гато меншою за характерну довжину хвилi, то коефiцiєнт нелiнiйностi 𝛼 можна
вважати рiвним нулю, причому система (1–5) стає лiнiйною.
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Розв’язок такої задачi будемо шукати у виглядi стоячих хвиль:

𝜂 = 𝐴 cos(𝑘𝑥) sin(𝜔𝑡). (13)

Пiдстановка (13) в рiвняння (1–2, 5) дає значення потенцiалiв швидкостей
нижнього i верхнього шарiв у виглядi:

𝜙1 = 𝜔𝑘−1𝐴 cos(𝑘𝑥) sin(𝜔𝑡)
ch(𝑘(ℎ1 + 𝑧))

sh(𝑘ℎ1)
, (14)

𝜙2 = 𝜔𝑘−1𝐴 cos(𝑘𝑥) sin(𝜔𝑡)
ch(𝑘(ℎ2 − 𝑧))

sh(𝑘ℎ2)
. (15)

Пiдставляючи розв’язки (13–15) в рiвняння (3), отримуємо дисперсiйне рiв-
няння

𝜔2 =
(1− 𝜌+ 𝑇𝑘2)𝑘

cth(𝑘ℎ1) + 𝜌 cth(𝑘ℎ2)
. (16)

Можна зазначити, що дисперсiйне спiввiдношення має такий самий вигляд
як у випадку прогресивних хвиль.

Перевiрка граничних умов на бокових стiнках басейну (5) накладає обмеже-
ння на хвильове число стоячих хвиль:

𝑘 =
𝜋𝑛

𝐿
, 𝑛 = {1, 2, 3, . . .} , (17)

Тут натуральне число 𝑛 показує кiлькiсть вузлiв для кожної стоячої хвилi.
Пiдстановка (17) в (16) дає дискретний ряд частот, з якими коливається хвиля,
що має 𝑛 вузлiв:

𝜔𝑛 =

√︃ (︀
1− 𝜌+ 𝜋2𝑛2𝑇

𝐿2

)︀
𝐿

coth 𝜋𝑛ℎ1

𝐿
+ 𝜌 coth 𝜋𝑛ℎ2

𝐿

. (18)

Враховуючи дисперсiйне спiввiдношення (18) можна зробити висновок, що
частоти коливання стоячих хвиль належать до-дискретного спектру i можуть
набувати лише певних значень. Дисперсiйна дiаграма являє собою не неперерв-
ну криву, а набiр точок вздовж деякої кривої (рис. 3).

На рис. 4 зображено стоячi хвилi для таких параметрiв двошарової системи
ℎ1 = ℎ2 = 1, 𝐿 = 2, 𝐴 = 0.3, 𝜌 = 0.9, 𝑛 ∈ {1, 2, 3}.

Кожна стояча хвиля має вузли — точки поверхнi контакту, якi залишаю-
ться нерухомими пiд час коливання стоячої хвилi. На рисунку 4 на них вказує
штрихова лiнiя. Також є так званi пучностi — точки контакту двох шарiв, якi
коливаються з максимальною амплiтудою. Всi точки межi роздiлу двох шарiв
коливаються з однаковою частотою, але з рiзними амплiтудами. Якщо реалiзо-
вана стояча хвиля з одним вузлом, то це буде середня точка поверхнi контакту,
а максимальна амплiтуда коливань буде бiля бокових стiнок басейну. Частота
коливань такої хвилi 𝜔 = 0.41 визначається фiзичними параметрами двошаро-
вої рiдини i є найменшою серед усiх можливих значень. Стояча хвиля з двома
вузлами коливається з частотою 𝜔 = 0.99, яка бiльша нiж вдвiчi за частоту
хвилi з одним вузлом. Внутрiшня стояча хвиля з трьома вузлами має часто-
ту 𝜔 = 1.73. На практицi може реалiзовуватись накладання стоячих хвиль з
рiзною кiлькiстю вузлiв.
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Рис. 3. Дискретна дисперсiйна крива для стоячих хвиль.

Рис. 4. Стоячi хвилi з рiзною кiлькiстю вузлiв.

7. Лiнiйна тривимiрна задача. Розв’язок для тривимiрної задачi одер-
жуємо у виглядi стоячих хвиль:

𝜂 = 𝐴 cos(𝑘1𝑥) cos(𝑘2𝑦) sin(𝜔𝑡). (19)

Пiдстановка (19) в рiвняння (1–2, 5) дає значення потенцiалiв швидкостей
нижнього i верхнього шарiв у виглядi:

𝜙1 = 𝜔𝑘−1𝐴 cos(𝑘1𝑥) cos(𝑘2𝑦) cos(𝜔𝑡)

(︂
ch(𝑘(ℎ1 + 𝑧))

sh(𝑘ℎ1)

)︂
, (20)

𝜙2 = 𝜔𝑘−1𝐴 cos(𝑘1𝑥) cos(𝑘2𝑦) cos(𝜔𝑡)

(︂
ch(𝑘(ℎ2 − 𝑧))

sh(𝑘ℎ2)

)︂
. (21)
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де 𝑘2 = 𝑘21+𝑘
2
1. Перевiрка граничних умов на бокових стiнках басейну накладає

обмеження на числа 𝑘1, 𝑘2:

𝑘1 =
𝜋𝑛1

𝐿1

, 𝑘2 =
𝜋𝑛2

𝐿2

, 𝑛1, 𝑛2, ∈ {1, 2, 3, . . .}. (22)

Отже, хвильове число має вигляд 𝑘 = 𝜋
√︁

𝑛2
1

𝐿2
1
+

𝑛2
2

𝐿2
2
. Пiдставляючи розв’язки

(19–21) в останнє з рiвнянь отримуємо те саме дисперсiйне рiвняння, що i в
двовимiрному випадку

𝜔2 =
(1− 𝜌+ 𝑇𝑘2)𝑘

cth(𝑘ℎ1) + 𝜌 cth(𝑘ℎ2)
. (23)

Покажемо, якi розв’язки вiдповiдають рiзним значенням чисел 𝑛1 i 𝑛2. У
випадку тривимiрної задачi ми отримуємо вже вузловi лiнiї, якi визначаються
спiввiдношенням 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0. Тобто, це тi точки межi роздiлу двох рiдких
шарiв, що залишаються нерухомими. На поданих нижче рисунках зображено
вузловi лiнiї (лiвий рисунок) та вiдхилення iнтерфейсу двох рiдких шарiв (пра-
вий рисунок) для басейну у виглядi куба зi стороною рiвною 2 (рис. 5–8).

Рис. 5. Вузловi лiнiї 𝑥 = 1, 𝑦 = 1, та вiдхилення iнтерфейсу для параметрiв
𝑛1 = 1, 𝑛2 = 1.

Рис. 6. Вузловi лiнiї 𝑥 = 2
3
, 𝑥 = 4

3
, та вiдхилення iнтерфейсу для параметрiв

𝑦 = 1, 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 1.
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Рис. 7. Вузловi лiнiї 𝑥 = 1, 𝑦 = 2
3
, 𝑦 = 4

3
, та вiдхилення iнтерфейсу для

параметрiв 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 2.

Рис. 8. Вузловi лiнiї 𝑥 = 2
3
, 𝑥 = 4

3
, 𝑦 = 2

3
, 𝑦 = 4

3
, та вiдхилення iнтерфейсу для

параметрiв 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 2.

Реальна стояча хвиля буде суперпозицiєю хвиль, якi вiдповiдають рiзним
значенням параметрiв 𝑛1 i 𝑛2. Причому вузловi лiнiї можуть мати форму рiзно-
манiтних плоских кривих. Форма кривої буде визначатися амплiтудами стоячих
хвиль, що входять в суперпозицiю.

8. Результати дослiдження двовимiрної та тривимiрної моделi зада-
чi. При дослiдженi двовимiрної моделi всi точки крiм вузлiв межi роздiлу двох
шарiв коливаються з однаковою частотою, але з рiзними амплiтудами. Якщо
реалiзована стояча хвиля з одним вузлом, то це буде середня точка поверх-
нi контакту, а максимальна амплiтуда коливань буде вiдбуватись бiля бокових
стiнок басейну. Частота коливань такої хвилi 𝜔 = 0.41 визначається фiзичними
параметрами двошарової рiдини i є найменшою серед усiх можливих стоячих
хвиль. У випадку двох трьох i бiльше вузлiв частота коливань стоячої хвилi
збiльшується за дискретним законом згiдно дисперсiйного спiввiдношення.

Тривимiрна задача для двошарового басейну i виглядi прямокутного пара-
лелепiпеда дає елементарнi розв’язки, якi являють собою стоячi хвилi у виглядi
поверхнi, точки якої коливаються вертикально вздовж вiсi 𝑧. Вузловi лiнiї для
цього випадку є вертикальними i горизонтальними лiнiями, якi залишаються
нерухомими.

9. Висновки. Отже, у данiй статтi було дослiджено проблему знаходжен-
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ня параметрiв внутрiшнiх стоячих хвиль у обмеженiй гiдродинамiчнiй системi
«шар – шар». Постановка задача була здiйснена для iдеальних рiдин та мiстить
рiвняння Лапласа, кiнематичнi то динамiчнi умови рiвноваги, а також грани-
чнi умови на днi i кришцi та бокових стiнках. Розв’язки задачi були отриманi
для довгих хвиль, тобто коли амплiтуда значно менша за довжину хвилi. Це
припущення дозволило лiнеаризувати побудовану математичну модель та отри-
мати розв’язки, якi повнiстю описують можливi стоячi хвилi у таких системах.
Показано, що дисперсiйне спiввiдношення для внутрiшнiх стоячих хвиль має
характер дискретної кривої, яка складається з окремих точок. Побудовано вiд-
хилення поверхнi контакту у випадку двовимiрної моделi для рiзної кiлькостi
вузлiв та у випадку тривимiрної моделi для рiзної кiлькостi вузлових лiнiй .
Дана задача може бути корисна для моделювання стоячих хвиль в обмежених
рiдких середовищах, а також може використовуватись для постановки експе-
риментiв для довгих хвиль у двошаровому басейнi.
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The article discusses the study of standing internal waves in a two-layer hydrodynamic
fluid system with limited layer thicknesses. The problem formulation is presented in a di-
mensionless form. For the linear problem, solutions for the interface displacement between
the two layers are obtained for both two-dimensional and three-dimensional models. It is
shown that the boundary conditions on the lateral walls of the fluid restrict the values of
wave numbers to a discrete set. A formula was developed to describe the frequency of the
standing internal wave, which depends on the physical parameters of the system and the
number of nodes. This formula allows for determining the wave frequency for a given sys-
tem configuration. Possible forms of standing waves containing multiple stationary points
on the interface surface were depicted graphically. These forms represent standing waves
with different numbers of nodes and demonstrate various oscillatory structures that can
occur in the system. The research provides an enhanced understanding of the behavior of
standing internal waves in a two-layer hydrodynamic system with finite layer thicknesses,
which may have important applications in studying the hydrodynamics of marine systems
and other density-stratified environments.
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