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ТОЧНIСТЬ НАБЛИЖЕННЯ В ЦЕНТРАЛЬНIЙ ГРАНИЧНIЙ
ТЕОРЕМI В ТЕРМIНАХ ЗРIЗАНИХ ПСЕВДОМОМЕНТIВ

Оцiнки Золотарьова в центральнiй граничнiй теоремi узагальнюються для послi-
довностi серiй випадкових величин в термiнах усереднених псевдомоментiв. У роботi
[1] одержано узагальнення нерiвностi Беррi-Ессеена iз використанням рiзного вогляду
псевдомоментiв. Завдяки роботi [1] псевдомоменти набули широкого застосування у
граничних теорремах. У роботi [2] розглядаються умови, при виконаннi яких швид-
кiсть збiжностi буде вищою, нiж у нерiвностi Беррi-Ессеена. Псевдомоменти знайшли
застосування до оцiнки швидкостi збiжностi цiн опцiонiв [3]. У роботах [4] i [5] роз-
глядаються рiзнi пiдходи до узагальнення результатiв iз [1] для рiзнорозподiлених
випадкових величин. У данiй роботi ми узагальнюємо результати [1] на послiдовнiсть
серiй незалежних в кожнiй серiї рiзнорозподiлених випадкових величин, при цьому
узагальнюються результати робiт [4] i [5].

Ключовi слова: центральна гранична теорема, швидкiсть збiжностi, псевдомомент.

1. Вступ. Застосування псевдомоментiв до дослiдження швидкостi збiжностi у
граничних теоремах дозволяє вивчати поведiнку законiв розподiлу випадкових
величин рiзної природи: як однаково, так i рiзно розподiлених. У данiй роботi
розглядається послiдовнiсть серiй випадкових величин, що є рiзно розподiле-
ними i в кожнiй серiї незалежними. Для оцiнки швидкостi збiжностi розподiлу
їх сум до нормального використано псевдомоменти так званого урiзаного ви-
ду, перевага яких у тому, що вони краще враховують близькiсть розподiлiв до
граничного в околi нуля.

2. Основний результат. Розглянемо послiдовнiсть серiй 𝜉𝑛1 , . . . 𝜉𝑛𝑛 не-
залежних в кожнiй серiї випадкових величин з математичними сподiваннями
𝑀𝜉𝑛𝑖

= 0, дисперсiями 𝐷𝜉𝑛1 = 𝜎2
𝑛1
, 𝜎𝑛𝑖

> 0,
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜎
2
𝑛𝑖

= 1, 𝜎̄𝑛 = max𝜎𝑛1 , . . . , 𝜎𝑛𝑛 .
Розглянемо послiдовнiсть серiй 𝜉𝑛1, . . . , 𝜉𝑛𝑛 незалежних в кожнiй серiї випадко-
вих величин з математичними сподiваннями 𝑀𝜉𝑛𝑖 = 0, дисперсiями 𝐷𝜉𝑛𝑖 = 𝜎2

𝑛𝑖,
𝜎𝑛𝑖 > 0,

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜎

2
𝑛𝑖 = 1, 𝜎̄𝑛 = max{𝜎𝑛1, . . . , 𝜎𝑛𝑛}. Позначимо: 𝐹𝑛𝑖(𝑥) — функцiя

розподiлу 𝜉𝑛𝑖, 𝑓𝑛𝑖(𝑡) — характеристична функцiя 𝜉𝑛𝑖, 𝑆𝑛 = 𝜉𝑛1 + . . .+ 𝜉𝑛𝑛, Φ𝑛(𝑥)
— функцiя розподiлу 𝑆𝑛; Φ(𝑥) — функцiя розподiлу стандартного нормального
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закону, 𝜌𝑛 = sup𝑥 |Φ𝑛(𝑥)−Φ(𝑥)|. Для довiльного 𝑦 > 0 визначимо псевдомоменти
вигляду

𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) =

∫︁
|𝑥|≤𝑦

max(1, |𝑥|3)|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘 − Φ(𝑥))|,

𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦) =

∫︁
|𝑥|>𝑦

max(1, 𝑥2)|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))|,

𝜈(1)𝑛 (𝑦) = 𝜎̄2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦), 𝜈

(2)
𝑛 (𝑦) = 𝜎̄2

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦).

Теорема 1. Нехай 𝜎̄2
𝑛 ≤ 3

4
при 𝑛 ≥ 2. Тодi iснує стала 𝐶, що для всiх 𝑛 ≥ 1

𝜌𝑛 ≤ 𝐶 inf
𝑦>0

(𝜎̄𝑛𝜈
(1)
𝑛 (𝑦) + 𝜈(2)𝑛 (𝑦)).

Доведення. При доведеннi будемо використовувати наступнi нерiвностi, що
справедливi для всiх 𝑡 ∈ 𝑅. Враховуючи, що 𝑀𝜉𝑛𝑘 = 0, 𝐷𝜉𝑛𝑘 = 𝜎2

𝑛𝑘,

𝜔𝑛𝑘(𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑

(︂
𝐹𝑛𝑘(𝑥)− Φ

(︂
𝑥

𝜎𝑛𝑘

)︂)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒ =
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

(︂
𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 − 1− 𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 −

(𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘)
2

2

)︂
𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤
∫︁

|𝑥|≤𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 − 1− 𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 −

(𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘)
2

2

⃒⃒⃒⃒
|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))|+

+

∫︁
|𝑥|>𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 − 1− 𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 −

(𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘)
2

2

⃒⃒⃒⃒
|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))| ≤

≤
∫︁

|𝑥|≤𝑦

|𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘|3

6
|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))|+

∫︁
|𝑥|>𝑦

(𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘)
2|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))| =

=
1

6
|𝑡|3𝜎3

𝑛𝑘

∫︁
|𝑥|≤𝑦

|𝑥|3|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))|+ 𝑡2𝜎2
𝑛𝑘

∫︁
|𝑥|>𝑦

|𝑥|2|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))| ≤

≤ 𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦)

1

6
|𝑡|3𝜎3

𝑛𝑘 + 𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦)𝑡

2𝜎2
𝑛𝑘. (1)

Аналогiчно,

𝜔𝑛𝑘(𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

(︀
𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘 − 1− 𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘

)︀
𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤
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≤ 𝑡2𝜎2
𝑛𝑘

2

+∞∫︁
−∞

𝑥2 |𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))| ≤ 𝑡2𝜎2
𝑛𝑘

2

(︁
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︁
. (2)

𝜔𝑛𝑘(𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝜎𝑛𝑘𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

+∞∫︁
−∞

|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))| ≤

≤ 𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦). (3)

У нерiвностi ([6], ст. 299)

|𝐹 (𝑥)−𝐺(𝑥)| ≤ 2

𝜋

𝑇∫︁
0

|𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡)| 𝑑𝑡
𝑡
+

24 sup
𝑥

|𝐺′(𝑥)|

𝜋𝑇
,

покладемо 𝐹 (𝑥) = Φ𝑛(𝑥), 𝐺(𝑥) = Φ(𝑥), 𝑓(𝑡) =
𝑛∏︀

𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡), 𝑔(𝑡) = 𝑒−
1
2
𝑡2 . Тодi

𝜌𝑛 ≤ 2

𝜋

𝑇∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 +

24

𝜋
√
2𝜋𝑇

. (4)

Iз нерiвностi⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑎𝑖 −
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑏𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑎𝑖 − 𝑏𝑖|

(︃
𝑖−1∏︁
𝑘=1

|𝑏𝑘|

)︃(︃
𝑛∏︁

𝑘=𝑖+1

|𝑎𝑘|

)︃
,

i iз умови (1) теореми⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑓𝑛𝑖(𝑡)−
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑖
2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜔𝑛𝑖(𝑡)
𝑖−1∏︁
𝑘=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

𝑛∏︁
𝑘=𝑖+1

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)| ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜔𝑛𝑖(𝑡)𝜓𝑛𝑖(𝑡), (5)

де

𝜓𝑛𝑖(𝑡) =
𝑖−1∏︁
𝑘=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

𝑛∏︁
𝑘=𝑖+1

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)|.

Позначимо 𝜈𝑛(𝑦) = max
{︁
𝜈
(1)
𝑛 (𝑦), 𝜈

(2)
𝑛 (𝑦)

}︁
. Нехай 𝑛 ≥ 2, 𝑐 ∈

(︁
0; 𝑒−9𝑛𝜎̄2

𝑛

]︁
—

довiльна стала. Будемо припускати, що 𝜈(2)𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐, бо у протилежному випадку
теорема є справедливою.

Покладемо 𝑇 (1)
𝑛 = 1

𝜎𝑛

√︀
−2 ln 𝜈𝑛(𝑦), якщо 𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐, i 𝑇 (2)

𝑛 = 1
𝜎̄𝑛

𝑐

𝜈
(1)
𝑛 (𝑦)

, якщо

𝜈
(1)
𝑛 (𝑦) > 𝑐.
Нехай 𝑛 ≥ 2, 𝜈(1)𝑛 (𝑦) > 𝑐. Iз нерiвностi

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2 + 𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2 + 𝜔𝑛𝑘(𝑡), (6)

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2023, том 42, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



48 М. М. КАПУСТЕЙ, П. В. СЛЮСАРЧУК, Т. В. БОЯРИЩЕВА

i (1) при |𝑡| ≤ 𝑇
(2)
𝑛

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)| ≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

(︂
1 + 𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2

(︂
|𝑡|3𝜎3

𝑛𝑘

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︂)︂
≤

≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

(︃
1 + 𝑒

(𝑇 (2)
𝑛 )

2
𝜎2
𝑛𝑘

2

(︂
𝑇 (2)
𝑛

𝑡2𝜎3
𝑛𝑘

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘𝑐

)︂)︃
≤

≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

(︃
1 + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

√
𝑒

(︃
𝑐

𝜈
(1)
𝑛 (𝑦)

1

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑐

)︃)︃
.

Тодi

𝜓𝑛𝑖(𝑡) =
𝑖−1∏︁
𝑘=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

𝑛∏︁
𝑘=𝑖+1

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)| ≤

≤
𝑖−1∏︁
𝑘=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

𝑛∏︁
𝑘=𝑖+1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

(︃
1 + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

√
𝑒

(︃
𝑐

𝜈
(1)
𝑛 (𝑦)

1

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑐

)︃)︃
≤

≤ exp

{︂
−𝑡

2

2
(1− 𝜎2

𝑛𝑖) + 𝑡2
√
𝑒
7𝑐

6

}︂
≤ 𝑒−𝑐2𝑡2 , (7)

де 𝑐2 = 1
8
− 7

6

√
𝑒𝑐 > 0.

Iз (5) i (7) при 𝜈(1)𝑛 > 𝑐, |𝑡| ≤ 𝑇
(2)
𝑛 i 𝑛 ≥ 2⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
|𝑡|3𝜎3

𝑛𝑘

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐2𝑡2 ≤

≤
(︂
|𝑡|3

6
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝑡2𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐2𝑡2 . (8)

Нехай 𝜈(1)𝑛 (𝑦) > 𝑐 i 𝑛 ≥ 2. Покладемо у (4) 𝑇 = 𝑇
(2)
𝑛 . Iз (4) i (8)

𝜌𝑛 ≤ 2

𝜋

𝑇
(2)
𝑛∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 +

24

𝜋
√
2𝜋𝑇

(2)
𝑛

≤

≤ 2

𝜋

𝑇
(2)
𝑛∫︁

0

(︂
𝑡2

6
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝑡𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐2𝑡2𝑑𝑡+

+
24

𝜋
√
2𝜋

𝜎̄𝑛𝜈
(1)
𝑛 (𝑦)

𝑐
≤ 𝐶3

(︀
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︀
,

де надалi 𝐶𝑘 — сталi, що залежать тiльки вiд 𝑐.
У випадку 𝜈(1)𝑛 (𝑦) > 𝑐 i 𝑛 ≥ 2 теорема доведена.
Нехай 𝜈(1)𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐, 𝑛 ≥ 2. Iз (2) i (6) при |𝑡| ≤ 𝑇

(1)
𝑛

|𝑓𝑛𝑘(𝑡)| ≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
4

(︂
1 + 𝑒

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
4

1

2
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

(︁
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︁)︂
≤
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≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
4

(︃
1 + 𝑒

(𝑇 (1)
𝑛 )

2
𝜎2
𝑛𝑘

4
1

2
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

(︁
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︁)︃
≤

≤ 𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
4

(︂
1 + (𝜈𝑛(𝑦))

− 1
2
1

2
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

(︁
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︁)︂
.

Тодi, iз умови 𝜎̄2
𝑛 ≤ 3

4
, при 𝑛 ≥ 2, дiстанемо

𝜓𝑛𝑖(𝑡) ≤
𝑖−1∏︁
𝑘=1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
2

𝑛∏︁
𝑘=𝑖+1

𝑒−
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘
4

(︂
1 + (𝜈𝑛(𝑦))

− 1
2
1

2
𝑡2𝜎2

𝑛𝑘

(︁
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︁)︂
≤

≤ exp

{︂
−𝑡

2

4
(1− 𝜎2

𝑛𝑖) + (𝜈𝑛(𝑦))
− 1

2
1

2
𝑡2
(︀
𝜈(1)𝑛 (𝑦) + 𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︀}︂
≤

≤ exp

{︂
−𝑡

2

4

(︀
1− 𝜎2

𝑛𝑖

)︀
+ 𝑡2

√︀
𝜈𝑛(𝑦)

}︂
≤ exp

{︂
−𝑡2

(︂
1

16
−
√
𝑐

)︂}︂
= 𝑒−𝑐1𝑡2 , (9)

де 𝑐1 = 1
16

−
√
𝑐 > 0.

Iз (5) i (9) при 𝜈(1)𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐, |𝑡| ≤ 𝑇
(1)
𝑛 i 𝑛 ≥ 2 маємо⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
|𝑡|3𝜎3

𝑛𝑘

6
𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝑡2𝜎2

𝑛𝑘𝜈
(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐1𝑡2 ≤

≤
(︂
|𝑡|3

6
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝑡2𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐1𝑡2 . (10)

Покладемо у (4) 𝑇 = 𝑐
𝜎̄𝑛

(𝜈𝑛(𝑦))
−1, 𝑇 ′ = min

{︁
𝑇 ;𝑇

(1)
𝑛

}︁
. Тодi iз (4)

𝜌𝑛 ≤ 2

𝜋

𝑇∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 +

24

𝜋
√
2𝜋𝑇

≤

≤ 2

𝜋

𝑇 ′∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 +

2

𝜋

𝑇∫︁
𝑇 ′

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 +

2

𝜋

𝑇∫︁
𝑇 ′

𝑒−
1
2
𝑡2 𝑑𝑡

𝑡
+

+
24

𝜋
√
2𝜋𝑐

𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦) = 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 +
24

𝜋
√
2𝜋𝑐

𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦). (11)

Оскiльки 𝑇 ′ ≤ 𝑇
(1)
𝑛 , то iз (10)

𝐼1 =
2

𝜋

𝑇 ′∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)− 𝑒−
1
2
𝑡2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 ≤

≤ 2

𝜋

𝑇 ′∫︁
0

(︂
𝑡2

6
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝑡𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︂
𝑒−𝑐1𝑡2𝑑𝑡 ≤ 𝐶4

(︀
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝑦) + 𝜈(2)𝑛 (𝑦)

)︀
. (12)
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Iз (1) i (6) при 𝜈𝑛(𝑦) ≤ 𝑐 i |𝑡| > 𝑇
(1)
𝑛 = 1

𝜎̄𝑛

√︀
−2 ln 𝜈𝑛(𝑦)⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
𝑒−

𝑡2𝜎2
𝑛𝑘
2 + 𝜔𝑛𝑘(𝑡)

)︂
≤

≤
𝑛∏︁

𝑘=1

(︃
𝑒−

(𝑇 (1)
𝑛 )

2
𝜎2
𝑛𝑘

2 + 𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︃
=

𝑛∏︁
𝑘=1

(︃
(𝜈𝑛(𝑦))

𝜎2
𝑛𝑘
𝜎2
𝑛 + 𝜈

(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦)

)︃
=

= (𝜈𝑛(𝑦))
1

𝜎̄2
𝑛

𝑛∏︁
𝑘=1

(︃
1 + (𝜈𝑛(𝑦))

−𝜎2
𝑛𝑘
¯
𝜎2
𝑛 (𝜈

(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦))

)︃
,

i, використавши нерiвнiсть 𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
𝑛∏︀

𝑖=1

𝑥𝑖 ≤
(︂

1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖

)︂𝑛

, одержимо

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ (𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛

(︃
1 +

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜈𝑛(𝑦))
−𝜎2

𝑛𝑘
𝜎̄2
𝑛 (𝜈

(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦))

)︃𝑛

≤

≤ (𝜈𝑛(𝑦))
1

𝜎̄2
𝑛

(︃
1 + (𝜈𝑛(𝑦))

−1𝜎̄2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜈
(1)
𝑛𝑘 (𝑦) + 𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦))

)︃𝑛

≤ (𝜈𝑛(𝑦))
1

𝜎̄2
𝑛 3𝑛. (13)

Оскльки 𝜈𝑛(𝑦) ≤ 𝑐 ≤ 𝑒−9𝑛𝜎̄2
𝑛 ≤ 𝑒−9 i |𝑡| > 𝑇

(1)
𝑛 , то

|𝑡|𝜎̄𝑛 > 𝜎̄𝑛𝑇
(1)
𝑛 =

√︀
−2 ln 𝜈𝑛(𝑦) ≤

√
−2 ln 𝑐 ≥

√
18.

Будемо вважати, що 𝑇 ′ = 𝑇
(1)
𝑛 , бо iнакше 𝐼2 = 0, 𝐼3 = 0, i справедливiсть

теореми випливає iз (11), (12). Iз (13) (враховуємо, що 𝜎̄𝑛𝑇
(1)
𝑛 >

√
18)

𝐼2 =
2

𝜋

𝑇∫︁
𝑇 ′

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑓𝑛𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡𝑡 ≤ 3𝑛2

𝜋
(𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛

𝑇∫︁
𝑇

(1)
𝑛

𝑡−1𝑑𝑡 =

=
3𝑛2

𝜋
(𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛

𝑇∫︁
𝑇

(1)
𝑛

𝑡−
8
9
− 1

9𝑑𝑡 ≤ 3𝑛18

𝜋
(𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛

(︀
𝑇 (1)
𝑛

)︀− 1
9 𝑇

1
9 ≤

≤ 3𝑛18

𝜋
18−

1
18 (𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛
− 1

9 𝑐
1
9 ≤ 𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦)

18

𝜋
18−

1
18 𝑐−1 1

𝜎̄𝑛
3𝑛𝑐

1

𝜎̄2
𝑛 ≤

≤ 𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦)
18

𝜋
18−

1
18 𝑐−1

√
𝑛(3𝑒−9)𝑛 ≤ 𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦)

1

𝜋
181−

1
18 𝑐−1

√
2(3𝑒−9)2. (14)

Враховуючи, що 𝜈(1)𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐, 𝜎̄𝑛𝑇
(1)
𝑛 >

√
18 i 𝜎̄2

𝑛 ≤ 3
4
при 𝑛 ≤ 2, одержимо

𝐼3 =
2

𝜋

𝑇∫︁
𝑇

(1)
𝑛

𝑒−
1
2
𝑡2 𝑑𝑡

𝑡
≤ 2

𝜋

(︀
𝑇 (1)
𝑛

)︀−2
𝑒
− 1

2

(︁
𝑇

(1)
𝑛

)︁2

=
2

𝜋

(︀
𝑇 (1)
𝑛

)︀−2
(𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛 ≤

≤ 1

9𝜋
𝜎̄2
𝑛 (𝜈𝑛(𝑦))

1

𝜎̄2
𝑛 ≤ 1

9𝜋
𝜎̄2
𝑛 (𝜈𝑛(𝑦))

4
3 ≤ 𝜎̄𝑛𝜈𝑛(𝑦)

1

9𝜋
𝑐

1
3 . (15)

Роздiл 1: Математика i статистика



ТОЧНIСТЬ НАБЛИЖЕННЯ В ЦЕНТРАЛЬНIЙ ГРАНИЧНIЙ ТЕОРЕМI . . . 51

У випадку 𝑛 ≥ 2, 𝜈(1)𝑛 (𝑦) ≤ 𝑐 теорема випливає iз (11), (12), (14), (15).
Нехай 𝑛 = 1. Тодi 𝜎2

11 i

𝜌1 = sup
𝑥

|Φ1(𝑥)− Φ(𝑥)| = sup
𝑥

|𝐹11(𝑥)− Φ(𝑥)| = sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥∫︁
−∞

𝑑 (𝐹11(𝑢)− Φ(𝑢))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤
+∞∫︁

−∞

|𝑑 (𝐹11(𝑥)− Φ(𝑥))| ≤ 𝜈
(1)
11 (𝑦) + 𝜈

(2)
11 (𝑦).

Теорема доведена.
Введемо позначення

𝜈(1)𝑛 (𝑦) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜎3
𝑛𝑘𝜈

(1)
𝑛𝑘 (𝑦), 𝜈(2)𝑛 (𝑦) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜎2
𝑛𝑘𝜈

(2)
𝑛𝑘 (𝑦).

3. Деякi наслiдки. У теоремi покладемо 𝑦 = 𝜎̄−1
𝑛 .

Наслiдок 1. Нехай 𝜎̄2
𝑛 ≤ 3

4
, при 𝑛 ≥ 2. Тодi для всiх 𝑛 ≥ 1

𝜌𝑛 ≤ 𝐶
(︀
𝜎̄𝑛𝜈

(1)
𝑛 (𝜎̄−1

𝑛 ) + 𝜈(2)𝑛 (𝜎̄−1
𝑛 )
)︀
.

Введемо псевдомоменти вигляду

𝜈
(0)
𝑛𝑘 (𝑟) =

+∞∫︁
−∞

max(1, |𝑥|𝑟)|𝑑(𝐹𝑛𝑘(𝑥𝜎𝑛𝑘)− Φ(𝑥))|, 𝜈(0)𝑛 (𝑟) = 𝜎̄2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜈
(0)
𝑛𝑘 (𝑟).

Наслiдок 2. Нехай 𝜎̄2
𝑛 ≤ 3

4
для 𝑛 ≥ 2, 2 < 𝑟 ≤ 3. Тодi для всiх 𝑛 ≥ 1

𝜌𝑛 ≤ 𝐶𝜎̄𝑟−2
𝑛 𝜈(0)𝑛 (𝑟).

Нехай 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛, . . . — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з
математичним сподiванням 𝑀𝜉𝑖 = 0, дисперсiєю 𝐷𝜉𝑖 = 𝜎2

𝑖 , 𝐵
2
𝑛 = 𝜎2

1 + . . . + 𝜎2
𝑛.

Позначимо через 𝐹𝑘(𝑥) функцiю розподiлу випадкової величини 𝜉𝑘 i покладемо
𝜉𝑘
𝐵𝑛

= 𝜉𝑛𝑘. Тодi

𝑆𝑛 =
𝜉1 + 𝜉2 + · · ·+ 𝜉𝑛

𝐵𝑛

, 𝐹𝑛𝑘(𝑥) = 𝐹𝑘(𝑥𝐵𝑛),

𝜎2
𝑛𝑘 =

𝜎2
𝑘

𝐵2
𝑛

, 𝜎̄2
𝑛 =

𝜎2

𝐵2
𝑛

, 𝜎 = max
1≤𝑘≤𝑛

𝜎𝑘.

𝜈
(0)
𝑘 =

+∞∫︁
−∞

max(1, |𝑥|𝑟)|𝑑(𝐹𝑘(𝑥𝜎𝑘)− Φ(𝑥))|, 𝜈(0)𝑛 (𝑟) =
𝜎2

𝐵2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜈
(0)
𝑘 (𝑟).

Наслiдок 3. Нехай 𝜎2

𝐵2
𝑛
≤ 3

4
для 𝑛 ≥ 2. Тодi

𝜌𝑛 ≤ 𝐶

(︂
𝜎

𝐵𝑛

)︂𝑟−2

𝜈(0)𝑛 (𝑟).
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4. Висновки. У роботi отримано оцiнки швидкостi збiжностi розподiлiв
послiдовностей сум випадкових величин в схемi серiй. Результати сформульо-
вано в термiнах псевдомоментiв урiзаного типу. Одержанi оцiнки можуть бути
використанi при дослiдженнi збiжностi послiдовностей випадкових величин з
iншими властивостями.
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Kapustey M. M., Slyusarchuk P. V., Boiaryshcheva T. V. Exactness of an
approximation in the central limit theorem in the term of axe middle pseudomo-
ments.

Estimates of Zolotarev in the central limit theorem generalized for sequences series
random variables in the term of middle pseudomoments. In the paper [1] a generalization
of the Barry-Esseen inequality was obtained using a different kind of pseudomonitors.
Due to the work [1], pseudomoments have become widely used in the limit theorems; a
detailed bibliography is contained in [1]. In [2] we consider the conditions in which the
convergence rate will be higher than in the Barry-Esseen inequality. Pseudomoments have
been used to estimate the convergence rate of options prices [3]. In papers [4] and [5]
different approaches to generalizing the results from [1] for variously distributed random
variables are considered. In this paper we summarize the results of work [1] on a sequence
of independent series in each series of randomly distributed random variables, while the
results of works [4] and [5] are substantially generalized.
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