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ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ ОДНОГО НЕЛIНIЙНОГО
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ В БАНАХОВОМУ

ПРОСТОРI

Отримано достатнi умови iснування єдиного обмеженого на всiй числовiй осi розв’язку
одного нелiнiйного диференцiального рiвняння з кусково-сталим операторним коєфi-
цiєнтом у лiнiйнiй частинi.

Ключовi слова: банахiв простiр, нелiнiйне диференцiальне рiвняння, обмежений
розв’язок, лiнiйний неперервний оператор, кусково-сталий операторний коєфiцiєнт.

1. Вступ. Нехай (𝑋, ‖ · ‖) — комплексний банахiв простiр, 𝐿(𝑋) — банахiв
простiр лiнiйних неперервних операторiв, що дiють iз𝑋 в𝑋, 𝐶𝑏(R, 𝑋) — банахiв
простiр усiх неперервних i обмежених на R функцiй 𝑥 : R → 𝑋 з нормою
‖𝑥‖∞ = sup𝑡∈R ‖𝑥(𝑡)‖.

Зафiксуємо натуральне число 𝑝, оператори 𝐴,𝐵;𝐴𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝, з 𝐿(𝑋),
дiйснi числа 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑝, покладемо ̂︀R = R∖{𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑝} i розглянемо
диференцiальне рiвняння

𝑥′(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ R, (1)

в якому 𝑇 (𝑡) = 𝐴, 𝑡 ≥ 𝑡𝑝; 𝑇 (𝑡) = 𝐴𝑘, 𝑡𝑘−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝; 𝑇 (𝑡) = 𝐵, 𝑡 < 𝑡0;
𝑓 : R×𝑋 ×𝑋 → 𝑋 — деяке вiдображення; 𝑦 — фiксована функцiя з 𝐶𝑏(R, 𝑋).
Обмеженим розв’язком диференцiального рiвняння (1) будемо називати таку
функцiю 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), що для кожного 𝑡 ∈ ̂︀R iснує 𝑥′(𝑡) i виконується рiвнiсть
(1).

Мета цiєї статтi — отримати достатнi умови для операторiв 𝐴,𝐵;𝐴𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤
≤ 𝑝, i вiдображення 𝑓 , якi забезпечують виконання такої умови.

Умова обмеженостi. Для довiльної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) диференцiальне
рiвняння (1) має єдиний обмежений розв’язок.

Для лiнiйного диференцiального рiвняння першого порядку зi змiнним опе-
раторним коефiцiєнтом, частковим випадком якого є рiвняння

𝑥′(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ R, (2)

умова обмеженостi та її зв’язок з умовою експоненцiальної дихотомiї дослi-
джувались, зокрема, в [1], [2], [3], [4], [5]. Рiзнi пiдходи до дослiдження iсну-
вання обмежених розв’язкiв нелiнiйних аналогiв таких рiвнянь можна знайти
в [3], [4], [5].
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2. Зображення диференцiального рiвняння (2) в еквiвалентному
операторному виглядi. Зазначимо, що коли 𝑥 є вiдповiдним до 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋)
обмеженим розв’язком диференцiального рiвняння (2), то додатково 𝑥′ є непе-
рервною функцiєю на ̂︀R i

sup
𝑡∈̂︀R ‖𝑥′(𝑡)‖ ≤ 𝐿‖𝑥‖∞ + ‖𝑦‖∞,

де 𝐿 = max{‖𝐴‖ , ‖𝐵‖ , ‖𝐴𝑘‖ , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝}.
Позначимо через 𝑌 набiр усiх функцiй 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) таких, що для кожного

𝑡 ∈ ̂︀R iснує 𝑢′(𝑡), 𝑢′ — неперервна функцiя на ̂︀R i sup𝑡∈̂︀R ‖𝑥′(𝑡)‖ < +∞. Легко
переконатися, що 𝑌 — лiнiйний нормований простiр з поточковим додаванням
i множенням на комплексне число i нормою

‖𝑢‖𝑌 = ‖𝑢‖∞ + sup
𝑡∈̂︀R ‖𝑢′(𝑡)‖.

Далi використовується така лема.

Лема 1. (𝑌, ‖ · ‖𝑌 ) — банахiв простiр.

Доведення. Нехай {𝑢𝑚, 𝑚 ≥ 1}—фундаментальна послiдовнiсть елементiв
𝑌 . З означення ‖ · ‖𝑌 випливає, що тодi послiдовнiсть {𝑢𝑚, 𝑚 ≥ 1} є фунда-
ментальною i в банаховому просторi 𝐶𝑏(R, 𝑋), а отже, знайдеться така функцiя
𝑢 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), що

‖𝑢𝑚 − 𝑢‖∞ → 0, 𝑚→ ∞. (3)

Доведемо що для кожного фiксованого 𝑡* ∈ ̂︀R iснує 𝑢′(𝑡*), а також 𝑢′ є непе-
рервною функцiєю на ̂︀R. Зафiксуємо такi дiйснi числа 𝑎, 𝑏, що 𝑎 < 𝑡* < 𝑏, [𝑎, 𝑏] ⊂
⊂ ̂︀R. Знову скориставшись фундаментальнiстю послiдовностi {𝑢𝑚, 𝑚 ≥ 1} в
просторi 𝑌 , робимо висновок, що послiдовнiсть {𝑢𝑚(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑚 ≥ 1} є фун-
даментальною в банаховому просторi 𝐶1([𝑎, 𝑏], 𝑋) усiх неперервно диференцi-
йовних за нормою на [𝑎, 𝑏] функцiй 𝑣 : [𝑎, 𝑏] → 𝑋 з нормою

‖𝑣‖𝐶1 = max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

‖𝑣(𝑡)‖+ max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

‖𝑣′(𝑡)‖.

Тому, з урахуванням (3), iснує 𝑢′(𝑡*), 𝑢′𝑚(𝑡*) → 𝑢′(𝑡*), 𝑚 → ∞, а також
функцiя 𝑢′ : ̂︀R → 𝑋 неперервна на ̂︀R.

Зазначимо тепер, що при фiксованому 𝜀 > 0 внаслiдок фундаментальностi
{𝑢𝑚, 𝑚 ≥ 1} в просторi 𝑌

∃𝑚0 ∈ N ∀𝑚 ≥ 𝑚0 ∀𝑞 ≥ 1 ∀𝑡 ∈ ̂︀R : ‖𝑢′𝑚(𝑡)− 𝑢′𝑚+𝑞(𝑡)‖ < 𝜀. (4)

Перейшовши в (4) до границi при 𝑞 → ∞, матимемо:

∀𝑚 ≥ 𝑚0 ∀𝑡 ∈ ̂︀R : ‖𝑢′𝑚(𝑡)− 𝑢′(𝑡)‖ ≤ 𝜀.

Тому
sup
𝑡∈̂︀R ‖𝑢′(𝑡)‖ ≤ 𝜀+ sup

𝑡∈̂︀R ‖𝑢′𝑚0
(𝑡)‖, (5)

а також
sup
𝑡∈̂︀R ‖𝑢′𝑚(𝑡)− 𝑢′(𝑡)‖ → 0, 𝑚→ ∞. (6)

Iз (3), (5), (6) випливає, що 𝑢 ∈ 𝑌 i 𝑢𝑚 → 𝑢, 𝑚→ ∞, в 𝑌 .
Лему 1 доведено.
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Нехай лiнiйне диференцiальне рiвняння (2) задовольняє умову обмеженостi.
Покладемо

𝐷(L) = {𝑥 ∈ 𝑌 | iснує така функцiя 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), що

𝑥 — єдиний обмежений розв’язок рiвняння (2), вiдповiдний до 𝑦}

i визначимо лiнiйний оператор L : 𝐷(L) ⊂ 𝑌 → 𝐶𝑏(R, 𝑋) за таким правилом.
Для кожної функцiї 𝑥 ∈ 𝐷(L) L𝑥 — така функцiя з 𝐶𝑏(R, 𝑋), що

(L𝑥)(𝑡) = 𝑥′(𝑡)− 𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ ̂︀R.
При цьому диференцiальне рiвняння (2) записується в операторному виглядi

L𝑥 = 𝑦.

Лема 2. Якщо диференцiальне рiвняння (2) задовольняє умову обмежено-
стi, то оператор L замкнений.

Доведення. Зафiксуємо таку послiдовнiсть {𝑥𝑚, 𝑚 ≥ 1} ⊂ 𝐷(L), що
𝑥𝑚 → 𝑥, 𝑚 → ∞, в 𝑌 i L𝑥𝑚 → 𝑦, 𝑚 → ∞, в 𝐶𝑏(R, 𝑋). Скориставшись озна-
ченням ‖ · ‖𝑌 , робимо висновок, що для функцiї 𝑦(𝑡) = 𝑥′(𝑡) − 𝑇 (𝑡)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ ̂︀R,
справджується спiввiдношення

sup
𝑡∈̂︀R ‖(L𝑥𝑚)(𝑡)−𝑦(𝑡)‖ ≤ sup

𝑡∈̂︀R ‖𝑥′𝑚(𝑡)−𝑥′(𝑡)‖+max
𝑡∈R

‖𝑇 (𝑡)‖·‖𝑥𝑚−𝑥‖∞ → 0, 𝑚→ ∞.

Тому 𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡) для кожного 𝑡 ∈ ̂︀R, а отже, функцiя 𝑥 є вiдповiдним до 𝑦
єдиним обмеженим розв’язком рiвняння (2), тобто 𝑥 ∈ 𝐷(L), L𝑥 = 𝑦.

Лему 2 доведено.
3. Обмеженi розв’язки диференцiального рiвняння (1). Позначимо

через 0̄ нульовий елемент в просторi 𝑋. Основним результатом даної статтi є
наступна теорема.

Теорема 1. Припустимо, що виконуються такi умови:

i1) лiнiйне диференцiальне рiвняння (2) задовольняє умову обмеженостi;

i2) iснує така стала𝑀 > 0, що для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) i вiдповiдного
до 𝑦 єдиного обмеженого розв’язку 𝑥 рiвняння (2) виконується нерiвнiсть
‖𝑥‖∞ ≤𝑀‖𝑦‖∞;

i3) вiдображення 𝑓 неперервне на R×𝑋 ×𝑋 за нормою, тобто

∀(𝑡0, 𝑢0, 𝑣0) ∈ R×𝑋 ×𝑋 ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀(𝑡, 𝑢, 𝑣) ∈ R×𝑋 ×𝑋,

|𝑡− 𝑡0|+ ‖𝑢− 𝑢0‖+ ‖𝑣 − 𝑣0‖ < 𝛿 : ‖𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣)− 𝑓(𝑡0, 𝑢0, 𝑣0)‖ < 𝜀;

i4) ∃𝐶1 > 0 ∀𝑢1, 𝑢2, 𝑣 ∈ 𝑋 ∀𝑡 ∈ R : ‖𝑓(𝑡, 𝑢1, 𝑣)− 𝑓(𝑡, 𝑢2, 𝑣)‖ ≤ 𝐶1‖𝑢1 − 𝑢2‖;
i5) ∃𝐶2 > 0 ∀𝑡 ∈ R ∀𝑣 ∈ 𝑋 : ‖𝑓(𝑡, 0̄, 𝑣)‖ ≤ 𝐶2(1 + ‖𝑣‖);
i6) 𝑀𝐶1 < 1.

Тодi диференцiальне рiвняння (1) задовольняє умову обмеженостi.

Доведення. Зафiксуємо функцiю 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋). Покладемо

𝑦1(𝑡) = 𝑓(𝑡, 0̄, 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ R.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Iз умов i3), i5) випливає, що 𝑦1 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋). Внаслiдок умови i1) диферен-
цiальне рiвняння (2) має єдиний обмежений розв’язок 𝑥1, вiдповiдний до фун-
кцiї 𝑦1. Далi для кожного 𝑛 ≥ 2 визначимо функцiю 𝑥𝑛 як єдиний обмежений
розв’язок рiвняння (2), вiдповiдний до функцiї 𝑦𝑛(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−1(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ R.
Зауважимо, що 𝑦𝑛 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), оскiльки внаслiдок умов i3), i4) функцiя 𝑦𝑛 не-
перервна на R, а також для кожного 𝑡 ∈ R

‖𝑦𝑛(𝑡)‖ ≤ ‖𝑦𝑛−1(𝑡)‖+ ‖𝑦𝑛(𝑡)− 𝑦𝑛−1(𝑡)‖ ≤ ‖𝑦𝑛−1‖∞ + ‖𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−1(𝑡), 𝑦(𝑡))−
− 𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−2(𝑡), 𝑦(𝑡))‖ ≤ ‖𝑦𝑛−1‖∞ + 𝐶1‖𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2‖∞.

Тут 𝑥0(𝑡) = 0̄, 𝑡 ∈ R.
Iз умов i2), i4) випливає, що для кожного 𝑛 ≥ 2

‖𝑥𝑛−𝑥𝑛−1‖∞ ≤𝑀 sup
𝑡∈R

‖𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−1(𝑡), 𝑦(𝑡))−𝑓(𝑡, 𝑥𝑛−2(𝑡), 𝑦(𝑡))‖ ≤𝑀𝐶1‖𝑥𝑛−1−𝑥𝑛−2‖,

Тому, з урахуванням умови i6), послiдовнiсть {𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 1} фундаменталь-
на в банаховому просторi 𝐶𝑏(R, 𝑋), а отже, iснує така функцiя 𝑥 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋),
що ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖∞ → 0, 𝑛 → ∞. Доведемо, що 𝑥 є вiдповiдним до 𝑦 обмеженим
розв’язком диференцiального рiвняння (1). Скориставшись явним виглядом
розв’язку задачi Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння першого по-
рядку, робимо висновок, що для кожного 𝑛 ≥ 2

𝑥𝑛(𝑡) = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡𝑝)𝑥𝑛(𝑡𝑝) +

𝑡∫︁
𝑡𝑝

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥𝑛−1(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 𝑡𝑝.

Звiдси, перейшовши до границi при 𝑛→ ∞, отримаємо

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡𝑝)𝑥(𝑡𝑝) +

𝑡∫︁
𝑡𝑝

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 𝑡𝑝,

а отже, для кожного 𝑡 > 𝑡𝑝

𝑥′(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)).

Аналогiчно перевiряється, що для кожного 𝑡 ∈ ̂︀R∖[𝑡𝑝,+∞) теж iснує 𝑥′(𝑡) i
виконується рiвнiсть (1).

Доведемо єдинiсть цього обмеженого розв’язку. Нехай функцiя 𝑢 також є
вiдповiдним до 𝑦 обмеженим розв’язком диференцiального рiвняння (1). Тодi
𝑥 i 𝑢 є обмеженими розв’язками лiнiйного диференцiального рiвняння (2), що
вiдповiдають функцiям 𝑦𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ R, i 𝑦𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)),
𝑡 ∈ R з простору 𝐶𝑏(R, 𝑋). Тому, внаслiдок умов i2), i4),

‖𝑥− 𝑢‖∞ ≤𝑀‖𝑦𝑥 − 𝑦𝑢‖∞ ≤𝑀𝐶1‖𝑥− 𝑢‖∞.

Оскiльки 𝑀𝐶1 < 1, то 𝑥 = 𝑢.
Теорему 1 доведено.
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Нехай 𝐺 : R → 𝐿(𝑋) — така неперервна за нормою на R операторнозначна
функцiя, що sup

𝑡∈R
‖𝐺(𝑡)‖ = 𝐶3 < +∞.

Наслiдок 1. Якщо для диференцiального рiвняння (2) виконуються умови
i1), i2) теореми 1, а також 𝑀𝐶3 < 1, то диференцiальне рiвняння

𝑥′(𝑡) = (𝑇 (𝑡) +𝐺(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ R,

задовольняє умову обмеженостi.

Для доведення наслiдка 1 досить застосувати теорему 1 до вiдображення
𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑣) = 𝐺(𝑡)𝑢+ 𝑣.

Iз леми 2 i теореми Банаха про iснування оберненого оператора для замкне-
ного оператора випливає, що коли диференцiальне рiвняння (2) задовольняє
умову обмеженостi, то оператор L має неперервний обернений оператор L−1 :
𝐶𝑏(R, 𝑋) → 𝑌 . Розглянемо лiнiйний оператор T : 𝐶𝑏(R, 𝑋) → 𝐶𝑏(R, 𝑋), який
визначається за правилом T𝑢 = L−1𝑢, 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋). Оскiльки ‖𝑢‖∞ ≤ ‖𝑢‖𝑌
для кожної функцiї 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋), то оператор T теж обмежений. Тoму справ-
джується таке твердження.

Теорема 2. Якщо диференцiальне рiвняння (2) задовольняє умову обмеже-
ностi, то умова i2) теореми 1 виконується зi сталою 𝑀 = ‖T‖.

Для диференцiального рiвняння{︃
𝑥′(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = 𝐵𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(7)

яке є частковим випадком рiвняння (2), норму оператора T можна оцiнити та-
ким чином.

Вiдомо (див., наприклад, [2], гл. 2, § 4), що коли спектр 𝜎(𝐴) оператора 𝐴
не перетинається з уявною вiссю 𝑖R = {𝑖𝑡 | 𝑡 ∈ R}, 𝜎−(𝐴) i 𝜎+(𝐴) — частини
спектра 𝜎(𝐴), що лежать вiдповiдно у лiвiй i правiй пiвплощинi C (одна з них
може бути порожньою), 𝑃±(𝐴) — проєктори Рiсса, що вiдповiдають 𝜎±(𝐴), то
простiр𝑋 зображується у виглядi прямої суми𝑋 = 𝑋−(𝐴)+̇𝑋+(𝐴) iнварiантних
вiдносно оператора 𝐴 пiдпросторiв 𝑋±(𝐴) = 𝑃±(𝐴)𝑋. У роботi [6] доведено, що
диференцiальне рiвняння (7) задовольняє умову обмеженостi тодi i тiльки тодi,
коли виконуються такi умови:
j1) 𝜎(𝐴) ∩ 𝑖R = ∅, 𝜎(𝐵) ∩ 𝑖R = ∅;
j2) 𝑋 = 𝑋−(𝐴)+̇𝑋+(𝐵).

Безпосередньо перевiряється що при цьому вiдповiдний до функцiї
𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) обмежений розв’язок 𝑥 рiвняння (7) зображується таким чином:

якщо 𝑡 ≥ 0, то

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑃−(𝐴)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
+∞∫︁
𝑡

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝑃+(𝐴)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+

+ 𝑒𝐴𝑡𝑃−

0∫︁
−∞

𝑒−𝐵𝑠𝑃−(𝐵)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑒𝐴𝑡𝑃−

+∞∫︁
0

𝑒−𝐴𝑠𝑃+(𝐴)𝑦(𝑠)𝑑𝑠;

(8)

Роздiл 1: Математика i статистика
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якщо 𝑡 < 0, то

𝑥(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑒𝐵(𝑡−𝑠)𝑃−(𝐵)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−
0∫︁
𝑡

𝑒𝐵(𝑡−𝑠)𝑃+(𝐵)𝑦(𝑠)𝑑𝑠−

− 𝑒𝐵𝑡𝑃+

+∞∫︁
0

𝑒−𝐴𝑠𝑃+(𝐴)𝑦(𝑠)𝑑𝑠− 𝑒𝐵𝑡𝑃+

0∫︁
−∞

𝑒−𝐵𝑠𝑃−(𝐵)𝑦(𝑠)𝑑𝑠.

(9)

Тут 𝑃−, 𝑃+ — проєктори, що вiдповiдають зображенню 𝑋 = 𝑋−(𝐴)+̇𝑋+(𝐵).
Внаслiдок нерiвностi (4.5) iз [2, с. 119], iснують такi додатнi сталi 𝑀𝐴, 𝑀𝐵,

𝛾𝐴, 𝛾𝐵, що для кожного 𝑡 ≥ 0

max{‖𝑒𝐴𝑡𝑃−(𝐴)‖, ‖𝑒−𝐴𝑡𝑃+(𝐴)‖ ≤𝑀𝐴𝑒
−𝛾𝐴𝑡,

max{‖𝑒𝐵𝑡𝑃−(𝐵)‖, ‖𝑒−𝐵𝑡𝑃+(𝐵)‖ ≤𝑀𝐵𝑒
−𝛾𝐵𝑡.

Тому, скориставшись зображенням (8) i операторними рiвностями 𝑃− =
= 𝑃−(𝐴)𝑃−, 𝑃+ = 𝑃+(𝐵)𝑃+, для кожного 𝑡 ≥ 0 матимемо

‖𝑥(𝑡)‖ ≤𝑀𝐴‖𝑦‖∞

+∞∫︁
0

𝑒−𝛾𝐴|𝑡−𝑠|𝑑𝑠+

+𝑒−𝛾𝐴𝑡‖𝑃−‖

⎛⎝𝑀𝐵

0∫︁
−∞

𝑒−𝛾𝐵 |𝑠|𝑑𝑠+𝑀𝐴

+∞∫︁
0

𝑒−𝛾𝐴|𝑠|𝑑𝑠

⎞⎠ ≤ 𝐾+‖𝑦‖∞,

де

𝐾+ =𝑀𝐴

(︂
2

𝛾𝐴
+ ‖𝑃−‖

(︂
𝑀𝐵

𝛾𝐵
+
𝑀𝐴

𝛾𝐴

)︂)︂
.

Аналогiчно внаслiдок (9) ‖𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝐾−‖𝑦‖∞ для кожного 𝑡 < 0, де

𝐾− =𝑀𝐵

(︂
2

𝛾𝐵
+ ‖𝑃+‖

(︂
𝑀𝐵

𝛾𝐵
+
𝑀𝐴

𝛾𝐴

)︂)︂
.

Отже, ‖𝑥‖∞ ≤ max{𝐾+, 𝐾−}‖𝑦‖∞.
Оскiльки сталi 𝐾+, 𝐾− не залежать вiд 𝑦, то ‖T‖ ≤ max{𝐾+, 𝐾−} i тому має

мiсце таке твердження.

Наслiдок 2. Якщо виконуються умови j1), j2) i нерiвнiсть 𝐶3max{𝐾+, 𝐾−} <
1, то диференцiальне рiвняння{︃

𝑥′(𝑡) = (𝐴+𝐺(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = (𝐵 +𝐺(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(10)

задовольняє умову обмеженостi.

4. Висновки. У статтi отримано достатнi умови iснування єдиного обме-
женого на R розв’язку нелiнiйного диференцiального рiвняння (1) з кусково-
сталим операторним коєфiцiєнтом 𝑇 (𝑡) в лiнiйнiй частинi. Як наслiдок, наве-
дено зручнi для застосувань достатнi умови iснування єдиного обмеженого на
R розв’язку лiнiйного диференцiального рiвняння (10) зi змiнним операторним
коєфiцiєнтом, якi не використовують поняття експоненцiальної дихотомiї.
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