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ПРО IНТЕГРАЛЬНЕ ЗОБРАЖЕННЯ ОДНОГО КЛАСУ ЦIЛИХ
ФУНКЦIЙ ЕКСПОНЕНЦIЙНОГО ТИПУ

В роботi вивчається iнтегральне зображення одного класу цiлих функцiй експо-
ненцiйного типу. Знайдено умови iснування цього iнтегрального зображення в термi-
нах розв’язкiв з вiдповiдних просторiв деяких диференцiальних рiвнянь. Отримано
асимптотичнi оцiнки цiлих функцiй з розглядуваного класу функцiй. Наведено також
приклади цiлих функцiй з цього класу.

Ключовi слова: теорема Пелi-Вiнера, цiла функцiя експоненцiйного типу, диферен-
цiальне рiвняння, iнтегральне зображення, нерiвнiсть Шварца.

1. Вступ. Нехай 𝐿𝑝(𝑋)— простiр всiх вимiрних функцiй 𝑓 : 𝑋 → C на вимiрнiй
множинi 𝑋 ⊆ R з нормою

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑋) :=

(︂∫︁
𝑋

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︂1/𝑝

, 𝑝 ∈ [1; +∞).

Цiла функцiя𝐺 називеться цiлою функцiєю експоненцiйного типу 𝜎 ∈ [0; +∞)
[1–3], якщо для кожного 𝜀 > 0 iснує така стала 𝑐(𝜀), що для всiх 𝑧 ∈ C виконує-
ться |𝐺(𝑧)| ≤ 𝑐(𝜀) exp((𝜎 + 𝜀)|𝑧|). Множину всiх цiлих функцiй експоненцiйного
типу 𝜎 ∈ (0;+∞), звуження яких на R належить простору 𝐿2(R), позначимо
через 𝑃𝑊 2

𝜎 , а клас парних функцiй з 𝑃𝑊 2
𝜎 — через 𝑃𝑊 2

𝜎,+. За теоремою Пелi-
Вiнера [1–3], клас 𝑃𝑊 2

𝜎 складається з функцiй 𝐺, якi подаються у виглядi

𝐺(𝑧) =

∫︁ 𝜎

−𝜎
𝑒𝑖𝑡𝑧𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(−𝜎;𝜎),

а клас 𝑃𝑊 2
𝜎,+ — з функцiй 𝐺, якi подаються у виглядi

𝐺(𝑧) =

∫︁ 𝜎

0

cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0;𝜎).

При цьому, ‖𝑔‖𝐿2(0;𝜎) =
√︀

2/𝜋‖𝐺‖𝐿2(0;+∞) i

𝑔(𝑡) =
2

𝜋

∫︁ +∞

0

𝐺(𝑧) cos(𝑡𝑧) 𝑑𝑧.

Задача про iнтегральне зображення рiзних класiв цiлих функцiй вивчалась в
багатьох працях (див., наприклад, [1–15]). Зокрема, в роботах [6,7] розглядалось
питання про опис класу E цiлих функцiй 𝐺 експоненцiйного типу 𝜎 ≤ 1, якi
подаються у виглядi

𝐺(𝑧) =

∫︁ 1

0

(cos(𝑡𝑧) + 𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1). (1)
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Теорема 1 (див. [6]). Для того щоб цiла функцiя 𝐺 подавалась у виглядi
(1), необхiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння 𝑓(𝑧)− 𝑧𝑓 ′(𝑧) = 𝐺(𝑧)
мало розв’язок 𝑓 = 𝐹 , який належить простору 𝑃𝑊 2

1,+.

У статтi [8] вивчався клас ̃︀E цiлих функцiй 𝑄 експоненцiйного типу 𝜎 ≤ 1,
якi подаються у виглядi

𝑄(𝑧) =

∫︁ 1

0

(−𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧) + 3𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧) + 3 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1). (2)

Теорема 2 (див. [8]). Для того щоб цiла функцiя 𝑄 подавалась у виглядi
(2), необхiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння −𝑧𝑓 ′(𝑧) + 3𝑓(𝑧) =
= 𝑄(𝑧) мало розв’язок 𝑓 = 𝐺, який належить до E.

Теорема 3 (див. [8]). Для того щоб цiла функцiя 𝑄 подавалась у виглядi
(2), необхiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння 𝑧2𝑓 ′′(𝑧) − 3𝑧𝑓 ′(𝑧) +
+ 3𝑓(𝑧) = 𝑄(𝑧) мало розв’язок 𝑓 = 𝐹 , який належить до 𝑃𝑊 2

1,+. Якщо цi
умови виконанi, то функцiя 𝑧−1(𝑧−1𝑄′(𝑧))′ також належить простору 𝑃𝑊 2

1,+

i 𝑔 можна знайти за кожною з наступних формул:

𝑔(𝑡) =
2

𝜋

∫︁ +∞

0

𝐹 (𝑧) cos(𝑡𝑧) 𝑑𝑧, 𝑔(𝑡) =
2

𝜋𝑡4

∫︁ +∞

0

1

𝑧

(︂
𝑄′(𝑧)

𝑧

)︂′

cos(𝑡𝑧) 𝑑𝑧.

У роботi [8] отримано також асимптотичнi оцiнки цiлих функцiй 𝑄 ∈ ̃︀E.
Функцiя 𝑄(𝑧) = 2𝑧4 cos 𝑧 не належить [8] до ̃︀E, а функцiя

𝑄(𝑧) = 𝑧

(︁
1− 4(−𝜋+2)

𝜋3 (𝑧2 − 𝜋2/4)
)︁
(𝑧2 − 𝜋2/4) sin 𝑧 + 2𝑧 cos 𝑧

(𝑧2 − 𝜋2/4)2
+

+3
cos 𝑧

𝑧2 − 𝜋2/4

(︂
1− 4(−𝜋 + 2)

𝜋3
(𝑧2 − 𝜋2/4)

)︂
,

належить [8] до ̃︀E з функцiєю 𝑔, визначеною формулою

𝑔(𝑡) =
4

𝜋3𝑡2

(︁
2− 2 cos

(︁𝜋
2
𝑡
)︁
− 𝜋𝑡 sin

(︁𝜋
2
𝑡
)︁)︁

. (3)

Метою цiєї статтi є опис класу ̂︀E цiлих функцiй 𝑃 експоненцiйного типу
𝜎 ≤ 1, якi подаються у виглядi

𝑃 (𝑧) =

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, (4)

з 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1). Такi класи функцiй виникають при дослiдженнi деяких некласи-
чних крайових задач для рiвняння Бесселя, особливiсть яких полягає в тому,
що система їх канонiчних власних функцiй є переповненою, тобто залишається
повною пiсля вiдкидання певної їх скiнченної кiлькостi (див. [16–21]). В данiй
роботi ми отримаємо аналоги теорем 1–3 для розглядуваного класу цiлих фун-
кцiй ̂︀E (див. теореми 4–7). Подiбнi результати мiстяться в [14].

2. Основнi результати. Основними результати роботи є наступнi твер-
дження, якi доповнюють результати робiт [6–9,18–21].
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Теорема 4. Для того щоб цiла функцiя 𝑃 подавалась у виглядi (4), необ-
хiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння

−𝑧2𝑓 ′′(𝑧) + 7𝑧𝑓 ′(𝑧)− 15𝑓(𝑧) = 𝑃 (𝑧), (5)

мало розв’язок 𝑓 = 𝐺, який належить до E.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя 𝑃 подається у виглядi (4) i

𝐺(𝑧) =

∫︁ 1

0

(cos(𝑡𝑧) + 𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

Тодi 𝐺 ∈ E,

𝐺′(𝑧) =

∫︁ 1

0

𝑧𝑡2 cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐺′′(𝑧) =

∫︁ 1

0

(𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 𝑡3𝑧 sin(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

i
−𝑧2𝐺′′(𝑧) + 7𝑧𝐺′(𝑧)− 15𝐺(𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑃 (𝑧).

Необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Нехай рiвняння (5) має розв’язок 𝑓 = 𝐺, який належить до

E. Тодi

𝑓(𝑧) =

∫︁ 1

0

(cos(𝑡𝑧) + 𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

Отже,
𝑃 (𝑧) = −𝑧2𝑓 ′′(𝑧) + 7𝑧𝑓 ′(𝑧)− 15𝑓(𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Теорему 4 доведено.

Зауваження 1. Нехай [22]

𝐽−7/2(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑧/2)2𝑘−7/2

𝑘!Γ(𝑘 − 5/2)
,

— функцiя Бесселя першого роду з iндексом −7/2, де Γ — класична Гамма-
функцiя Ейлера. Оскiльки (див. [22])

𝑧3
√
𝑧𝐽−7/2(𝑧) =

√︂
2

𝜋
(𝑧3 sin 𝑧 + 6𝑧2 cos 𝑧 − 15𝑧 sin 𝑧 − 15 cos 𝑧),

то функцiя 𝑃 ∈ ̂︀E подається також у виглядi

𝑃 (𝑧) =

√︂
𝜋

2

∫︁ 1

0

𝑧3𝑡3
√
𝑡𝑧𝐽−7/2(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).
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Приклад 1. Функцiя

𝑃 (𝑧) =
−4𝑧2

(𝑧2 − 𝜋2/4)3
(︀
2𝑧2 cos 𝑧 + (𝑧2 − 𝜋2/4)(𝑧 sin 𝑧 + 3 cos 𝑧)

)︀
+

+
𝑧2 cos 𝑧 − 7𝑧 sin 𝑧 − 15 cos 𝑧

𝑧2 − 𝜋2/4

(︂
1− 4(−𝜋 + 2)

𝜋3
(𝑧2 − 𝜋2/4)

)︂
,

належить до ̂︀E з функцiєю 𝑔, визначеною формулою (3). Справдi, функцiя

𝑓(𝑧) =
cos 𝑧

𝑧2 − 𝜋2/4

(︂
1− 4(−𝜋 + 2)

𝜋3
(𝑧2 − 𝜋2/4)

)︂
,

належить [7] до E з 𝑔, визначеною формулою (3). До того ж, функцiя 𝑓 є
розв’язком рiвняння (5), бо

𝑓 ′(𝑧) =
4(−𝜋 + 2)

𝜋3
sin 𝑧 − sin 𝑧

𝑧2 − 𝜋2/4
− 2𝑧 cos 𝑧

(𝑧2 − 𝜋2/4)2
,

𝑓 ′′(𝑧) =
4(−𝜋 + 2)

𝜋3
cos 𝑧 − cos 𝑧

𝑧2 − 𝜋2/4
+

4𝑧 sin 𝑧 − 2 cos 𝑧

(𝑧2 − 𝜋2/4)2
+

8𝑧2 cos 𝑧

(𝑧2 − 𝜋2/4)3
.

Тому за теоремою 4 розглядувана функцiя 𝑃 подається у виглядi (4).

Теорема 5. Для того щоб цiла функцiя 𝑃 подавалась у виглядi (4), необ-
хiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння

𝑧𝑓 ′(𝑧)− 5𝑓(𝑧) = 𝑃 (𝑧), (6)

мало розв’язок 𝑓 = 𝑄, який належить до ̃︀E.
Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя 𝑃 подається у виглядi (4) i

𝑄(𝑧) =

∫︁ 1

0

(−𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧) + 3𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧) + 3 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

Тодi 𝑄 ∈ ̃︀E,
𝑄′(𝑧) =

∫︁ 1

0

(𝑧𝑡2 cos(𝑡𝑧) + 𝑧2𝑡3 sin(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

i
𝑧𝑄′(𝑧)− 5𝑄(𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑃 (𝑧).

Необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Нехай рiвняння (6) має розв’язок 𝑓 = 𝑄, який належить до̃︀E. Тодi
𝑓(𝑧) =

∫︁ 1

0

(−𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧) + 3𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧) + 3 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).
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Тому
𝑃 (𝑧) = 𝑧𝑓 ′(𝑧)− 5𝑓(𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Теорему 5 доведено.

Теорема 6. Для того щоб цiла функцiя 𝑃 подавалась у виглядi (4), необ-
хiдно й достатньо, щоб диференцiальне рiвняння

𝑧3𝑓 ′′′(𝑧)− 6𝑧2𝑓 ′′(𝑧) + 15𝑧𝑓 ′(𝑧)− 15𝑓(𝑧) = 𝑃 (𝑧), (7)

мало розв’язок 𝑓 = 𝐹 , який належить до 𝑃𝑊 2
1,+. Якщо цi умови виконанi,

то функцiя 𝑧−1(𝑧−1(𝑧−1𝑃 ′(𝑧))′)′ також належить простору 𝑃𝑊 2
1,+ i 𝑔 можна

знайти за кожною з наступних формул:

𝑔(𝑡) =
2

𝜋

∫︁ +∞

0

𝐹 (𝑧) cos(𝑡𝑧) 𝑑𝑧, (8)

𝑔(𝑡) = − 2

𝜋𝑡6

∫︁ +∞

0

1

𝑧

(︂
1

𝑧

(︂
𝑃 ′(𝑧)

𝑧

)︂′)︂′

cos(𝑡𝑧) 𝑑𝑧. (9)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя 𝑃 подається у виглядi (4) i

𝐹 (𝑧) =

∫︁ 1

0

cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1). (10)

Тодi

𝑃 ′(𝑧) =

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡4 cos(𝑡𝑧)− 3𝑡3𝑧2 sin(𝑡𝑧)− 3𝑡2𝑧 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1),

1

𝑧

(︂
𝑃 ′(𝑧)

𝑧

)︂′

=

∫︁ 1

0

(−𝑧𝑡5 sin(𝑡𝑧)− 𝑡4 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

1

𝑧

(︂
1

𝑧

(︂
𝑃 ′(𝑧)

𝑧

)︂′)︂′

= −
∫︁ 1

0

𝑡6 cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡. (11)

За теоремою Пелi-Вiнера, функцiї 𝐹 (𝑧) i 𝑧−1(𝑧−1(𝑧−1𝑃 ′(𝑧))′)′ належать про-
стору 𝑃𝑊 2

1,+. Крiм того,

𝐹 ′(𝑧) = −
∫︁ 1

0

𝑡 sin(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐹 ′′(𝑧) = −
∫︁ 1

0

𝑡2 cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

𝐹 ′′′(𝑧) =

∫︁ 1

0

𝑡3 sin(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

i
𝑧3𝐹 ′′′(𝑧)− 6𝑧2𝐹 ′′(𝑧) + 15𝑧𝐹 ′(𝑧)− 15𝐹 (𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑃 (𝑧).
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Необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Нехай рiвняння (7) має розв’язок 𝑓 = 𝐹 , який належить до

𝑃𝑊 2
1,+. Тодi, згiдно з теоремою Пелi-Вiнера,

𝑓(𝑧) =

∫︁ 1

0

cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

Тому
𝑃 (𝑧) = 𝑧3𝑓 ′′′(𝑧)− 6𝑧2𝑓 ′′(𝑧) + 15𝑧𝑓 ′(𝑧)− 15𝑓(𝑧) =

=

∫︁ 1

0

(𝑧3𝑡3 sin(𝑡𝑧) + 6𝑧2𝑡2 cos(𝑡𝑧)− 15𝑡𝑧 sin(𝑡𝑧)− 15 cos(𝑡𝑧))𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

тобто функцiя 𝑃 подається у виглядi (4). Формули (8) i (9) випливають з рiв-
ностей (10) i (11) та формули для оберненого косинус-перетворення Фур’є. Те-
орему 6 доведено.

Приклад 2. Функцiя 𝑃 (𝑧) = 𝑧7 sin 𝑧 не належить до ̂︀E. Справдi, для цiєї
функцiї 𝑃 диференцiальне рiвняння (7) має розв’язок 𝐹 (𝑧) = 𝐶1𝑧+𝐶2𝑧

3+𝐶3𝑧
5+

+ 𝑧4 cos 𝑧 − 6𝑧3 sin 𝑧 − 15𝑧2 cos 𝑧 + 15𝑧 sin 𝑧. Проте не iснує сталих 𝐶1, 𝐶2 i 𝐶3

таких, що функцiя 𝑃 належить простору 𝑃𝑊 2
1,+. Легко бачити, що функцiя 𝑃

є парною тiльки у випадку, коли 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 0, i при цьому функцiя 𝐺(𝑧) =
= 𝑧4 cos 𝑧 − 6𝑧3 sin 𝑧 − 15𝑧2 cos 𝑧 + 15𝑧 sin 𝑧 не належить простору 𝑊 2

1,+, бо 𝐺 /∈
𝐿2(R). Тому рiвняння (7) з 𝑃 (𝑧) = 𝑧7 sin 𝑧 не має розв’язку, який належить до
𝑃𝑊 2

1,+. Отже, за теоремою 6 функцiя 𝑃 не подається у виглядi (4).

Теорема 7. Якщо цiла функцiя 𝑃 подається у виглядi (4), то

|𝑃 (𝑧)| ≤ 𝑐1
𝑒| Im 𝑧|√︀
1 + | Im 𝑧|

(1 + |𝑧|)3, 𝑧 ∈ C, 𝑐1 > 0,

i 𝑃 є парною цiлою функцiєю експоненцiйного типу 𝜎 ≤ 1. До того ж, функцiя
𝑤−6𝑃 (𝑤) належить до 𝐿1(1;+∞) i 𝑃 (𝑧) = 𝑃1(𝑧)+𝑃1(−𝑧), де 𝑃1 — цiла функцiя
така, що

|𝑃1(𝑧)| ≤ 𝑐2
(1 + |𝑧|)3√
1 + Im 𝑧

, Im 𝑧 ≥ 0, 𝑐2 > 0.

Крiм того,∫︁ +∞

𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑃 (𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑤 < +∞,

∫︁ +∞

𝑥

|𝑃 (𝑤)|
𝑤6

𝑑𝑤 < +∞,

для кожного 𝑥 ∈ (0;+∞) i⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

𝑥

𝑃 (𝑤)

𝑤6
𝑑𝑤

⃒⃒⃒⃒
= 𝑜

(︂
1

𝑥2
√
𝑥

)︂
, 𝑥→ +∞. (12)

Доведення. Нехай 𝑃 ∈ ̂︀E i 𝑃 (𝑧) := 𝐹1(𝑧) + 𝐹2(𝑧) + 𝐹3(𝑧) + 𝐹4(𝑧), де

𝐹1(𝑧) = 𝑧3
∫︁ 1

0

𝑡3 cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐹2(𝑧) = 6𝑧2
∫︁ 1

0

𝑡2 cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,
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𝐹3(𝑧) = −15𝑧

∫︁ 1

0

𝑡 sin(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝐹4(𝑧) = −15

∫︁ 1

0

cos(𝑡𝑧)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

Згiдно з теоремою Пелi-Вiнера, функцiї 𝐹1(𝑧)/𝑧
3, 𝐹2(𝑧)/𝑧

2, 𝐹3(𝑧)/𝑧 i 𝐹4(𝑧)
належать простору 𝑃𝑊 2

1 . До того ж,

𝐹4(𝑧) = −15

∫︁ 1

0

𝑒𝑖𝑡𝑧

2
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡− 15

∫︁ 1

0

𝑒−𝑖𝑡𝑧

2
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑔 ∈ 𝐿2(0; 1).

За нерiвнiстю Шварца, отримуємо

|𝑃 (𝑧)| ≤ 𝑐3
𝑒| Im 𝑧|√︀
1 + | Im 𝑧|

(1 + |𝑧|)3, 𝑧 ∈ C, 𝑐3 > 0.

Тому функцiя 𝑃 є парною цiлою функцiєю експоненцiйного типу 𝜎 ≤ 1.
Крiм того,∫︁ +∞

𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑃 (𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑤 ≤ 15

∫︁ +∞

𝑥

(︂⃒⃒⃒⃒
𝐹1(𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒
𝐹2(𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒
𝐹3(𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒
𝐹4(𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2)︂
𝑑𝑤 < +∞,

i з нерiвностi Шварца, одержимо⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

𝑥

𝑃 (𝑤)

𝑤6
𝑑𝑤

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

𝑥2
√
5𝑥

(︃∫︁ +∞

𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑃 (𝑤)

𝑤3

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑤

)︃1/2

< +∞, 𝑥 ∈ (0;+∞).

Тому функцiя 𝑤−6𝑃 (𝑤) належить простору 𝐿1(1;+∞) i виконується асим-
птотична рiвнiсть (12). Далi, 𝑃 (𝑧) = 𝑃1(𝑧) + 𝑃2(𝑧), де

𝑃1(𝑧) :=

∫︁ 1

0

(︂
𝑧3𝑡3

𝑒𝑖𝑡𝑧

2𝑖
+ 6𝑧2𝑡2

𝑒𝑖𝑡𝑧

2
− 15𝑧𝑡

𝑒𝑖𝑡𝑧

2𝑖
− 15

𝑒𝑖𝑡𝑧

2

)︂
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑃2(𝑧) :=

∫︁ 1

0

(︂
−𝑧3𝑡3 𝑒

−𝑖𝑡𝑧

2𝑖
+ 6𝑧2𝑡2

𝑒−𝑖𝑡𝑧

2
+ 15𝑧𝑡

𝑒−𝑖𝑡𝑧

2𝑖
− 15

𝑒−𝑖𝑡𝑧

2

)︂
𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Отже, 𝑃2(𝑧) = 𝑃1(−𝑧), i згiдно з нерiвнiстю Шварца, для 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 i 𝑦 ≥ 0
виконується

|𝑃1(𝑧)| ≤
15

2
(1 + |𝑧|)3‖𝑔‖𝐿2(0;1)

(︂∫︁ 1

0

𝑒−2𝑡𝑦 𝑑𝑡

)︂1/2

=

=
15

2
(1 + |𝑧|)3‖𝑔‖𝐿2(0;1)

(︂
1− 𝑒−2𝑦

2𝑦

)︂1/2

≤ 𝑐4
(1 + |𝑧|)3√
1 + Im 𝑧

, 𝑐4 > 0.

Теорему 7 доведено.
3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Робота при-

свячена дослiдженню iнтегрального зображення одного класу ̂︀E цiлих функцiй
𝑃 експоненцiйного типу 𝜎 ≤ 1. Знайдено умови для такого представлення в
термiнах iснування розв’язкiв з вiдповiдних просторiв деяких диференцiальних
рiвнянь (див. теореми 4–6). Отримано також асимптотичнi оцiнки цiлих фун-
кцiй 𝑃 ∈ ̂︀E (див. теорему 7) та побудовано приклади цiлих функцiй з ̂︀E (див.
приклади 1 i 2). Отриманi результати можуть бути використанi для дослiджен-
ня повноти системи

{︀
𝑡3𝜌3𝑘

√
𝑡𝜌𝑘𝐽−7/2(𝑡𝜌𝑘) : 𝑘 ∈ N

}︀
у просторi 𝐿2(0; 1), де 𝐽−7/2 —

функцiя Бесселя першого роду з iндексом −7/2 i (𝜌𝑘)𝑘∈N — послiдовнiсть рiзних
ненульових комплексних чисел.
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In this paper, we study an integral representation of one class of entire functions of
exponential type. Conditions for the existence of this representation in terms of solutions
from the corresponding spaces of some differential equations are found. We obtain asymp-
totic estimates of entire functions from the considered class of functions. We also give
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