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УЗАГАЛЬНЕННЯ АСИМПТОТИЧНОГО РОЗКЛАДУ
РАМАНУДЖАНА-ВАТСОНА-КНУТА

У роботi наведено асимптотичний розклад для математичного сподiвання моменту
(𝑟 + 1)-го збiгу в узагальненiй задачi про днi народження. У випадку 𝑟 = 1 даний
розклад добре вiдомий у лiтературi як асимптотичний розклад Рамануджана-Ватсона-
Кнута. Iдея доведення одержаного результату полягає у застосуваннi методу Лапласа
до оцiнки iнтеграла з параметром, який виникає при обчисленнi точного значення
шуканого математичного сподiвання.

Ключовi слова: узагальнена задача про днi народження, асимптотичний розклад,
метод Лапласа.

1. Вступ. Особливе мiсце у лiтературi, присвяченiй комбiнаторнiй теорiї ймо-
вiрностей, посiдають задача про днi народження та її подальшi узагальнення.
Наприклад, нещодавно у роботi [1] було одержано ряд граничних теорем для
випадкових величин, пов’язаних iз одним з узагальнень такої задачi.

Розглянемо 𝑛 рiзних типiв об’єктiв довiльної природи. Нехай представни-
ки кожного з цих типiв з ймовiрнiстю 1

𝑛
незалежно вiд iнших один за одним

у цiлi послiдовнi моменти часу з’являються у полi зору спостерiгача. Введемо
випадкову величину 𝑇 (𝑛)

𝑟 , 𝑟 ≥ 1, яка описує перший момент часу, коли деякий
тип об’єктiв з’явився в (𝑟 + 1)-й раз. Варто вiдзначити, що, покладаючи 𝑟 = 1
(перший збiг з кимось), а 𝑛 = 365 (загальна кiлькiсть днiв у невисокосному ро-
цi), а пiд представниками розумiти людей, народжених в один з можливих днiв
року, ми одержимо випадковi величини, що вiдповiдають класичнiй постановцi
задачi про днi народження.

Можна навести еквiвалентне формулювання даної задачi в термiнах урнової
схеми. В такому випадку величини 𝑇

(𝑛)
𝑟 , 𝑟 ≥ 1, означатимуть момент, коли

вперше в деякiй урнi з’являється принаймнi (𝑟 + 1)-а кулька (див., напр., [4],
[5], або [6]).

2. Огляд попереднiх результатiв. Вагому частину дослiджень, котрi
стосуються вiдповiдної тематики, було спрямовано на обчислення числових ха-
рактеристик випадкових величин 𝑇 (𝑛)

𝑟 , їх асимптотик та наближених обчислень.
Зокрема, у роботi Кламкiна та Ньюмана [2] було одержано точне значення ма-
тематичного сподiвання цих величин, яке у наших позначеннях матиме вигляд

E𝑇 (𝑛)
𝑟 =

∞∫︁
0

𝑒−𝑡
[︂
𝑆𝑟

(︂
𝑡

𝑛

)︂]︂𝑛
𝑑𝑡, (1)
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де 𝑆𝑟 (𝑥) =
∑︀𝑟

𝑗=0
𝑥𝑗

𝑗!
. Бiльше того, ними ж було отримано наступну асимптотику:

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)! · Γ

(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
· 𝑛

𝑟
𝑟+1 + 𝑜

(︁
𝑛

𝑟
𝑟+1

)︁
, 𝑛→ ∞.

Цiкавою задачею з прикладної точки зору є узагальнення вище зазначеної
формули, тобто, можливiсть одержати бiльш точне представлення вiдповiдної
числової характеристики.

Наприклад, у випадку 𝑟 = 1 з теореми 2 у [3] випливає класичний розклад
Рамануджана-Ватсона-Кнута, який в наших позначеннях набуває вигляду

E𝑇 (𝑛)
1 =

√︂
𝜋𝑛

2
+

2

3
+

1

12

√︂
𝜋

2𝑛
− 4

135𝑛
+ ... . (2)

В основi даної роботи лежить отримання аналогiчного розкладу у випадку
загального 𝑟 ≥ 2.

3. Основний результат. Нехай заданi величини 𝑇 (𝑛)
𝑟 , 𝑟 ≥ 2, якi означа-

ють перший момент часу, коли деякий з 𝑛 типiв з’явився в (𝑟 + 1)-й раз. Тодi
справедлива наступна теорема.

Теорема 1.

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)! · Γ

(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑛

𝑟−1
𝑟+1 · 1

(𝑟 + 2)!
𝑟+1

√︁
(𝑟 + 1)!𝑟+3 ·

· Γ
(︂
𝑟 + 3

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑛

𝑟−2
𝑟+1

(︂
1

2

(𝑟 + 1)

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑟+1

√︁
(𝑟 + 1)!2𝑟+5 · Γ

(︂
2𝑟 + 5

𝑟 + 1

)︂
−

−
𝑟+1

√︁
(𝑟 + 1)!𝑟+4

2𝑟! (𝑟 + 3) (𝑟 + 1)
· Γ
(︂
𝑟 + 4

𝑟 + 1

)︂⎞⎠+ 𝑜
(︁
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

)︁
, 𝑛→ ∞.

Iдея доведення цього факту базується на дослiдженнi асимптотичної по-
ведiнки iнтеграла (1). Основним методом є так званий метод Лапласа. Його
сутнiсть полягає у дослiдженнi асимптотики iнтеграла навколо точки макси-
муму пiдiнтегральної функцiї та доведеннi того, що рештою доданкiв можна
знехтувати. Перейдемо до реалiзацiї.

4. Доведення. Перепишемо (1) у наступному виглядi:

E𝑇 (𝑛)
𝑟 =

∞∫︁
0

𝑒−𝑡
[︂
1 +

𝑡

𝑛
+

𝑡2

2𝑛2
+

𝑡3

3!𝑛3
+ · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︂𝑛
𝑑𝑡, (3)

та введемо замiну змiнної 𝑥 = 𝑡

𝑛
𝑟

𝑟+1
. Тодi (3) набуває вигляду

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑛

𝑟
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
𝑑𝑥. (4)

Розглянемо границю пiдiнтегрального виразу у (4):

lim
𝑛→∞

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
=

= 𝑒
lim

𝑛→∞

(︃
−𝑛

𝑟
𝑟+1 ·𝑥+𝑛·ln

[︃
1+ 𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+ 𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+ 𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+···+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︃ )︃
.
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Зауважимо, що розклад функцiї 𝑓 (𝑦) := ln
(︁
1 + 𝑦 + 𝑦2

2
+ · · ·+ 𝑦𝑟

𝑟!

)︁
, 𝑟 ≥ 2, в

ряд Тейлора в околi нуля має наступний вигляд:

𝑓 (𝑦) = 𝑦 − 1

(𝑟 + 1)!
· 𝑦𝑟+1 +

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑦𝑟+2 − (𝑟 + 1) (𝑟 + 2)

2 (𝑟 + 3)!
· 𝑦𝑟+3 + 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀
. (5)

Покажемо це. Перезапишемо 𝑓 (𝑦) у наступному виглядi:

𝑓 (𝑦) = ln

[︂
𝑒𝑦 −

(︂
𝑦𝑟+1

(𝑟 + 1)!
+

𝑦𝑟+2

(𝑟 + 2)!
+

𝑦𝑟+3

(𝑟 + 3)!
+ 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀)︂]︂
.

Оскiльки ln(𝑎+ ℎ) = ln 𝑎+ ℎ
𝑎
+𝑂 (ℎ2) , то

𝑓 (𝑦) = ln 𝑒𝑦 +
1

𝑒𝑦

(︂
− 𝑦𝑟+1

(𝑟 + 1)!
− 𝑦𝑟+2

(𝑟 + 2)!
− 𝑦𝑟+3

(𝑟 + 3)!
+ 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀)︂
+

+𝑂

(︂
− 𝑦𝑟+1

(𝑟 + 1)!
− 𝑦𝑟+2

(𝑟 + 2)!
− 𝑦𝑟+3

(𝑟 + 3)!
+ 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀)︂2

=

= 𝑦+

(︂
1− 𝑦 +

𝑦2

2
+ 𝑜

(︀
𝑦2
)︀)︂

·
(︂
− 𝑦𝑟+1

(𝑟 + 1)!
− 𝑦𝑟+2

(𝑟 + 2)!
− 𝑦𝑟+3

(𝑟 + 3)!
+ 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀)︂
+

+𝑂

(︂
− 𝑦𝑟+1

(𝑟 + 1)!
− 𝑦𝑟+2

(𝑟 + 2)!
− 𝑦𝑟+3

(𝑟 + 3)!
+ 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀)︂2

=

= 𝑦− 1

(𝑟 + 1)!
· 𝑦𝑟+1 +

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑦𝑟+2 − (𝑟 + 1) (𝑟 + 2)

2 (𝑟 + 3)!
· 𝑦𝑟+3 + 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀
.

Тодi

𝑒
lim

𝑛→∞

(︃
−𝑛

𝑟
𝑟+1 ·𝑥+𝑛·ln

[︃
1+ 𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+ 𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+ 𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+···+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︃ )︃
=

=𝑒
lim

𝑛→∞

(︃
−𝑛

𝑟
𝑟+1 ·𝑥+𝑛·

[︃
𝑥

𝑛
1

𝑟+1

− 1
(𝑟+1)!

·𝑥
𝑟+1

𝑛
+ 𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑥𝑟+2

𝑛
𝑟+2
𝑟+1

+𝑜

(︃
1

𝑛
𝑟+2
𝑟+1

)︃]︃)︃
=

= 𝑒
lim

𝑛→∞

(︃
−𝑛

𝑟
𝑟+1 ·𝑥+𝑛

𝑟
𝑟+1 ·𝑥− 𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!
+ 𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑥𝑟+2

𝑛
1

𝑟+1

+𝑜

(︃
1

𝑛
1

𝑟+1

)︃)︃
= 𝑒−

𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! , 𝑥 ≥ 0.

Застосуємо теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть. Для цього спочатку
покажемо, що

𝜓𝑛 (𝑥) := 𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
,

обмеженi зверху деякою iнтегровною функцiєю на [0; +∞). Оберемо в якостi

цiєї функцiї 𝜓1 (𝑥) = 𝑒−𝑥 ·
[︁
1 + 𝑥+ 𝑥2

2
+ 𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

]︁
, 𝑥 ≥ 0. Перевiримо, що

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
≤

≤ 𝑒−𝑥 ·
[︂
1 + 𝑥+

𝑥2

2
+
𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

]︂
, 𝑥 ≥ 0.
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Ця нерiвнiсть еквiвалентна такiй:

𝑛
𝑟

𝑟+1 · 𝑥− 𝑛·ln
(︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

)︂
≥

≥ 𝑥− ln

(︂
1 + 𝑥+

𝑥2

2
+
𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

)︂
.

Оскiльки обидвi частини дорiвнюють 0, при 𝑥 = 0, достатньо довести нерiв-
нiсть для похiдних:

𝑛
𝑟

𝑟+1 −𝑛 ·
1

𝑛
1

𝑟+1
+ 𝑥

𝑛
2

𝑟+1
+ 𝑥2

2!𝑛
3

𝑟+1
+ · · ·+ 𝑥𝑟−1

(𝑟−1)!𝑛
𝑟

𝑟+1

1 + 𝑥

𝑛
1

𝑟+1
+ 𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1
+ 𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

≥ 1−
1 + 𝑥+ 𝑥2

2
+ · · ·+ 𝑥𝑟−1

(𝑟−1)!

1 + 𝑥+ 𝑥2

2
+ 𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

,

або

𝑥𝑟

𝑟!

1 + 𝑥

𝑛
1

𝑟+1
+ 𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1
+ 𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

≥
𝑥𝑟

𝑟!

1 + 𝑥+ 𝑥2

2
+ 𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

.

Остання нерiвнiсть є очевидною. Оскiльки:
1) Виконується

𝜓𝑛 (𝑥) = 𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
−→
𝑛→∞

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! ;

∀𝑥 ≥ 0;

2) 𝜓𝑛 (𝑥) ≤ 𝜓1 (𝑥) , ∀𝑥 ≥ 0,

а функцiя 𝜓1 (𝑥) = 𝑒−𝑥 ·
[︁
1 + 𝑥+ 𝑥2

2
+ 𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

]︁
— iнтегровна на [0; +∞) , то

за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть

∞∫︁
0

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
𝑑𝑥 −→

𝑛→∞

∞∫︁
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!𝑑𝑥. (6)

Обчислимо iнтеграл в (6):

∞∫︁
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!𝑑𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!
= 𝑡

𝑥 = 𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)! · 𝑟+1
√
𝑡

𝑑𝑥 = 𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)! · 1
𝑟+1

𝑡−
𝑟

𝑟+1𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!

𝑟 + 1

∞∫︁
0

𝑡−
𝑟

𝑟+1 · 𝑒−𝑡𝑑𝑡 =

= 𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)! · 1

𝑟 + 1
· Γ
(︂

1

𝑟 + 1

)︂
= |𝑧 · Γ (𝑧) = Γ (𝑧 + 1)| = 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!·Γ

(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
.

Таким чином,

E𝑇 (𝑛)
𝑟

𝑛
𝑟

𝑟+1

=

∞∫︁
0

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+
𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
𝑑𝑥 −→

𝑛→∞

−→
𝑛→∞

𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)!·Γ
(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
,
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тобто,

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!·Γ

(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑜

(︁
𝑛

𝑟
𝑟+1

)︁
, 𝑛→ ∞.

Для подальшого доведення нам знадобиться наступна лема.

Лема 1. ∀ 𝑘 ≥ 0, 𝑚 ≥ 1, 𝑐 > 0 :
+∞∫︀
𝑢

𝑥𝑘𝑒−𝑐·𝑥
𝑚
𝑑𝑥 = 𝑂

(︀
𝑢𝑘 · 𝑒−𝑐·𝑢𝑚

)︀
, 𝑢→ ∞.

Розглянемо

lim
𝑢→∞

+∞∫︀
𝑢

𝑥𝑘𝑒−𝑐·𝑥
𝑚
𝑑𝑥

𝑢𝑘 · 𝑒−𝑐·𝑢𝑚
= lim

𝑢→∞

−𝑢𝑘 · 𝑒−𝑐·𝑢𝑚

𝑘𝑢𝑘−1 · 𝑒−𝑐·𝑢𝑚 − 𝑐𝑚𝑢𝑚+𝑘−1 · 𝑒−𝑐·𝑢𝑚
= 0,

що i доводить цей факт (для обчислення границi скористались правилом Лопi-
таля).

Такий порядок збiжностi до нуля, як у правiй частинi леми 1, надалi будемо
називати експоненцiальним.

Оберемо довiльне число 𝛼 ∈
(︀

𝑟
𝑟+1

; 𝑟+1
𝑟+2

)︀
. Тодi (3) можна переписати насту-

пним чином:

E𝑇 (𝑛)
𝑟 =

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒−𝑡
[︂
1 +

𝑡

𝑛
+

𝑡2

2𝑛2
+

𝑡3

3!𝑛3
+ · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︂𝑛
𝑑𝑡+

+

∞∫︁
𝑛𝛼

𝑒−𝑡
[︂
1 +

𝑡

𝑛
+

𝑡2

2𝑛2
+

𝑡3

3!𝑛3
+ · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︂𝑛
𝑑𝑡.

(7)

Функцiя 𝑒−𝑡
[︁
1 + 𝑡

𝑛
+ 𝑡2

2𝑛2 +
𝑡3

3!𝑛3 + · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︁𝑛
, як не складно пересвiдчитися

логарифмiчним диференцiюванням, є монотонно спадною на [0; +∞) .
Покажемо, що другий iнтеграл у (7) є нехтовно малим. Введемо замiну змiн-

ної 𝑥 = 𝑡

𝑛
𝑟

𝑟+1
, тодi

∞∫︁
𝑛𝛼

𝑒−𝑡
[︂
1 +

𝑡

𝑛
+

𝑡2

2𝑛2
+

𝑡3

3!𝑛3
+ · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︂𝑛
𝑑𝑡 =

= 𝑛
𝑟

𝑟+1

∞∫︁
𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1

𝑒−𝑛
𝑟

𝑟+1 ·𝑥
[︂
1 +

𝑥

𝑛
1

𝑟+1

+
𝑥2

2𝑛
2

𝑟+1

+
𝑥3

3!𝑛
3

𝑟+1

+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!𝑛
𝑟

𝑟+1

]︂𝑛
𝑑𝑥 ≤

≤ 𝑛
𝑟

𝑟+1

∞∫︁
𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1

𝑒−𝑥 ·
[︂
1 + 𝑥+

𝑥2

2
+
𝑥3

3!
+ · · ·+ 𝑥𝑟

𝑟!

]︂
𝑑𝑥.

Оскiльки 𝛼 > 𝑟
𝑟+1

, то за лемою 1 порядок збiжностi даного iнтеграла є екс-
поненцiальним. Отже, другим iнтегралом у (7) можна знехтувати.

Таким чином, вся асимптотика визначається виключно першим доданком.
Перейдемо до його дослiдження.
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Позначимо

𝐼𝑛 =

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒−𝑡
[︂
1 +

𝑡

𝑛
+

𝑡2

2𝑛2
+

𝑡3

3!𝑛3
+ · · ·+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

]︂𝑛
𝑑𝑡 =

=

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒
−𝑡+𝑛·ln

(︁
1+ 𝑡

𝑛
+ 𝑡2

2𝑛2+
𝑡3

3!𝑛3+···+ 𝑡𝑟

𝑟!𝑛𝑟

)︁
𝑑𝑡.

Скористаємось (5), перезаписавши дану рiвнiсть у наступному виглядi:

ln

(︂
1 + 𝑦 +

𝑦2

2
+ · · ·+ 𝑦𝑟

𝑟!

)︂
=

= 𝑦 − 1

(𝑟 + 1)!
· 𝑦𝑟+1 +

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑦𝑟+2 − (𝑟 + 1) (𝑟 + 2)

2 (𝑟 + 3)!
· 𝑦𝑟+3 + 𝑜

(︀
𝑦𝑟+3

)︀
=

= 𝑦 − 1

(𝑟 + 1)!
· 𝑦𝑟+1 +

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑦𝑟+2

(︂
1− 𝑟 + 2

2 (𝑟 + 3)
· 𝑦 + 𝑜 (𝑦)

)︂
⏟  ⏞  

𝛽(𝑦)

.

Тодi

𝐼𝑛 =

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒

−𝑡+𝑛·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑡
𝑛
− 𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟+1+
𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+2

(︂
1− 𝑟 + 2

2 (𝑟 + 3)
· 𝑡
𝑛
+ 𝑜

(︂
𝑡

𝑛

)︂)︂
⏟  ⏞  

𝛽( 𝑡
𝑛)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑑𝑡 =

=

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 +
𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1 ·𝛽( 𝑡
𝑛)𝑑𝑡.

Оскiльки за формулою Тейлора 𝑒𝑥 = 1+𝑥+ 𝑥2

2!
+𝑜 (𝑥2) = 1+𝑥+ 𝑥2

2!
+𝑥2𝛾 (𝑥) ,

де 𝛾 (𝑥) → 0, 𝑥→ 0, то

𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 +
𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1 ·𝛽( 𝑡
𝑛) = 𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 · 𝑒
𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1 ·𝛽( 𝑡
𝑛) =

=

[︃
1 +

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1
· 𝛽
(︂
𝑡

𝑛

)︂
+

1

2
· (𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑡

2𝑟+4

𝑛2𝑟+2
· 𝛽2

(︂
𝑡

𝑛

)︂
+

+
(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑡

2𝑟+4

𝑛2𝑟+2
· 𝛽2

(︂
𝑡

𝑛

)︂
· 𝛾
(︂

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1
· 𝛽
(︂
𝑡

𝑛

)︂)︂]︃
𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 .
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Тодi

𝐼𝑛 =

𝑛𝛼∫︁
0

𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡+
𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!

𝑛𝛼∫︁
0

𝑡𝑟+2

𝑛𝑟+1
· 𝛽
(︂
𝑡

𝑛

)︂
· 𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡+

+
1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2

𝑛𝛼∫︁
0

𝑡2𝑟+4

𝑛2𝑟+2
· 𝛽2

(︂
𝑡

𝑛

)︂
· 𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡+

+
(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2

𝑛𝛼∫︁
0

𝑡2𝑟+4

𝑛2𝑟+2
· 𝛽2

(︂
𝑡

𝑛

)︂
· 𝛾
(︂

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑡

𝑟+2

𝑛𝑟+1
· 𝛽
(︂
𝑡

𝑛

)︂)︂
𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡 =

= 𝐼(1)𝑛 + 𝐼(2)𝑛 + 𝐼(3)𝑛 + 𝐼(4)𝑛 .

Дослiдимо кожний з цих доданкiв.

1) 𝐼(1)𝑛 =
𝑛𝛼∫︀
0

𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑡 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 · 𝑥

𝑑𝑡 = 𝑛
𝑟

𝑟+1 · 𝑑𝑥
𝑥 ∈

(︁
0;𝑛𝛼−

𝑟
𝑟+1

)︁
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑛

𝑟
𝑟+1

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! 𝑑𝑥 =

= 𝑛
𝑟

𝑟+1

(︃
∞∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! 𝑑𝑥−
∞∫︀

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! 𝑑𝑥

)︃
= 𝑛

𝑟
𝑟+1

(︁
𝑟+1
√︀
(𝑟 + 1)!·Γ

(︀
𝑟+2
𝑟+1

)︀
− 𝜀𝑛

)︁
,

𝜀𝑛 — експоненцiально мала величина.

2) 𝐼(2)𝑛 = 𝑟+1
(𝑟+2)!

𝑛𝛼∫︀
0

𝑡𝑟+2

𝑛𝑟+1 · 𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 ·
(︁
1− 𝑟+2

2(𝑟+3)
· 𝑡
𝑛
+ 𝑜

(︀
𝑡
𝑛

)︀)︁
𝑑𝑡 =

= 𝑟+1
(𝑟+2)!

· 𝑛
𝑟

𝑟+1

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+2

𝑛
1

𝑟+1
·
(︁
1− 𝑟+2

2(𝑟+3)
· 𝑥

𝑛
1

𝑟+1
+ 𝑜

(︁
𝑥

𝑛
1

𝑟+1

)︁)︁
𝑑𝑥 =

= 𝑟+1
(𝑟+2)!

· 𝑛
𝑟−1
𝑟+1 ·

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+2𝑑𝑥− 1
2𝑟!(𝑟+3)

𝑛
𝑟−2
𝑟+1

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+3𝑑𝑥+

+ 𝑟+1
(𝑟+2)!

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+2 · 𝑜
(︁
𝑛

𝑟−2
𝑟+1 · 𝑥

)︁
𝑑𝑥 =

= 𝑟+1
(𝑟+2)!

· 𝑛
𝑟−1
𝑟+1 ·

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+2𝑑𝑥− 1
2𝑟!(𝑟+3)

𝑛
𝑟−2
𝑟+1

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+3𝑑𝑥+

+𝑜(𝑛
𝑟−2
𝑟+1 · 𝑟+1

(𝑟+2)!

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︀
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+3𝑑𝑥).

Зауважимо, що:

𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑛

𝑟−1
𝑟+1 ·

∞∫︁
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+2𝑑𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!
= 𝑡

𝑥 = 𝑟+1
√︀
(𝑟 + 1)! · 𝑟+1

√
𝑡

𝑑𝑥 = 𝑟+1
√︀
(𝑟 + 1)! · 1

𝑟+1
𝑡−

𝑟
𝑟+1𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

=
𝑟 + 1

(𝑟 + 2)!
· 𝑛

𝑟−1
𝑟+1 ·

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡
𝑟+2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+2
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)! · 1

𝑟 + 1
𝑡−

𝑟
𝑟+1𝑑𝑡 =

= 𝑛
𝑟−1
𝑟+1 · 1

(𝑟 + 2)!
(𝑟 + 1)!

𝑟+3
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡
2

𝑟+1𝑑𝑡 = 𝑛
𝑟−1
𝑟+1 · 1

(𝑟 + 2)!
(𝑟 + 1)!

𝑟+3
𝑟+1 · Γ

(︂
𝑟 + 3

𝑟 + 1

)︂
.
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1

2𝑟! (𝑟 + 3)
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑥𝑟+3𝑑𝑥 =

=
1

2𝑟! (𝑟 + 3)
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡
𝑟+3
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+3
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)! · 1

𝑟 + 1
𝑡−

𝑟
𝑟+1𝑑𝑡 =

= 𝑛
𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+4
𝑟+1

2𝑟! (𝑟 + 3) (𝑟 + 1)
·

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡
3

𝑟+1𝑑𝑡 = 𝑛
𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+4
𝑟+1

2𝑟! (𝑟 + 3) (𝑟 + 1)
· Γ
(︂
𝑟 + 4

𝑟 + 1

)︂
.

Отже, з точнiстю до експоненцiально малих доданкiв маємо, що

𝐼(2)𝑛 = 𝑛
𝑟−1
𝑟+1 · 1

(𝑟 + 2)!
(𝑟 + 1)!

𝑟+3
𝑟+1 · Γ

(︂
𝑟 + 3

𝑟 + 1

)︂
−𝑛

𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+4
𝑟+1

2𝑟! (𝑟 + 3) (𝑟 + 1)
·

· Γ
(︂
𝑟 + 4

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑜

(︁
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

)︁
, 𝑛→ ∞.

3) 𝐼(3)𝑛 = 1
2

(𝑟+1)2

((𝑟+2)!)2

𝑛𝛼∫︀
0

𝑡2𝑟+4

𝑛2𝑟+2 · 𝛽2
(︀
𝑡
𝑛

)︀
· 𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡 = 1
2

(𝑟+1)2

((𝑟+2)!)2

𝑛𝛼∫︀
0

𝑡2𝑟+4

𝑛2𝑟+2 · 𝑒−
𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡+

+𝑜 (вiд першого доданку) .

1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︁
0

𝑡2𝑟+4

𝑛2𝑟+2
· 𝑒−

𝑡𝑟+1

(𝑟+1)!·𝑛𝑟 𝑑𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑡 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 · 𝑥

𝑑𝑡 = 𝑛
𝑟

𝑟+1 · 𝑑𝑥
𝑥 ∈

(︁
0;𝑛𝛼−

𝑟
𝑟+1

)︁
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

=
1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︁
0

𝑥2𝑟+4

𝑛
2

𝑟+1

· 𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 𝑛
𝑟

𝑟+1𝑑𝑥 =

=
1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑛

𝑟−2
𝑟+1

𝑛
𝛼− 𝑟

𝑟+1∫︁
0

𝑥2𝑟+4 · 𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!𝑑𝑥.

Оскiльки

1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑥2𝑟+4 · 𝑒−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!𝑑𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑥𝑟+1

(𝑟+1)!
= 𝑡

𝑥 = 𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)! · 𝑟+1
√
𝑡

𝑑𝑥 = 𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)! · 1
𝑟+1

𝑡−
𝑟

𝑟+1𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

=
1

2

(𝑟 + 1)2

((𝑟 + 2)!)2
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · (𝑟 + 1)!
2𝑟+4
𝑟+1 · 𝑡

2𝑟+4
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!

1

𝑟 + 1
𝑡−

𝑟
𝑟+1𝑑𝑡 =

=
1

2

(𝑟 + 1)

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑛

𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

2𝑟+5
𝑟+1

∞∫︁
0

𝑒−𝑡 · 𝑡
𝑟+4
𝑟+1𝑑𝑡 =

=
1

2

(𝑟 + 1)

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑛

𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

2𝑟+5
𝑟+1 · Γ

(︂
2𝑟 + 5

𝑟 + 1

)︂
,

то

𝐼(3)𝑛 =
1

2

(𝑟 + 1)

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑛

𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

2𝑟+5
𝑟+1 · Γ

(︂
2𝑟 + 5

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑜

(︁
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

)︁
.
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4) 𝐼
(4)
𝑛 вiдрiзняється вiд 𝐼(3)𝑛 лише множником 𝛾

(︁
𝑟+1

(𝑟+2)!
· 𝑡𝑟+2

𝑛𝑟+1 · 𝛽
(︀
𝑡
𝑛

)︀)︁
, причому

𝛾 (𝑥) → 0, 𝑥→ 0.
𝛽 — обмежена в околi нуля

𝑡𝑟+2

𝑛𝑟+1
≤ (𝑛𝛼)𝑟+2

𝑛𝑟+1
= 𝑛(𝑟+2)𝛼−𝑟−1 −→

𝑛→∞
0,

оскiльки 𝛼 < 𝑟+1
𝑟+2

. Таким чином, 𝐼(4)𝑛 є нескiнченно малою вищого порядку, нiж

𝐼
(3)
𝑛 .
Отже,

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 · 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!·Γ

(︂
𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑛

𝑟−1
𝑟+1 · 1

(𝑟 + 2)!
(𝑟 + 1)!

𝑟+3
𝑟+1 · Γ

(︂
𝑟 + 3

𝑟 + 1

)︂
−

−𝑛
𝑟−2
𝑟+1 · (𝑟 + 1)!

𝑟+4
𝑟+1

2𝑟! (𝑟 + 3) (𝑟 + 1)
· Γ
(︂
𝑟 + 4

𝑟 + 1

)︂
+

1

2

(𝑟 + 1)

((𝑟 + 2)!)2
· 𝑛

𝑟−2
𝑟+1 ·

· (𝑟 + 1)!
2𝑟+5
𝑟+1 · Γ

(︂
2𝑟 + 5

𝑟 + 1

)︂
+ 𝑜

(︁
𝑛

𝑟−2
𝑟+1

)︁
,

що i потрiбно було довести.
5. Приклад застосування. Оцiнимо похибку ∆ мiж iстинним значенням

iнтеграла (1) та його наближеною оцiнкою згiдно з теоремою 1, попередньо
зафiксувавши значення 𝑟 та 𝑛. Порiвняємо їх також з ранiше одержаною асим-
птотикою у роботi Кламкiна та Ньюмана [2].

Таблиця 1.
Порiвняння iстинного значення математичного сподiвання та його

асимптотики

𝑟 = 2, 𝑛 = 25 𝑟 = 2, 𝑛 = 100 𝑟 = 2, 𝑛 = 1000

Точне значення, E𝑇 (𝑟)
2 : 16,6129 38,9647 170,252

Наближене значення: 16,577 38,9429 170,2421
Похибка, ∆: 0,0359 0,0218 0,0099

Наближення за Клам-
кiним та Ньюманом:

13,87 34,959 162,265

Нескладно помiтити, що зi зростанням 𝑛 похибка мiж iстинним значенням
iнтеграла та його асимптотикою зменшується.

6. Висновки. У данiй роботi було виведено декiлька перших доданкiв
асимптотичного розкладу математичного сподiвання випадкових величин 𝑇 (𝑛)

𝑟 ,
𝑟 ≥ 2, якi описують моменти (𝑟+1)-х надходжень об’єктiв серед 𝑛 рiзних типiв
за допомогою методу Лапласа. Одержана асимптотика дає змогу з високою
точнiстю оцiнювати вiдповiднi числовi характеристики у випадку довiльного
фiксованого 𝑟 ≥ 2.
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