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РЕАКЦIЯ ШАРУВАТОГО НЕСТИСЛИВОГО ПIВПРОСТОРУ З
ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ НА РУХОМЕ

НАВАНТАЖЕННЯ

Розглянута плоска задача про вплив рухомого навантаження на нестисливий пiв-
простiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару. Дослiджено вплив ру-
хомого навантаження, початкових напружень, механiчних параметрiв елементiв ша-
руватої основи на основнi характеристики її напружено-деформованого стану.

Ключовi слова: нестисливий пiвпростiр, початковi (залишковi) напруження, рухоме
навантаження.

1. Вступ. Специфiчнi iнженернi проблеми i закони внутрiшнього розвитку
фундаментальних дослiджень вимагають послiдовного i бiльш повного враху-
вання фiзико-механiчних характеристик матерiалiв та iнших властивостей, вла-
стивих реальним тiлам. Одним iз важливих факторiв при розв’язаннi таких за-
дач є врахування початкових (залишкових) напружень, що є практично в усiх
елементах конструкцiй i зумовленi як технологiчними, так i природними при-
чинами. Все це вимагає побудови моделей деформування пружних матерiалiв
адекватних реальним процесам, розробки нових та розвиток вiдомих аналiти-
чних i чисельних методiв їх дослiдження.

Дане дослiдження спрямовано на вивчення закономiрностей хвильових про-
цесiв в пружних тiлах при врахуваннi ряду ускладнюючих факторiв: рiзних
моделей шаруватого покриття, початкових напружень, рiзних швидкостей ру-
ху поверхневого навантаження.

В данiй статтi розглянута плоска задача про дiю рухомого поверхневого
навантаження на пружний пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого по-
верхневого шару.

Шаруватi середовища з початковими напруженнями дослiджувалися в ро-
ботах [1–5] та iнших.
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2. Постановка задачi. Розглядається попередньо напружений нестисли-
вий пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару.

Матерiал пiвпростору — iзотропний нелiнiйно-пружний в ненапруженому
станi з довiльною формою пружного потенцiалу. У випадку ортотропних ма-
терiалiв будемо вважати, що пружно-еквiвалентнi напрямки спiвпадають з на-
прямками осей вибраних систем координат.

Початковий напружено-деформований стан пiвпростору вважається однорi-
дним i визначається компонентами вектора перемiщень вiдповiдно до формули

𝑢0𝑗 = 𝛿𝑚𝑗 (𝜆𝑚 − 1)𝑥𝑚; 𝑚, 𝑗 = 1, 3,

де 𝜆𝑗 — видовження, (𝜆𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑗 = 1, 3), 𝛿𝑚𝑗 — символ Кронекера, i насту-
пними компонентами тензора узагальнених напружень

𝜎0
11 ̸= 0; 𝜎0

22 ̸= 0; 𝜎0
33 ̸= 0.

Шар i пiвпростiр вiднесенi до декартової системи координат (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3), якi
вводяться в початковому деформованому станi i пов’язанi з лагранжевими ко-
ординатами (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), що вводяться в природному станi, спiввiдношеннями
𝜉𝑗 = 𝜆𝑗𝑥𝑗.

Граничнi поверхнi елементiв є плоскi i паралельнi мiж собою. Координатна
площина 𝜉1𝑂𝜉3 спiвпадає з вiльною поверхнею захисного шару. Шар займає
область −ℎ ≤ 𝜉2 ≤ 0, а пiвпростiр — область 𝜉2 + ℎ ≤ 0.

На вiльну поверхню шару (𝜉2 = 0) дiє лiнiйне навантаження 𝑃 , що рухає-
ться з постiйною швидкiстю v пiд кутом 𝛼 протягом великого промiжку часу
i не залежить вiд координати 𝜉3. Вiдносно систем координат, пов’язаних з цим
навантаженням, iснує плоский деформований усталений стан

𝑢1 = 𝑢1 (𝜉1, 𝜉2, 𝑡) ; 𝑢2 = 𝑢2 (𝜉1, 𝜉2, 𝑡) ; 𝑢3 ≡ 0; 𝑝 = 𝑝 (𝜉1, 𝜉2, 𝑡) .

Скалярна функцiя 𝑝 пов’язана з гiдростатичним тиском.
Визначимо координати рухомої системи наступним чином

𝑦1 = 𝜉1 − v𝑡; 𝑦2 = 𝜉2. (1)

Передбачається, що картина деформацiй iнварiантна вiдносно часу в системi
координат, що рухається разом з навантаженням.

Також передбачається, що напруження, що виникає за рахунок дiї наванта-
ження, значно менше за початковi напруження. Вказане припущення дозволяє
застосовувати лiнеаризовану теорiю пружностi для тiл з початковими напру-
женнями [6] для опису додаткового напруженого стану, викликаного дiєю на-
вантаження.

Шар товщиною ℎ моделюється зосередженими масами з густиною 𝜌1. Таким
чином, нормальна i дотична складовi навантаження будуть (𝑃 sin𝛼 + 𝜌1hü1) 𝛿(𝑦1)
i (𝑃 cos𝛼 + 𝜌1hü2) 𝛿(𝑦1). Тут 𝛿(𝑦1) — функцiя Дiрака.

Представлення загальних розв’язкiв рiвнянь руху для нестисливих тiл в ру-
хомiй системi координат (1) мають вигляд [6]

𝑢1 = −𝛽(1)
11

𝜕2𝜒(1)

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+

(︂
𝛽
(2)
11

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(2)
12

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒(2);
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𝑢2 = −𝛽(2)
21

𝜕2𝜒(2)

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+

(︂
𝛽
(1)
21

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(1)
22

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒(1);

p = 𝑞−2
11

{︂[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝑞11𝑞

−1
22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀ 𝜕2
𝜕𝑦21

+ 𝜅̃2112
𝜕2

𝜕𝑦22

}︂
𝜕𝜒(1)

𝜕𝑦2
+

+𝑞−2
22

{︂(︀
𝜅̃1221 − 𝜌v2

)︀ 𝜕2
𝜕𝑦21

+
[︀
𝜅̃2222 − 𝑞22𝑞

−1
11 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀ 𝜕2
𝜕𝑦22

}︂
𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦1
, (2)

де
𝛽
(2)
12 = 𝛽

(1)
11 = 𝑞−1

11 ; 𝛽
(2)
21 = 𝛽

(1)
21 = 𝑞−1

22 ; 𝛽
(2)
11 = 𝛽

(1)
22 = 0.

При вище зазначених припущеннях з урахуванням (2) рiвняння усталеного
руху нестисливого пiвпростору можна записати у виглядi [6](︂

𝜂21
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂(︂
𝜂22
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒(𝑗) = 0; 𝑗 = 1, 2. (3)

Функцiї 𝜂𝑗 в рiвняннях руху (3) визначаються iз рiвнянь

𝜂4 + 2𝐴𝜂2 + 𝐴1 = 0, (4)

де
2𝐴𝑞222𝜅̃2112 = 𝑞211𝜅̃2222 + 𝑞222

(︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2

)︀
− 2𝑞11𝑞22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃2121) ;

𝐴1𝑞
2
22𝜅̃2112 = 𝑞211

(︀
𝜅̃1221 − 𝜌v2

)︀
. (5)

В формулах (2) i (5) 𝜌 — густина матерiалу пiвпростору в природному станi,
𝑞𝑡𝑡, 𝜅̃𝑖𝑗𝛼𝛽 — параметри, що характеризують матерiал пiвпростору [6].

Значення функцiй 𝜂21 (v) i 𝜂
2
2 (v) визначають вид рiвнянь руху (3) i вiдповiдно

вибiр форми їх розв’язку.
Вплив початкових напружень i швидкостi руху поверхневого навантажен-

ня на значення коренiв характеристичних рiвнянь, що вiдповiдають рiвнянням
руху (3) дослiджений в статтi [3]. В роботi [3] дана оцiнка можливих значень ко-
ренiв характеристичних рiвнянь. Вказанi необхiднi i достатнi умови iснування
кратних коренiв. Для нестисливих матерiалiв iз потенцiалом типу Бартенєва-
Хазановича виконанi чисельнi дослiдження.

Розглянемо жорсткий контакт мiж шаром i пiвпростором при 𝑦2 = −ℎ. В
цьому випадку граничнi умови можна записати

𝑄̃21 = 𝑃𝛿(𝑦1) sin𝛼 + 𝜌1hü1;

𝑄̃22 = 𝑃𝛿(𝑦1) cos𝛼 + 𝜌1hü2. (6)

Розглянемо випадки рiвних i нерiвних коренiв рiвняння (4).
Нерiвнi коренi. В представленнi загального розв’язку (2) приймемо

𝜒 = 𝛽
(1)
11 𝜒

(1); 𝜒(2) = 0; (7)

Враховуючи (7), отримаємо представлення розв’язку у виглядi

𝑢1 = − 𝜕2𝜒

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
; 𝑢2 =

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒,
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p = 𝑞−1
11

{︂[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝑞11𝑞

−1
22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀ 𝜕2
𝜕𝑦21

+ 𝜅̃2112
𝜕2

𝜕𝑦22

}︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦2
, (8)

де
𝛽1 = 𝑞11𝑞

−1
22 ; 𝛽2 ≡ 0.

Функцiя 𝜒 (𝑦1, 𝑦2) визначається з рiвняння(︂
𝜂21
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂(︂
𝜂22
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜒 = 0. (9)

У випадку нерiвних коренiв можна використовувати iнше представлення
розв’язку. Введемо позначення

Φ = −𝜕𝜒
(1)

𝜕𝑦2
; Ψ =

𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦1
; 𝜒 = 𝜒(1) + 𝜒(2). (10)

Пiсля пiдстановки (10) в (2) i (3) отримаємо(︂
𝜂21
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
Φ = 0;

(︂
𝜂22
𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
Ψ = 0; (11)

i

𝑢1 =
𝜕Φ

𝜕𝑦1
− 𝜕Ψ

𝜕𝑦2
; 𝑢2 = 𝛼1

𝜕Φ

𝜕𝑦2
+ 𝛼2

𝜕Ψ

𝜕𝑦1
,

p = 𝑞−1
11

{︂
−
[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝜅̃2112𝜂

2
1 − 𝛽1 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀ 𝜕2Φ
𝜕𝑦21

+

+
[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝜅̃2112𝜂

2
2 − 𝛽1 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀ 𝜕Ψ{𝑠}

𝜕𝑦1𝜕𝑦2

}︂
. (12)

Тут
𝛼1 = 𝛽1𝜂

−2
1 ; 𝛼2 = 𝛽1.

При вiдсутностi початкових напружень представлення розв’язкiв (12) тото-
жнi представленню Ляме для нестисливих тiл.

В задачi, що розглядається, перемiщення визначаються з точнiстю до до-
вiльної константи, тому будемо в подальшому оперувати не перемiщеннями, а
швидкостями перемiщень. Напруження i швидкостi перемiщень в пiвпросторi
через функцiю 𝜒 в координатах (𝑦1, 𝑦2) можна записати

𝑄̃𝑗𝑗 =

(︂
𝛼
(1)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦12
+ 𝛼

(2)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦2
;

𝑄̃𝑚𝑗 =

(︂
𝛼
(1)
𝑚𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼

(2)
𝑚𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦1
; 𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑚 ̸= 𝑗;

𝑢̇1 = v
𝜕3𝜒

𝜕𝑦21𝜕𝑦2
; 𝑢̇2 = −v

(︂
𝛽1

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽2

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒

𝜕𝑦1
. (13)

Вирази для напружень i швидкостей перемiщень у пiвпросторi через потен-
цiали Φ i Ψ мають вигляд

𝑄̃𝑗𝑗 =
(︁
𝜂21𝛼

(2)
𝑗𝑗 − 𝛼

(1)
𝑗𝑗

)︁ 𝜕2Φ
𝜕𝑦21

+
(︁
𝛼
(1)
𝑗𝑗 − 𝜂22𝛼

(2)
𝑗𝑗

)︁ 𝜕2Ψ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
;
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𝑄̃𝑚𝑗 =
(︁
𝜂−2
1 𝛼

(1)
𝑚𝑗 − 𝛼

(2)
𝑚𝑗

)︁ 𝜕2Φ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+
(︁
𝛼
(1)
𝑚𝑗 − 𝜂22𝛼

(2)
𝑚𝑗

)︁ 𝜕2Ψ
𝜕𝑦21

;

𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑚 ̸= 𝑗;

𝑢̇1 = −v

(︂
𝜕2Φ

𝜕𝑦21
− 𝜕2Ψ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2

)︂
; 𝑢̇2 = −v

(︂
𝛼1

𝜕2Φ

𝜕𝑦1𝜕𝑦2
+ 𝛼2

𝜕2Ψ

𝜕𝑦21

)︂
, (14)

де

𝛼̃
(1)
𝑗𝑗 = 𝜅̃𝑗𝑗22𝑞11𝑞

−1
22 − 𝜅̃𝑗𝑗11 + 𝑞𝑗𝑗𝑞

−1
11

[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝑞11𝑞

−1
22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀
;

𝛼̃
(2)
𝑗𝑗 = 𝜅̃2112𝑞𝑗𝑗𝑞

−1
11 ; 𝛼̃

(1)
𝑚𝑗 = 𝜅̃𝑚𝑗21𝑞11𝑞

−1
22 ; 𝛼̃

(2)
𝑚𝑗 = −𝜅̃𝑚𝑗12; 𝑗,𝑚 = 1, 2.

Отже, задача про усталений рух двошарового нестисливого пiвпростору з
початковими напруженнями при дiї навантаження, що рухається з постiйною
швидкiстю, при нерiвних коренях зводиться до визначення функцiй 𝜒 або Φ i
Ψ iз граничних умов (6). Компоненти напружено-деформованого стану нести-
сливого пiвпростору визначаються за формулами (13) або (14).

Рiвнi коренi. Розглянемо випадок, коли 𝜂1 = 𝜂2 = 𝜂. Скористаємося загаль-
ним представленням розв’язку (2). Напруження i швидкостi перемiщень в ша-
руватому пiвпросторi у випадку рiвних коренiв через функцiї 𝜒(𝑗) визначаються
за формулами

𝑄̃𝑗𝑗 =

(︂
𝛼̃
(12)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼̃

(22)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦1
+

(︂
𝛼̃
(11)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼̃

(21)
𝑗𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(1)

𝜕𝑦2
;

𝑄̃𝑚𝑗 =

(︂
𝛼̃
(12)
𝑚𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼̃

(22)
𝑖𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(2)

𝜕𝑦2
+

(︂
𝛼̃
(11)
𝑚𝑗

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛼̃

(21)
𝑚𝑗

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝜕𝜒(1)

𝜕𝑦1
;

𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑚 ̸= 𝑗;

𝑢̇1 = v

[︂
𝛽
(1)
11

𝜕3𝜒(1)

𝜕𝑦21𝜕𝑦2
−
(︂
𝛽
(2)
11

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(2)
12

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝑑𝜒(2)

𝑑𝑦1

]︂
;

𝑢̇2 = v

[︂
𝛽
(2)
21

𝜕3𝜒(2)

𝜕𝑦21𝜕𝑦2
−
(︂
𝛽
(1)
21

𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝛽

(1)
22

𝜕2

𝜕𝑦22

)︂
𝑑𝜒(1)

𝑑𝑦1

]︂
, (15)

де

𝛼̃
(11)
𝑗𝑗 =

(︀
𝑞−1
22 𝜅̃𝑗𝑗22 − 𝑞−1

11 𝜅̃𝑗𝑗11
)︀
+ 𝑞𝑗𝑗𝑞

−2
11

[︀
𝜅̃1111 − 𝜌v2 − 𝑞11𝑞

−1
22 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀
;

𝛼̃
(22)
𝑗𝑗 = 𝑞−1

11 𝜅̃𝑗𝑗11 − 𝑞−1
22 𝜅̃𝑗𝑗22 + 𝑞𝑗𝑗𝑞

−2
22

[︀
𝜅̃2222 − 𝑞22𝑞

−1
11 (𝜅̃1122 + 𝜅̃1212)

]︀
;

𝛼̃
(21)
𝑗𝑗 = 𝑞𝑗𝑗𝑞

−2
11 𝜅̃2112; 𝛼̃

(12)
𝑗𝑗 = 𝑞𝑗𝑗𝑞

−2
22

(︀
𝜅̃1221 − 𝜌v2

)︀
;

𝛼̃
(11)
𝑚𝑗 = 𝑞−1

22 𝜅̃𝑚𝑗21; 𝛼̃
(21)
𝑚𝑗 = −𝑞−1

11 𝜅̃𝑚𝑗12;

𝛼̃
(12)
𝑚𝑗 = −𝑞−1

22 𝜅̃𝑚𝑗21; 𝛼̃
(22)
𝑚𝑗 = 𝑞−1

11 𝜅̃𝑚𝑗12; 𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑚 ̸= 𝑗. (16)

Таким чином, у випадку рiвних коренiв задача, що розглядається, зводи-
ться до визначення функцiй 𝜒(𝑗) iз граничних умов (6). При цьому потрiбно
використовувати формули (15) при позначеннях (16).
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3. Розв’язок задачi в областi зображень Фур’є. Розв’язок задачi зна-
йдемо з допомогою iнтегрального перетворення Фур’є по змiннiй 𝑦1

𝑓𝐹 (𝑘) =

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑦1)𝑒
−𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑦1; (17)

i вiдповiдної формули оберненого перетворення

𝑓(𝑦1) =
1

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

𝑓𝐹 (𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘; 𝛾 > 0. (18)

Застосовуючи перетворення Фур’є (17) до рiвнянь (2), отримаємо(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
𝜒(𝑗)𝐹 = 0; j= 1, 2. (19)

Визначимо розв’язок задачi для випадкiв нерiвних i рiвних коренiв характе-
ристичного рiвняння. Розв’язок запишемо в загальному виглядi для будь-якої
швидкостi руху навантаження.

Нерiвнi коренi. Рiвняння руху (9) i (11) з урахуванням (17) в просторi зо-
бражень можна вiдповiдно записати(︂

𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
𝜒𝐹 = 0; (20)

i (︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂
Φ𝐹 = 0;

(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
Ψ𝐹 = 0. (21)

Розв’язок трансформованих рiвнянь (20) з урахуванням загасання на не-
скiнченностi будемо шукати у виглядi

𝜒𝐹 =
2∑︁

𝑚=1

𝐶𝑚e
𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ), (22)

де 𝐶𝑚, 𝑚 = 1, 2 — константи iнтегрування. Тут 𝑘𝑗 ≡ 𝜎 = |𝑘|
𝑘
, якщо 𝜂2𝑗 > 0, i

𝑘𝑗 = 𝑖,, якщо 𝜂2𝑗 < 0. У випадку, якщо 𝜂𝑗 мають комплекснi значення, то в пред-
ставленнi розв’язку (22) необхiдно покласти 𝑘𝑗 = 1; 𝜂𝑗 = 𝜎Re 𝜂𝑗 − (−1)𝑗 𝑖Im 𝜂𝑗;
𝑗 = 1, 2.

Розв’язок рiвнянь (21) для потенцiалiв Φ𝐹 i Ψ𝐹 будемо шукати у виглядi

Φ𝐹 = 𝐶1e
𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ); Ψ𝐹 = 𝐶2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ), (23)

де 𝐶𝑚, 𝑚 = 1, 2 — константи iнтегрування.
Зауважимо, що для скiнченностi значень функцiй 𝜒𝐹 , Φ𝐹 и Ψ𝐹 необхiдно,

щоб Re 𝜂𝑗 > 0.
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Трансформованi вирази для напружень, перемiщень i швидкостей перемi-
щень з урахуванням представлення розв’язкiв (22) мають вигляд

𝑄̃𝐹
𝑗𝑗 = −𝑘3

2∑︁
𝑚=1

𝐶𝑚𝑘𝑚𝛾
(𝑚)
𝑗𝑗 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ);

𝑄̃𝐹
𝑝𝑗 = −𝑖𝑘3

2∑︁
𝑚=1

𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
𝑝𝑗 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ); 𝑗, 𝑝 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑝;

𝑢𝐹1 = −𝑖𝑘2
2∑︁

𝑚=1

𝐶𝑚𝑘𝑚𝛾
(𝑚)
1 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ); 𝑢𝐹2 = −𝑘2

2∑︁
𝑚=1

𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
2 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ);

𝑢̇𝐹1 = −𝑘3v
2∑︁

𝑚=1

𝐶𝑚𝑘𝑚𝛾
(𝑚)
1 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ); 𝑢̇𝐹2 = 𝑖𝑘3v

2∑︁
𝑚=1

𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
2 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ), (24)

де

𝛾
(1)
𝑗𝑗 = 𝜂1

(︁
𝛼̃
(1)
𝑗𝑗 − 𝛼̃

(2)
𝑗𝑗 𝜂

2
1

)︁
; 𝛾

(2)
𝑗𝑗 = 𝜂2

(︁
𝛼̃
(1)
𝑗𝑗 − 𝛼̃

(2)
𝑗𝑗 𝜂

2
2

)︁
;

𝛾
(1)
𝑚𝑗 = 𝛼̃

(1)
𝑚𝑗 − 𝛼̃

(2)
𝑚𝑗𝜂

2
1; 𝛾

(2)
𝑚𝑗 = 𝛼̃

(1)
𝑚𝑗 − 𝛼̃

(2)
𝑚𝑗𝜂

2
2; 𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚;

𝛾
(1)
1 = 𝜂1; 𝛾

(2)
1 = 𝜂2; 𝛾

(1)
2 = 𝛽1 − 𝛽2𝜂

2
1; 𝛾

(2)
2 = 𝛽1 − 𝛽2𝜂

2
2.

Використовуючи представлення розв’язкiв (23), в просторi зображень Фур’є
параметри, що характеризують напружено-деформований стан пiвпростору, мо-
жна записати

𝑄̃𝐹
𝑗𝑗 = 𝑘2

2∑︁
𝑚=1

𝑖𝑚−1𝛾
(𝑚)
𝑗𝑗 𝐶𝑚e

𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ);

𝑄̃𝐹
𝑝𝑗 = −𝑖𝑘2

2∑︁
𝑚=1

(−𝑖)𝑚−1𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
𝑝𝑗 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ); 𝑗, 𝑝 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑝;

𝑢𝐹1 = 𝑖𝑘
2∑︁

𝑚=1

𝑖𝑚−1𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
1 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ); 𝑢𝐹2 = 𝑘

2∑︁
𝑚=1

𝑖𝑚−1𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
2 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ);

𝑢̇𝐹1 = v𝑘2
2∑︁

𝑚=1

𝑖𝑚−1𝐶𝑚𝛾
(𝑚)
1 e𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ);

𝑢̇𝐹2 = −𝑖v𝑘2
2∑︁

𝑚=1

𝑖𝑚−1𝛾
(𝑚)
2 𝐶𝑚e

𝑘𝑚𝑘𝜂𝑚(𝑦2+ℎ), (25)

де

𝛾
(1)
𝑗𝑗 = 𝛼

(1)
𝑗𝑗 − 𝜂21𝛼

(2)
𝑗𝑗 ; 𝛾

(2)
𝑗𝑗 = 𝑘2𝜂2

(︁
𝛼
(1)
𝑗𝑗 − 𝜂22𝛼

(2)
𝑗𝑗

)︁
;

𝛾
(1)
𝑚𝑗 = 𝑘1𝜂1

(︁
𝛼
(2)
𝑚𝑗𝜂

−2
1 − 𝛼

(1)
𝑚𝑗

)︁
; 𝛾

(2)
𝑚𝑗 = 𝛼

(1)
𝑚𝑗 − 𝜂22𝛼

(2)
𝑚𝑗; 𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚;

𝛾
(1)
1 = 1; 𝛾

(2)
1 = 𝑘2𝜂2; 𝛾

(1)
2 = 𝛼1𝑘1𝜂1; 𝛾

(2)
2 = 𝛼2.
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Пiдставляючи вирази (24) в трансформованi граничнi умови (6) маємо си-
стему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих 𝐶𝑚, 𝑚 = 1, 2 (пред-
ставлення розв’язку через функцiю 𝜒):(︁

𝛾
(1)
21 + 𝜌1h𝑘ṽ

2𝑘1𝛾
(1)
1

)︁
𝐶1 +

(︁
𝛾
(2)
21 + 𝜌1h𝑘ṽ

2𝑘2𝛾
(2)
1

)︁
𝐶2 = 𝑖𝑘−3𝑃 sin𝛼;(︁

𝑘1𝛾
(1)
22 +𝜌1h𝑘v

2𝛾
(1)
2

)︁
𝐶1 +

(︁
𝑘2𝛾

(2)
22 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(2)
2

)︁
𝐶2 = −𝑘−3𝑃 cos𝛼. (26)

Аналогiчну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих 𝐶𝑚
(𝑚 = 1, 2) отримаємо, використовуючи граничнi умови (6) i вирази (25) (пред-
ставлення розв’язку через функцiї Φ i Ψ)(︁

𝛾
(1)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(1)
1

)︁
𝐶1 + 𝑖

(︁
𝛾
(2)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(2)
1

)︁
𝐶2 = −𝑖𝑘−2𝑃 sin𝛼;(︁

𝛾
(1)
22 +𝜌1h𝑘v

2𝛾
(1)
2

)︁
𝐶1 + 𝑖

(︁
𝛾
(2)
22 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(2)
2

)︁
𝐶2 = 𝑘−2𝑃 cos𝛼. (27)

Розв’язок системи алгебраїчних рiвнянь (26) можна записати

𝐶𝑚 = 𝑘−3∆−1𝑈𝑚; 𝑚 = 1, 2, (28)

де

∆ = 𝜌21h
2𝑘2ṽ4

(︁
𝑘2𝛾

(2)
1 𝛾

(1)
2 − 𝑘1𝛾

(2)
2 𝛾

(1)
1

)︁
+

+𝜌1h𝑘v
2
[︁
𝑘2𝑘1

(︁
𝛾
(1)
22 𝛾

(2)
1 − 𝛾

(2)
22 𝛾

(1)
1

)︁
+
(︁
𝛾
(1)
2 𝛾

(2)
21 − 𝛾

(2)
2 𝛾

(1)
21

)︁]︁
+

+
(︁
𝑘1𝛾

(1)
22 𝛾

(2)
21 − 𝑘2𝛾

(2)
22 𝛾

(1)
21

)︁
;

𝑈𝑚 = (−1)𝑚 𝑃
[︁
𝑖
(︁
𝑘𝑗𝛾

(𝑗)
22 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(𝑗)
2

)︁
sin𝛼 +

(︁
𝛾
(𝑗)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝑘𝑗𝛾
(𝑗)
1

)︁
cos𝛼

]︁
;

𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚.

Оригiнали напружень i швидкостей перемiщень отримаємо, скориставшись
формулами (24), (28) i оберненим перетворенням Фур’є (18):

𝑄̃𝑗𝑗 = − 1

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︁
𝑘1𝛾

(1)
𝑗𝑗 𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝑘2𝛾
(2)
𝑗𝑗 𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑄̃𝑚𝑗 = − 𝑖

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︁
𝛾
(1)
𝑚𝑗𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝛾
(2)
𝑚𝑗𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚;

𝑢̇1 = − v

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︁
𝑘1𝛾

(1)
1 𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝑘2𝛾
(2)
1 𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑢̇2 =
𝑖v

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆̃−1
(︁
𝛾
(1)
2 𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝛾
(2)
2 𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘. (29)
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Розв’язок системи алгебраїчних рiвнянь (27) має вигляд

𝐶𝑚 = 𝑘−2∆−1𝑈𝑚; 𝑚 = 1, 2. (30)

Тут

∆=𝜌21h
2𝑘2v4

(︁
𝛾
(1)
1 𝛾

(2)
2 −𝛾(2)1 𝛾

(1)
2

)︁
+

+𝜌1ℎ𝑘v
2
[︁(︁
𝛾
(2)
2 𝛾

(1)
21 − 𝛾

(1)
2 𝛾

(2)
21

)︁
+
(︁
𝛾
(1)
1 𝛾

(2)
22 − 𝛾

(2)
1 𝛾

(1)
22

)︁]︁
+

+
(︁
𝛾
(1)
21 𝛾

(2)
22 − 𝛾

(2)
21 𝛾

(1)
22

)︁
;

𝑈𝑚 = −𝑖𝑚−1𝑃
[︁
𝑖
(︁
𝛾
(𝑗)
22 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(𝑗)
2

)︁
sin𝛼 +

(︁
𝛾
(𝑗)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(𝑗)
1

)︁
cos𝛼

]︁
;

𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚.

В цьому випадку розв’язок задачi через параметри, що характеризують
напружено-деформований стан, можна записати, використовуючи формули (25),
(30) i (18):

𝑄̃𝑗𝑗 =
1

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︁
𝛾
(1)
𝑗𝑗 𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝑖𝛾
(2)
𝑗𝑗 𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑄̃𝑚𝑗 =
1

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︁
𝑖𝛾

(1)
𝑚𝑗𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) − 𝛾
(2)
𝑚𝑗𝑈2e

𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)
)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑢̇𝑚 = (−𝑖)𝑚−1 v

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
(︀
𝛾(1)𝑚 𝑈1e

𝑘1𝑘𝜂1(𝑦2+ℎ) + 𝑖𝛾(2)𝑚 𝑈2e
𝑘2𝑘𝜂2(𝑦2+ℎ)

)︀
𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚. (31)

Рiвнi коренi. Розв’язок трансформованих рiвнянь (19) у випадку рiвних ко-
ренiв рiвнянь (3) (𝜂1 = 𝜂1 = 𝜂) з урахуванням загасання на нескiнченностi
будемо шукати у виглядi

𝜒(𝑗)𝐹 =
[︁
𝐶

(𝑗)
1 + |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)𝐶

(𝑗)
2

]︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ); 𝑗 = 1, 2, (32)

де 𝐶(𝑗)
𝑚 , 𝑚 = 1, 2 — константи iнтегрування.
Введемо постiйнi iнтегрування

𝑖𝐶(2)
𝑚 = 𝐶𝑚; 𝐶(1)

𝑚 = 𝐶𝑚; 𝑚 = 1, 4. (33)

Трансформованi вирази для напружень, перемiщень i швидкостей перемi-
щень з урахуванням (15) i (16) мають вигляд

𝑄̃𝐹
𝑚𝑗 = −𝑖1−𝛿𝑚𝑗𝑘3

{︁
𝛾
(1)
𝑚𝑗 [𝐶1 + |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)𝐶2] + 𝛾

(2)
𝑚𝑗𝐶2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ);

𝑢𝐹𝑗 = −𝑖𝛿1𝑗𝑘2
{︁
𝛾
(1)
𝑗 [𝐶1 + |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)𝐶2] + 𝛾

(2)
𝑗 𝐶2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ);

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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𝑢̇𝐹𝑗 = 𝑖2−𝛿2𝑗v𝑘3
{︁
𝛾
(1)
𝑗 [𝐶1 + |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)𝐶2] + 𝛾

(2)
𝑗 𝐶2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ); 𝑗,𝑚 = 1, 2, (34)

де

𝛾
(1)
𝑗𝑗 = z̃

(2)
𝑗𝑗 + 𝜎𝜂z̃

(1)
𝑗𝑗 ; 𝛾

(3)
𝑗𝑗 = z̃

(2)
𝑗𝑗 − 𝜎𝜂z̃

(1)
𝑗𝑗 ; 𝛾

(2)
𝑗𝑗 = 𝜎𝜂

(︁
z̃
(1)
𝑗𝑗 − 𝜍

(1)
𝑗𝑗

)︁
− 𝜍

(2)
𝑗𝑗 ;

𝛾
(4)
𝑗𝑗 = 𝜎𝜂

(︁
z̃
(1)
𝑗𝑗 − 𝜍

(1)
𝑗𝑗

)︁
+ 𝜍

(2)
𝑗𝑗 ; 𝛾

(1)
𝑗𝑗 = z̃

(1)
𝑗𝑗 − 𝜎𝜂z̃

(2)
𝑗𝑗 ; 𝛾

(3)
𝑗𝑗 = z̃

(1)
𝑗𝑗 + 𝜎𝜂z̃

(2)
𝑗𝑗 ;

𝛾
(2)
𝑚𝑗 = −𝜎𝜂

(︁
z̃
(2)
𝑚𝑗 − 𝜍

(2)
𝑚𝑗

)︁
− 𝜍

(1)
𝑚𝑗 ; 𝛾

(4)
𝑚𝑗 = −𝜎𝜂

(︁
z̃
(2)
𝑚𝑗 − 𝜍

(2)
𝑚𝑗

)︁
+ 𝜍

(1)
𝑚𝑗 ;

z̃
(𝑝)
𝑚𝑗 = 𝛼̃

(1𝑝)
𝑚𝑗 − 𝛼̃

(2𝑝)
𝑚𝑗 𝜂

2; 𝜍
(𝑝)
𝑚𝑗 = 2𝛼̃

(2𝑝)
𝑚𝑗 𝜂

2; 𝑗,𝑚, 𝑝 = 1, 2;

𝛾
(1)
1 =− 𝜏

(1)
1 +𝜏

(2)
1 ; 𝛾

(2)
1 =𝜏

(2)
1 + 𝜏

(3)
1 ; 𝛾

(3)
1 =− 𝜏

(1)
1 − 𝜏

(2)
1 ;

𝛾
(4)
1 =𝜏

(2)
1 − 𝜏

(3)
1 ; 𝛾

(1)
2 =𝜏

(1)
2 + 𝜏

(2)
2 ; 𝛾

(2)
2 =𝜏

(2)
2 − 𝜏

(3)
2 ;

𝛾
(3)
2 =𝜏

(1)
2 − 𝜏

(2)
2 ; 𝛾

(4)
2 =𝜏

(2)
2 + 𝜏

(3)
2 ;

𝜏 (1)𝑚 = 𝛽
(1)
𝑚1 − 𝛽

(1)
𝑚2𝜂

2; 𝜏 (2)𝑚 = 𝜎𝜂𝛽
(𝑚)
𝑚1 ; 𝜏 (3)𝑚 = 2𝛽

(𝑗)
𝑚2𝜂

2; 𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑚 ̸= 𝑗.

Пiдставляючи вирази (34) в трансформованi граничнi умови (6) отримаємо
систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих 𝐶𝑚, 𝑚 = 1, 2(︁

𝜎𝜂𝛾
(1)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(1)
1

)︁
𝐶1 +

(︁
𝜎𝜂𝛾

(2)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(2)
1

)︁
𝐶2 = 𝑖𝑘−3𝑃 sin𝛼;(︁

𝛾
(1)
22 −𝜌1hk𝜎𝜂v2𝛾

(1)
2

)︁
𝐶1 −

(︁
𝛾
(2)
22 − 𝜌1hk𝜎𝜂v

2𝛾
(2)
2

)︁
𝐶2 = 𝑘−3𝑃 cos𝛼. (35)

Розв’язок системи алгебраїчних рiвнянь (35) можна представити у виглядi
(28), де

∆=𝜎𝜂
(︁
𝛾
(2)
21 𝛾

(1)
22 + 𝛾

(1)
21 𝛾

(2)
22

)︁
−

−𝜌1h𝑘v2
[︁
𝜂2
(︁
𝛾
(1)
21 𝛾

(2)
2 −𝛾(1)2 𝛾

(2)
21

)︁
−
(︁
𝛾
(2)
1 𝛾

(1)
22 + 𝛾

(1)
1 𝛾

(2)
22

)︁]︁
−

−𝜌21h2𝑘2v4𝜎𝜂
(︁
𝛾
(2)
1 𝛾

(1)
2 + 𝛾

(1)
1 𝛾

(2)
2

)︁
;

𝑈𝑚 = 𝑃
[︁
𝑖
(︁
𝛾
(𝑗)
22 − 𝜌1hk𝜎𝜂v

2𝛾
(𝑗)
2

)︁
sin𝛼 + (−1)𝑚

(︁
𝜎𝜂𝛾

(𝑗)
21 + 𝜌1h𝑘v

2𝛾
(𝑗)
1

)︁
cos𝛼

]︁
;

𝑗,𝑚 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚.

Вiдповiдно оригiнали напружень i швидкостей перемiщень, використовуючи
формули (34), (28) i (18), можна записати:

𝑄̃𝑗𝑗 =
1

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
{︁
𝛾
(1)
𝑗𝑗 𝑈1 −

[︁
𝛾
(2)
𝑗𝑗 − 𝛾

(1)
𝑗𝑗 |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)

]︁
𝑈2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ)𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑄̃𝑚𝑗 = − 𝑖𝜂

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

𝜎∆−1
{︁
𝛾
(1)
𝑚𝑗𝑈1 +

[︁
𝛾
(2)
𝑚𝑗 + 𝛾

(1)
𝑚𝑗𝜂 |𝑘| (𝑦2 + ℎ)

]︁
𝑈2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ)𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑚, 𝑗 = 1, 2; 𝑗 ̸= 𝑚;
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𝑢̇1 = − v

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

∆−1
{︁
𝛾
(1)
1 𝑈1 +

[︁
𝛾
(2)
1 + 𝛾

(1)
1 |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)

]︁
𝑈2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ)𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘;

𝑢̇2 =
𝑖v

2𝜋

+∞+𝑖𝛾∫︁
−∞+𝑖𝛾

𝜎𝜂∆−1
{︁
𝛾
(1)
2 𝑈1 −

[︁
𝛾
(2)
2 − 𝛾

(1)
2 |𝑘| 𝜂 (𝑦2 + ℎ)

]︁
𝑈2

}︁
e|𝑘|𝜂(𝑦2+ℎ)𝑒𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑘.

(36)
З вище викладеного слiдує,що напружено-деформований стан попередньо

напруженого нестисливого пiвпростору з неоднорiднiстю у виглядi тонкого по-
верхневого шару визначається iз виразiв (29), (31) i (36) в залежностi вiд меха-
нiчних параметрiв поверхневого шару i пiвпростору, швидкостi руху наванта-
ження, початкових напружень i координат точки, що дослiджується.

4. Чисельнi дослiдження. З отриманих результатiв випливає, що розра-
хунок iнтегралiв оберненого перетворення iстотно залежить вiд швидкостi руху
навантаження. Методика обчислення таких iнтегралiв приведена в роботi [7].

Як приклад розглянемо пiвпростiр з пружним потенцiалом типу Бартенєва-
Хазановича [6]. Припустимо, що початковий деформований стан плоский i по-
верхневе навантаження вiдсутнє. Проаналiзуємо, як початковi напруження в
основi впливають на характеристики напружено-деформованого стану при рi-
зних швидкостях навантаження. Розрахунки проводилися при наступних зна-
ченнях основних параметрiв: 𝜌/𝜌1 = 0,5; 𝛼 = 𝜋/2.

Для компонентiв тензора 𝜅̃ мають мiсце наступнi вирази [2]

𝜅̃1111 = 𝜅̃2222 = 2𝜇𝜆−1
1 ; 𝜅̃2112 = 2𝜇𝜆−1

1 (𝜆21 + 1)−1;

𝜅̃1221 = 2𝜇𝜆31(𝜆
2
1 + 1)−1; 𝜅̃1212 = 𝜅̃2121 = 2𝜇𝜆−1

1 (𝜆21 + 1)−1; 𝜅̃1122 = 𝜅̃2211 = 0.

Для розрахунку складових напружень i швидкостей перемiщень у пiвпро-
сторi скористаємося формулами (29) i (36).

Визначимо, як основнi характеристики напружено-деформованого стану за-
лежать вiд початкових напружень при рiзних швидкостях навантаження (до-
звукових i надзвукових).

Дослiджувались швидкостi навантаження в дiапазонах v < 𝑐1 i v >𝑐1. Тут 𝑐1
— швидкiсть поширення поперечних хвиль у напрямку осi 𝑂𝑦1 в необмеженому
нестисливому тiлi з початковими напруженнями (𝜌𝑐21 = 𝜅̃1221).

У випадку, коли v < 𝑐1 розглянутi тiльки докритичнi швидкостi навантаже-
ння [2].

На рис. 1 показаний розподiл деяких складових напружень i швидкостей
перемiщень в пiвпросторi при 𝑦2 = −2ℎ/𝜆2 для v2 = 0,1𝑐20. Тут 𝑐

2
0 = 𝜇/𝜌.

Для таких швидкостей навантаження графiки величин, що характеризують
напружено-деформований стан, симетричнi по вiдношенню до точки приклада-
ння навантаження.

На рис. 2 показаний розподiл узагальненого напруження 𝑄̃22 в пiвпросторi
при 𝑦2 = −2ℎ/𝜆2 для v2 = 0,1𝑐20 та рiзних спiввiдношеннях густини пiвпростору
та поверхневого шару.

Кривi 1, 2, 3, 4 i 5 на рис. 1 i 2 вiдповiдають значенням 𝜆1 = 0,8, 𝜆1 = 0,9,
𝜆1 = 1, 𝜆1 = 1,1 i 𝜆1 = 1,2.
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Рис. 1. Узагальненi напруження 𝑄̃12 i 𝑄̃22 та швидкiсть перемiщення 𝑢̇2 в
пiвпросторi при дозвуковiй швидкостi 𝑣2 = 0.1𝑐2.

Рис. 2. Узагальнене напруження 𝑄̃22 в пiвпросторi при рiзних спiввiдношеннях
густини матерiалiв пiвпростору та поверхневого шару.

Аналiз отриманих числових результатiв для докритичних швидкостей руху
навантаження дозволяє зробити наступнi висновки. При заданих 𝜆1 швидкiсть
зростання значень величин, що дослiджується, при стискуваннi бiльше, нiж при
розтягуваннi. Загасання на вiдстанi вiд точки прикладання навантаження вiд-
бувається повiльнiше при стискуваннi, нiж при розтягуваннi. Значення параме-
трiв, що характеризують напружено-деформований стан основи i їх залежнiсть
вiд початкових напружень, визначаються координатами даної точки. Iснують
областi пiвпростору, в яких значення напружень i швидкостей перемiщень мало
залежать вiд початкових деформацiй.

Зi збiльшенням швидкостi руху навантаження вплив початкових напружень
значно посилюється. Особливо це має мiсце для матерiалу, що попередньо сти-
снений.

Для бiльш жорсткого шару вплив швидкостi поверхневого навантаження i
початкових напружень зменшується.

Розглянемо випадок, коли v > 𝑐1. Змiна складових напружень i швидко-
стей перемiщень в пiвпросторi в залежностi вiд вiдстанi до точки прикладання
навантаження показана на рис. 3.

Розрахунки в цьому випадку проводилися при 𝑦2 = −2ℎ/𝜆2. Швидкiсть на-
вантаження становила v2 = 2𝑐20. Умовнi позначення на рис. 3 такi ж, як i на
рис. 1 i 2.

Для надзвукової швидкостi навантаження епюри величин, що дослiджую-
ться, асиметричнi по вiдношенню до точки прикладання навантаження. При
цьому пряма хвиля загасає набагато швидше, нiж зворотна, але не зникає пов-
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Рис. 3. Узагальненi напруження 𝑄̃12 i 𝑄̃22 та швидкiсть перемiщення 𝑢̇2 в
пiвпросторi при надзвуковiй швидкостi 𝑄̃22.

нiстю через наявнiсть поверхневого шару. З рис. 3 випливає, що значення на-
пружень i швидкостей перемiщень в пiвпросторi при v > 𝑐1 суттєво залежать
вiд початкових напружень в пiвпросторi. Конкретний тип таких залежностей
визначається положенням точки шаруватого середовища щодо точки прикла-
дання навантаження. Так само, як i в випадку, коли v < 𝑐1, iснують областi
пiвпростору, в яких значення напружень i швидкостей перемiщень не залежать
вiд початкових деформацiй.

5. Висновок. Таким чином, в данiй статтi в рамках лiнеаризованої теорiї
пружностi для тiл з початковими напруженнями приведений розв’язок пло-
скої динамiчної задачi про вплив рухомого навантаження на попередньо напру-
жений пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого шару. Для
розв’язку задачi використаний iнтегральний метод Фур’є. Для матерiалу з по-
тенцiалом типу Бартенєва-Хазановича виконанi чисельнi дослiдження. Вивче-
ний вплив тонкого поверхневого шару, початкових напружень i швидкостi руху
поверхневого навантаження на розподiл швидкостей перемiщень i напружень
в нестисливiй основi з початковими напруженнями. Отриманi оцiнки можуть
бути використанi для аналiзу результатiв розрахункiв бiльш складних моделей
шаруватих середовищ, що пiддаються впливу рухомих навантажень в процесi
експлуатацiї.

РЕЗЮМЕ. Розглянута плоска задача про вплив рухомого навантаження на
нестисливий пiвпростiр з неоднорiднiстю у виглядi тонкого поверхневого ша-
ру. Дослiджено вплив рухомого навантаження, початкових напружень, меха-
нiчних параметрiв елементiв шаруватої основи на основнi характеристики її
напружено-деформованого стану.
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