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ПРО ЗВЕДЕННЯ ОДНОГО КЛАСУ СИСТЕМ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДО 𝐿-ДIАГОНАЛЬНОГО

ВИГЛЯДУ

Дана стаття присвячена асимптотичному iнтегруванню систем диференцiальних
рiвнянь, що є лiнiйним розширенням динамiчної системи на торi. Основи цiєї теорiї
були розробленi А. М. Самойленком.

Було дослiджено задачу зведення одного класу систем диференцiальних рiвнянь,
визначених у прямому добутку 𝑚-вимiрного тора T𝑚 i 𝑛-вимiрного евклiдового про-
стору 𝐸𝑛 до 𝐿-дiагонального вигляду. Сформульовано та доведено достатнi умови
зведення одного класу лiнiйних розширень динамiчної системи на торi, що має специ-
фiчнi властивостi в 𝜔-граничнiй множинi Ω, до 𝐿-дiагонального вигляду.

Ключовi слова: 𝑚-вимiрний тор, 𝑛-вимiрний Евклiдiв простiр, 𝜔-гранична мно-
жина, розширення динамiчної системи на торi, 𝐿-дiагональна система, асимптотика
розв’язкiв.

1. Вступ. Теорiя розширень систем динамiчних рiвнянь на торi [1] є важливим
роздiлом теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, який iнтенсивно розвива-
ється та має важливе прикладне застосування до рiзноманiтних задач науки та
технiки. Дана теорiя описує процеси, що носять коливний характер. Основи цiєї
теорiї були розробленi А. М. Самойленком i узагальнено в працях [1] i [2].

Дана стаття присвячена дослiдженню асимптотицi розв’язкiв одного класу
систем диференцiальних рiвнянь, визначених у просторi T𝑚 × 𝑅𝑛. Розглянуто
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питання зведення одного класу розширень динамiчних систем на торi до 𝐿-
дiагонального вигляду.

Питання зведення систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь до 𝐿-дiагональ-
ного вигляду розглянуто в працi [3], найпростiшi з випадкiв були сформульованi
ще ранiше у роботах Н. Левiнсоном [4].

Дослiдженню поведiнки розв’язку 𝐿-дiагональних систем присвячено ряд
робiт таких математикiв, якШпет i Перон у випадку, коли дiагональна матриця
є сталою та Рапопорт [3] i Н. Левiнсон [4], при змiннiй дiагональнiй матрицi. До-
слiдженню поведiнки розв’язку 𝐿-дiагональних систем, що є лiнiйним розшире-
нням динамiчних систем на торi, та зведення такої системи до 𝐿-дiагонального
вигляду присвячена робота [5].

2. Постановка задачi та формулювання основного результату. Роз-
глянемо лiнiйне розширення динамiчної системи на торi

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑥̇ = 𝐴(𝜙)𝑥, (1)

де 𝑎(𝜙), 𝐴(𝜙) ∈ 𝐶(T𝑚), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛.
Позначимо через 𝜙𝑡(𝜙) — розв’язок першого iз рiвнянь системи (1) такий,

що 𝜙0(𝜙) = 𝜙, а через Ω𝜙 — 𝜔-граничну множину цього розв’язку. Об’єднання
𝜔-граничних множин для всiх 𝜙 ∈ T𝑚 позначимо

Ω =
⋃︁
𝜙∈T𝑚

Ω𝜙.

Лема.[6] Для будь-якого фiксованого околу 𝑈(Ω) множини Ω знайдеться
момент часу 𝑇 такий, що для всiх 𝑡 ≥ 𝑇 i всiх 𝜙 ∈ T𝑚 𝜙𝑡(𝜙) ∈ 𝑈(Ω).

Позначимо через 𝐶 ′(T𝑚) пiдпростiр простору неперервних функцiй 𝐶(T𝑚),
який складається з таких функцiй 𝑢, що 𝑢̇(𝜙𝑡(𝜙)) має по 𝑡 неперервнi похiднi
такi, що 𝑑

𝑑𝑡
𝑢(𝜙𝑡(𝜙)) = 𝑢̇(𝜙) для всiх 𝑡 ∈ 𝑅, 𝜙 ∈ T𝑚 i деякої функцiї 𝑢(𝜙) ∈ 𝐶(T𝑚).

Систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑦̇ = [Λ(𝜙) +𝑄(𝜙)]𝑦, (2)

де 𝑎(𝜙) ∈ 𝐶(T𝑚)— вектор-функцiя,𝑄(𝜙)— деяка матрична функцiя, абсолютно
iнтегровна на промiжку [0,∞) вздовж кожного розв’язку 𝜙𝑡(𝜙), 𝜙 ∈ T𝑚 першого
iз рiвнянь системи (2), тобто

∞∫︁
0

‖𝑄(𝜙𝑡(𝜙))‖ 𝑑𝑡 <∞

а Λ(𝜙) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1(𝜙), 𝜆2(𝜙), ..., 𝜆𝑛(𝜙)) ∈ 𝐶(T𝑚)– дiагональна матриця, по ана-
логiї з [4] називатимемо 𝐿-дiагональною. Вважатимемо, що дiагональнi еле-
менти 𝜆𝑗(𝜙) (𝑗 = 1, 𝑛) матрицi Λ(𝜙) асимптотично роздiленi, тобто величина
Re(𝜆𝑗(𝜙) − 𝜆𝜈(𝜙)), 𝑗 ̸= 𝜈, не змiнює знаку при 𝜙 ∈ Ω. Асимптотицi розв’язкiв
систем диференцiальних рiвнянь вигляду (2) присвячена робота [5].

Наведемо деякi випадки зведення системи вигляду (1) до 𝐿-дiагонального
вигляду (2).

Теорема 1. Нехай матриця 𝐴(𝜙) задовольняє наступнi умови:

Роздiл 1: Математика i статистика
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∙ iснує

lim
𝑡→∞

𝐴(𝜙𝑡(𝜙)) = 𝐴 (3)

для всiх 𝜙 ∈ T𝑚 i всi власнi числа граничної матрицi 𝐴 рiзнi;

∙ матриця

𝐷(𝜙) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜕𝐴(𝜙)

𝜕𝜙𝑗
𝑎𝑗(𝜙),

абсолютно iнтегровна на [0,∞) вздовж кожної iнтегральної кривої 𝜙𝑡(𝜙),
тобто

∞∫︁
0

‖𝐷(𝜙𝑡(𝜙))‖ 𝑑𝑡 <∞,

рiвномiрно по 𝜙 ∈ T𝑚. Тодi в деякому околi 𝑈(Ω) множини Ω систе-
ма (1) за допомогою лiнiйного перетворення 𝑥 = 𝑆(𝜙)𝑦 зводиться до 𝐿-
дiагонального вигляду

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑦̇ = [Λ(𝜙) +𝑄(𝜙)]𝑦,

де Λ(𝜙) ∈ 𝐶 ′(𝑈(Ω)), Λ(𝜙) — дiагональна матриця, дiагональнi елементи якої є
власними значеннями матрицi 𝐴(𝜙), 𝐶(𝑈(Ω)) ϶ 𝑄(𝜙) — абсолютно iнтегровна
на [𝑇,∞) матрична функцiя вздовж траєкторiй 𝜙𝑡(𝜙).

Доведення. Нехай 𝑆(𝜙) — регулярна в 𝑈(Ω) матриця, що приводить ма-
трицю 𝐴(𝜙) до дiагонального вигляду в 𝑈(Ω), тобто

𝑆−1(𝜙)𝐴(𝜙)𝑆(𝜙) = Λ(𝜙), 𝜙 ∈ 𝑈(Ω).

Згiдно з [6], враховуючи умови теореми, в деякому околi 𝑈(Ω) множини Ω
iснує неперервна, обмежена матриця 𝑆(𝜙) з неперервною, обмеженою оберне-
ною матрицею 𝑆−1(𝜙), причому матрицi 𝑆(𝜙), 𝑆−1(𝜙) неперервно диференцi-
йовнi по 𝜙 ∈ 𝑈(Ω) i матрицi

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜕𝑆(𝜙)

𝜕𝜙𝑗
𝑎𝑗(𝜙),

i
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜕𝑆−1(𝜙)

𝜕𝜙𝑗
𝑎𝑗(𝜙),

абсолютно iнтегровнi вздовж будь-якої траєкторiї 𝜙𝑡(𝜙) рiвномiрно по 𝜙 ∈ T𝑚

на промiжку [𝑇,∞).
Проведемо в системi (1) замiну:

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑆(𝜙)𝑦̇ + 𝑆̇(𝜙)𝑦 = 𝐴(𝜙)𝑆(𝜙)𝑦,

або ж
𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑦̇ = [Λ(𝜙) +𝑄(𝜙)]𝑦,
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де Λ(𝜙) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1(𝜙), 𝜆2(𝜙), . . . 𝜆𝑛(𝜙)) — дiагональна матриця, а 𝑄(𝜙) =
= −𝑆−1(𝜙)𝑆̇(𝜙), 𝜙 ∈ 𝑈(Ω). Оскiльки 𝑆(𝜙) i 𝑆−1(𝜙) обмеженi, то з останньої
рiвностi випливає, що iснує така додатна стала 𝑎1, що

‖𝑄(𝜙)‖ ≤ 𝑎1

⃦⃦⃦
𝑆̇(𝜙)

⃦⃦⃦
, 𝜙 ∈ 𝑈(Ω).

Якщо матриця𝐷(𝜙) абсолютно iнтегровна на [0,∞) вздовж траєкторiй 𝜙𝑡(𝜙),
то 𝑆̇(𝜙) буде абсолютно iнтегровною вздовж кожної траєкторiї 𝜙𝑡(𝜙) на промiж-
ку [𝑇,∞) такому, що 𝜙𝑡(𝜙) ∈ 𝑈(Ω) для всiх 𝜙 ∈ T𝑚, а тому

∞∫︁
𝑇

‖𝑄(𝜙𝑡(𝜙))‖ 𝑑𝑡 ≤ 𝑎1

∞∫︁
𝑇

⃦⃦⃦
𝑆̇(𝜙𝑡(𝜙))

⃦⃦⃦
𝑑𝑡 <∞,

тобто 𝑄(𝜙) абсолютно iнтегровна на промiжку [𝑇,∞) вздовж траєкторiй 𝜙𝑡(𝜙).
Теорему доведено.

Вiдомо [5], що система (1) за виконання умов теореми має фундаментальну
систему розв’язкiв

𝑥𝑗(𝑡, 𝜙) = 𝑒

𝑡∫︀
𝑇

𝜆𝑗(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠

(𝑒𝑗 + 𝜂𝑗(𝑡, 𝜙)), (𝑗 = 1, 𝑛; 𝑡 ≥ 𝑇 ),

де ‖𝜂𝑗(𝑡, 𝜙)‖ → 0, коли 𝑡→ ∞.
Приклад. Застосуємо вищевикладенi мiркування до наступної системи

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑥̈+ 𝑝2(𝜙)𝑥 = 0, (4)

де 𝑎(𝜙) ∈ 𝐶 ′(T𝑚), 𝑝(𝜙) — додатна неперервно диференцiйовна 2𝜋-перiодична по
𝜙 функцiя.

Систему (4) можна записати у виглядi:

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑥̇ = 𝑦, 𝑦̇ = −𝑝2(𝜙)𝑥, (5)

або ж

𝜙̇ = 𝑎(𝜙),
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑥
𝑦

)︂
=

(︂
0 1

−𝑝2(𝜙) 0

)︂(︂
𝑥
𝑦

)︂
.

Безпосереднi пiдрахунки показують, що матриця 𝑆 =

(︂
1 1

𝑝 (𝜙) 𝑖 −𝑝 (𝜙) 𝑖

)︂
приводить матрицю

(︂
0 1

−𝑝2(𝜙) 0

)︂
до дiагонального вигляду

− 1

2𝑝(𝜙)𝑖

(︂
−𝑝(𝜙)𝑖 −1
−𝑝(𝜙)𝑖 1

)︂ (︂
0 1

−𝑝2(𝜙) 0

)︂ (︂
1 1

𝑝(𝜙)𝑖 −𝑝(𝜙)𝑖

)︂
=

(︂
𝑝(𝜙)𝑖 0
0 −𝑝(𝜙)𝑖

)︂
.

Тому вихiдну систему, зробивши в нiй замiну(︂
𝑥
𝑦

)︂
=

(︂
1 1

𝑝 (𝜙) 𝑖 −𝑝 (𝜙) 𝑖

)︂(︂
𝑥1
𝑦1

)︂
,

Роздiл 1: Математика i статистика



ПРО ЗВЕДЕННЯ ОДНОГО КЛАСУ СИСТЕМ . . . 11

зводимо до системи

𝜙̇ = 𝑎(𝜙),
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑥1
𝑦1

)︂
=

(︂
𝑝(𝜙)𝑖 0
0 −𝑝(𝜙)𝑖

)︂(︂
𝑥1
𝑦

1

)︂
+
𝑝̇(𝜙)

2𝑝(𝜙)

(︂
−1 1
1 −1

)︂(︂
𝑥1
𝑦1

)︂
.

яка є 𝐿-дiагональною, причому величина Re(𝜆1(𝜙) − 𝜆2(𝜙)) = Re(2𝑝(𝜙)𝑖) = 0,
тобто не змiнює знак. Якщо 𝑝̇(𝜙𝑡(𝜙)) абсолютно iнтегровна на промiжку [0,∞)
для будь-якої траєкторiї 𝜙𝑡(𝜙), то для фундаментальної матрицi справедлива
асимптотична формула

𝑌 (𝑡, 𝜙) =

⎛⎜⎝ 𝑒
𝑖

𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀1(𝑡, 𝜙) 𝜀2(𝑡, 𝜙)

𝜀3(𝑡, 𝜙) 𝑒
−𝑖

𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀4(𝑡, 𝜙)

⎞⎟⎠ ,

де 𝜀𝜈(𝑡, 𝜙) → 0 при 𝑡→ ∞,(𝜈 = 1, 4).
Повертаючись до вихiдних змiнних 𝑥 i 𝑦 для системи (5) дiстанемо фунда-

ментальну матрицю

𝑋̃(𝑡, 𝜙) =

(︂
1 1

𝑝 (𝜙) 𝑖 −𝑝 (𝜙) 𝑖

)︂
· 𝑌 (𝑡, 𝜙) =

=

⎛⎜⎝ 𝑒
𝑖

𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀1(𝑡, 𝜙) 𝑒

−𝑖
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀2(𝑡, 𝜙)

𝑝 (𝜙) 𝑖 · 𝑒
𝑖

𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀3(𝑡, 𝜙) −𝑝 (𝜙) 𝑖 · 𝑒

−𝑖
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠
+ 𝜀4(𝑡, 𝜙)

⎞⎟⎠ ,

де 𝜀𝜈(𝑡, 𝜙) → 0, при 𝜈 = 1, 2, 3, 4.
Покладаючи

𝑋̃(𝑡, 𝜙)

(︂
1
2

1
2𝑖

1
2

− 1
2𝑖

)︂
= 𝑋(𝑡, 𝜙),

дiстанемо дiйсну фундаментальну матрицю

𝑋(𝑡, 𝜙) =

⎛⎜⎜⎝ cos
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠+ 𝜂1(𝑡, 𝜙) sin
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠+ 𝜂2(𝑡, 𝜙)

−𝑝 (𝜙) sin
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠+ 𝜂3(𝑡, 𝜙) 𝑝 (𝜙) cos
𝑡∫︀
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠+ 𝜂4(𝑡, 𝜙)

⎞⎟⎟⎠ ,

де 𝜂𝑗(𝑡, 𝜙) → 0, 𝑗 = 1, 2, 3, 4 при 𝑡→ ∞.
Таким чином, вихiдне рiвняння (4) при 𝑡 → ∞ має загальний розв’язок

асимптотичного вигляду

𝑥(𝑡, 𝜙) = 𝐶1 cos

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠

⎞⎠+ 𝐶2 sin

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

𝑝(𝜙𝑠(𝜙))𝑑𝑠

⎞⎠+ 𝜂(𝑡, 𝜙),

де 𝐶1 i 𝐶2 — довiльнi сталi, 𝜂(𝑡, 𝜙) i 𝑑𝜂(𝑡,𝜙)
𝑑𝑡

→ 0, при 𝑡→ ∞.
Як приклад наведемо аналог рiвняння Матьє

𝜙̇ = sin𝜙, 𝑥̈+ (𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙)𝑥 = 0.
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Це рiвняння вигляду (4), у якому 𝑎(𝜙) = sin𝜙, де 𝜙 — кутова координата на
одиничному колi i 𝑝2(𝜙) = 𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙, 𝑎 > 2ℎ2.

𝑝̇

2𝑝
=

4ℎ2 sin 2𝜙

4𝑝2
=

ℎ2 sin 2𝜙

𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙
.

Збiжнiсть
∞∫︀
0

𝑝̇(𝜙𝑡(𝜙))
2𝑝(𝜙𝑡(𝜙))

𝑑𝑡 еквiвалентна збiжностi

𝜋∫︁
𝜙0

ℎ2 sin 2𝜙

𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙
𝑑𝜙 = −ℎ

2

2

𝜋∫︁
𝜙0

𝑑(cos 2𝜙)

𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙
=

1

4
ln(𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙)

⃒⃒⃒𝜋
𝜙0

,

тобто iнтеграл збiжний i маємо висновок: з плином часу система наближається
до режиму гармонiчних коливань з амплiтудою 𝜔(𝜙𝑡(𝜙)) →

√
𝑎− 2ℎ2.

Перехiдний процес описується асимптотичними формулами

𝑥(𝑡, 𝜙) = 𝐶1 cos

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

√︀
𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙𝑠(𝜙)𝑑𝑠

⎞⎠+

+𝐶2 sin

⎛⎝ 𝑡∫︁
0

√︀
𝑎− 2ℎ2 cos 2𝜙𝑠(𝜙)𝑑𝑠

⎞⎠+ 𝜂(𝑡, 𝜙).

Покажемо ще один випадок зведення системи диференцiальних рiвнянь до
L-дiагонального вигляду за допомогою лiнiйної пiдстановки.

Нехай 𝑆(𝜙) — регулярна в 𝑈(Ω) матриця, що приводить матрицю 𝐴(𝜙) до
дiагонального вигляду в 𝑈(Ω), тобто

𝑆−1(𝜙)𝐴(𝜙)𝑆(𝜙) = Λ(𝜙), 𝜙 ∈ 𝑈(Ω).

За певних умов така матриця iснує [6]. Провiвши у системi (1) замiну

𝑥 = 𝑆(𝜙)[𝐼 + 𝐶 (𝜙)]𝑦, 𝜙 ∈ 𝑈(Ω),

одержимо систему диференцiальних рiвнянь

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑆(𝜙)[𝐼 + 𝐶 (𝜙)]𝑦̇ =
{︁
[𝑆 (𝜙) Λ (𝜙)− 𝑆̇ (𝜙)][𝐼 + 𝐶 (𝜙)]− 𝑆 (𝜙) 𝐶̇ (𝜙)

}︁
𝑦,

або пiсля домноження злiва на 𝑆−1(𝜙)

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), [𝐼 + 𝐶 (𝜙)]𝑦̇ =
{︁
Λ (𝜙)− 𝑆−1(𝜙)𝑆̇ (𝜙)][𝐼 + 𝐶 (𝜙)]− 𝐶̇ (𝜙)

}︁
𝑦.

Матрицю 𝐶(𝜙) визначимо з матричного рiвняння, адже вона до цього часу
залишалася довiльною:

Λ(𝜙)𝐶 (𝜙)− 𝐶 (𝜙) Λ(𝜙) = 𝐺(𝜙),

де 𝐺 (𝜙) = 𝑆−1(𝜙)𝑆̇ (𝜙) . На головнiй дiагоналi матриць, що утворюють лiву i
праву частини останнього рiвняння, розташованi елементи, тотожно рiвнi нулю,
а прирiвнюючи iншi елементи цих двох матриць знайдемо

𝑐𝑖𝑗 (𝜙) =
𝑔𝑖𝑗 (𝜙)

𝜆𝑖 (𝜙)− 𝜆𝑗 (𝜙)
, 𝑖 ̸= 𝑗.

Роздiл 1: Математика i статистика
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На головнiй дiагоналi матрицi 𝐶 (𝜙), до прикладу, можна покласти 𝑐𝑖𝑖 (𝜙) =
= 0. Отже, якщо матриця 𝐶 (𝜙) задовольняє поставленим умовам, то систему
диференцiальних рiвнянь можна записати:

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), [𝐼 + 𝐶 (𝜙)]𝑦̇ = [𝐼 + 𝐶 (𝜙)]Λ (𝜙) 𝑦 − [𝐺 (𝜙)𝐶 (𝜙)− 𝐶̇ (𝜙)]𝑦

або ж пiсля домноження злiва на обернену матрицю [𝐼 + 𝐶 (𝜙)]−1

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑦̇ = Λ (𝜙) 𝑦 − [𝐼 + 𝐶 (𝜙)]−1[𝐺 (𝜙)𝐶 (𝜙)− 𝐶̇ (𝜙)]𝑦.

Якщо елементи матриць 𝐺 (𝜙)𝐶 (𝜙) i 𝐶̇ (𝜙) абсолютно iнтегровнi на промiж-
ку [𝑇,∞) вздовж кожної iнтегральної кривої 𝜙𝑡(𝜙), при достатньо великому 𝑇
i det[𝐼 + 𝐶 (𝜙)] ̸= 0 в 𝑈(Ω), то система диференцiальних рiвнянь 𝐿-дiагональна
на цьому iнтервалi, в якому елементи матрицi абсолютно iнтегровнi на промiж-
ку [𝑇,∞) вздовж траєкторiй 𝜙𝑡(𝜙). Таким чином, вище викладенi мiркування
доводять наступну теорему.

Теорема 2. Нехай матриця 𝐴(𝜙) задовольняє умови теореми 1, 𝑆(𝜙) —
регулярна в 𝑈(Ω) матриця, що приводить матрицю 𝐴(𝜙) до дiагонального
вигляду в 𝑈(Ω). Нехай матриця 𝐶(𝜙) така, що задовольняє в 𝑈(Ω) рiвняння
Λ(𝜙)𝐶(𝜙) − 𝐶(𝜙)Λ(𝜙) = 𝐺(𝜙), де 𝐺(𝜙) = 𝑆−1(𝜙)𝑆(𝜙). Тодi якщо 𝐺 (𝜙)𝐶 (𝜙) i
𝐶̇ (𝜙) абсолютно iнтегровнi на промiжку [0,∞) вздовж кожної iнтегральної
кривої 𝜙𝑡(𝜙), то в деякому околi 𝑈(Ω) система (1) за допомогою перетворення
𝑥 = 𝑆(𝜙)[𝐼 + 𝐶 (𝜙)]𝑦, 𝜙 ∈ 𝑈(Ω) зводиться до 𝐿-дiагонального вигляду

𝜙̇ = 𝑎(𝜙), 𝑦̇ = [Λ(𝜙) +𝑄(𝜙)]𝑦,

де Λ(𝜙) ∈ 𝐶 ′ (𝑈(Ω)), Λ(𝜙) — дiагональна матриця, дiагональнi елементи якої є
власними значеннями матрицi 𝐴(𝜙), 𝐶 (𝑈(Ω)) ϶ 𝑄(𝜙) — абсолютно iнтегровна
на [𝑇,∞) матрична функцiя вздовж траєкторiй 𝜙𝑡(𝜙).

3. Висновки. У роботi дослiджено задачу зведення одного класу систем
диференцiальних рiвнянь, визначених у прямому добутку 𝑚-вимiрного тора i
𝑛-вимiрного евклiдового простору, до 𝐿-дiагонального вигляду. Сформульовано
та доведено достатнi умови зведення одного класу лiнiйних розширень динамi-
чної системи на торi, що має специфiчнi властивостi в 𝜔-граничнiй множинi
Ω, до 𝐿-дiагонального вигляду. Один iз сформульованих та доведених випадкiв
проiлюстровано на прикладi.
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Baloha S. I., Hapak O. M., Tyutynnykova G. S., Samus Ye. I., Tyutyn-

nykov S. V. About the reducing of one class of systems of di�erential equations to
the 𝐿-diagonal form.

This paper is devoted to the asymptotic integration of systems of differential equations,
which are linear extensions of a dynamical system on a torus. The basics of this theory
were developed by A. M. Samoilenko. The problem of reducing one class of systems of
differential equations defined in the direct product of an m-dimensional torus T𝑚 and an
n-dimensional Euclidean space 𝐸𝑛 to the 𝐿-diagonal form is investigated.

Sufficient conditions for reducing one class of linear expansions of dynamical systems
on a torus with specific properties in the 𝜔-boundary set Ω to the 𝐿-diagonal form were
formulated and proved.

Keywords: 𝑚-dimensional torus, 𝑛-dimensional Euclidean space, 𝜔-limit set, 𝐿-diagonal
system, asymptotic behavior of the solutions.
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