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ПРОГНОЗУВАННЯ ЧАСУ ТА ПЕРIОДIВ ОЧIКУВАННЯ
СТРАХОВИХ ВИПАДКIВ

У роботi розглядаються закономiрностi визначення середнього часу до появи пер-
шого страхового випадку, першого iз деякої кiлькостi страхових випадкiв; закономiр-
ностi розподiлу «рекордних» по тривалостi перiодiв мiж страховими випадками.

Ключовi слова: математичне сподiвання часу очiкування страхового випадку, екс-
поненцiальний розподiл, «рекорднi» значення серед найбiльших перiодiв очiкування
страхових випадкiв.

1. Вступ. Вивчення рiзних аспектiв ризикiв, якi пов’язанi з невизначенiстю
можливих втрат, вiдноситься до тематики актуарної математики. Коли мова
йде про страхову справу, перш за все мають на увазi принципи формування
тарифних ставок. Тарифна ставка — цiна страхового ризику й iнших витрат,
адекватне грошове вираження зобов’язань страховика за укладеним договором
страхування. Тарифна ставка, по якiй укладається договiр страхування, нази-
вається брутто-ставкою. У свою чергу, брутто-ставка складається з двох частин:
нетто-ставки i навантаження. Нетто-ставка виражає цiну страхового ризику.
В основi формування нетто-ставки за будь-яким видом страхування лежить
ймовiрнiсть настання страхового випадку [8: 102]. До пiдписання контракту й
придбання страхового полiсу клiєнт наражається на деякий ризик, що може
привести до збиткiв. Придбавши страховий полiс i заплативши за нього детер-
мiновану суму (страхову премiю), клiєнт позбавляється ризику, але сам ризик
приймає на себе страхова компанiя. Тобто, подiя, яка може привести до фiнан-
сових втрат клiєнта, стає страховим випадком [7]. Величина страхової виплати
є випадковою величиною, причому у окремому iнтервалi часу може вiдбутися
кiлька страхових випадкiв. Так, страхування на випадок хвороби, страхування
автомобiлiв та iнших видiв власностi є прикладами подiбних ситуацiй.

2. Постановка завдання. Дослiдити величину середнього часу очiкування
першого страхового випадку; першого iз можливих кiлькох страхових випадкiв;
закономiрностей формування найдовших промiжкiв мiж кiлькома страховими
випадками.

3. Огляд лiтератури. Прогнозування середнього часу очiкування першого
страхового випадку та середнього часу очiкування одного iз кiлькох страхових
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випадкiв, номерiв «рекордiв» серед послiдовностi страхових випадкiв мають ва-
жливе значення при розробцi тонтин-продуктiв. Тонтин — iнвестицiя, пов’язана
iз життям особи, причому дохiд забезпечується доти, доки особа жива. Зазви-
чай, у загальний фонд вноситься деяка сума, вiдсотки розподiляються в середи-
нi групи застрахованих осiб мiж тими, хто дожив до розподiлу. Огляд розвитку
подiбних продуктiв мiститься у роботi [3]. При розглядi питань, пов’язаних iз
формуванням пенсiйних фондiв, важливу роль вiдiграють випадковi фактори,
якi в свою чергу, впливають на величини внескiв. Внески можна оптимiзувати
iз врахуванням ризику платоспроможностi та формувати рiзнi моделi контро-
лю. Огляд подiбних моделей мiститься у роботi [9]. Сучасний пiдхiд до методiв
оцiнювання мiститься у книзi [5, 10].

У роботi [5: 44] вводиться випадкова величина 𝑋 = 𝐼𝐵, яка описує страховi
виплати за видiлений iнтервал часу:
∙ випадкова величина 𝐵 — загальна величина виплат у вказаному iнтервалi;
∙ 𝐼 — iндикатор для подiї (чи вiдбувся хоча б один страховий випадок у
даному iнтервалi).
Величина 𝐼 фiксує iснування (𝐼 = 1) або вiдсутнiсть (𝐼 = 0) страхових

випадкiв в iнтервалi, але не кiлькiсть страхових випадкiв у ньому. Далi роз-
глядаються рiзнi випадки i оцiнюється розподiл випадкових величин 𝐵, 𝐼 для
конкретних моделей (страхування на 1 рiк на випадок смертi вiд нещасного
випадку, страхування автомобiлiв та iн.). Кожного разу проводиться оцiнюва-
ння конкретних умовних розподiлiв випадкової величини 𝑋. Схожим чином, у
роботi [4: 149] при аналiзi тактики страхової компанiї вводиться поняття iнде-
ксу страхового випадку клiєнта, тобто, випадкової величини, яка дорiвнює 1,
якщо страховий випадок має мiсце та 0 — у протилежному випадку. Надалi ж
розглядається прибуток страхової компанiї. У роботi [8: 119] наведена методика
актуарної оцiнки ступеня страхових ризикiв та розрахунок страхових тарифiв
iз страхування вiд окремих ризикiв. Але не придiляється увага оцiнкам часу
настання страхових випадкiв. У роботi [6: 146] розглядаються методологiчнi за-
сади та iнструментарiй кiлькiсної оцiнки ризику, рiзнi пiдходи до моделювання
та врахування ризикiв. Тобто, ризик розглядається як поняття, яке не можна
оминути у менеджментi. Тим важливiше оцiнювати час, коли ще можна його
iгнорувати. У [5: 361] розглядається моделювання процесу сумарних страхових
виплат при деяких умовах на процес 𝑁(𝑡), який вiдображає кiлькiсть страхо-
вих випадкiв (𝑁(𝑡) представлений бiномiальним або пуассонiвскiм процесами).
У вiдповiдностi до класу 𝑁(𝑡) аналiзується процес сумарних страхових виплат.
Можна розглянути це питання при бiльш загальних умовах на процес 𝑁(𝑡),
видiляючи саме «рекорднi» значення у цьому процесi.

4. Основний результат. Покажемо, яким чином можна визначити сере-
днiй час очiкування першого страхового випадку.

Для опису середнього часу очiкування цiєї подiї введемо дискретну модель,
тобто, час розглядається дискретно, змiни можуть проходити тiльки у моменти
часу: 𝜕, 2𝜕, 3𝜕, . . . Тобто, випробування вiдбуваються саме у цi промiжки часу.
Поява страхового випадку може бути ототожнена з першим успiхом у послiдов-
ностi випробувань за схемою Бернуллi [2: 13].

Нехай 𝑇 — час очiкування першого успiху у послiдовностi випробувань Бер-
нуллi iз ймовiрнiстю успiху 𝑝. Тодi 𝑃 {𝑇 > 𝑛𝜕} = (1− 𝑝)𝑛, середнiй час очiкува-
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ння 𝐸(𝑇 ) — обчислюється наступним чином. Подiя 𝑇 = 𝑛𝜕 може бути описана
як рiзниця подiй: {𝑇 > (𝑛− 1)𝜕} ∖ {𝑇 > 𝑛𝜕}. Тодi її ймовiрнiсть:

𝑃 {𝑇 = 𝑛𝜕} = 𝑃 {𝑇 > (𝑛− 1) 𝜕} − 𝑃 {𝑇 > 𝑛𝜕} = (1− 𝑝)𝑛−1 − (1− 𝑝)𝑛 =

= (1− 𝑝)𝑛−1 (1− (1− 𝑝))= (1− 𝑝)𝑛−1𝑝.

Час очiкування можна представити як геометрично розподiлену дискретну
випадкову величину:

𝐸 (𝑇 ) =
∞∑︁
1

𝑘𝜕(1− 𝑝)𝑘−1𝑝 = 𝜕𝑝
(︀
1 + 2 (1− 𝑝) + 3(1− 𝑝)2 + . . .

)︀
=
𝜕𝑝

𝑝2
=
𝜕

𝑝
.

При обчисленнi суми ряду використана властивiсть похiдної для суми гео-
метричної прогресiї iз знаменником 𝑞 = 1− 𝑝, а саме:

1 + 𝑞 + 𝑞2 + · · · = 1

1− 𝑞
; 1 + 2𝑞 + 3𝑞2 + · · · = 1

(1− 𝑞)2
.

Користуючись вiдомою ймовiрнiстю 𝑝, можна прогнозувати час очiкування
першого страхового випадку, який приводить до фiнансових збиткiв.

Якщо величина 𝜕 спадає, але так, що 𝜕
𝑝
= 𝑎 — фiксоване, тодi можна роз-

глянути перiод часу 𝑡, протягом якого може вiдбутися вже 𝑛 ≈ 𝑡
𝜕
випробувань

i тодi:

𝑃 (𝑇 > 𝑡) ≈
(︂
1− 𝜕

𝑎

)︂ 𝑡
𝜕

=

(︃(︂
1 +

1

− 𝑎
𝜕

)︂− 𝑎
𝜕

)︃− 𝜕𝑡
𝑎𝜕

≈ 𝑒
−𝑡
𝑎 .

Для часу очiкування першого успiху 𝑇 одержали формулу вiдомого експонен-
цiального розподiлу.

Випадкова величина 𝑋 має експоненцiальний (показниковий) розподiл з па-
раметром 𝛼 (𝛼 > 0), якщо її функцiя розподiлу: 𝐹 (𝑥) = 1−𝑒−𝛼𝑥, 𝑥 > 0. Введемо
позначення 𝑋 ∼ exp (𝛼). Тодi 𝐸 (𝑋) = 1

𝛼
, як показано вище.

Тобто, середнiй час очiкування першого страхового випадку оцiнюється як
математичне сподiвання для першого успiху у схемi Бернуллi i дорiвнює 𝜕

𝑝
,

де 𝑝 — ймовiрнiсть реалiзацiї страхового випадку; 𝜕 — тривалiсть промiжку,
протягом якого не вiдбувається страхова подiя (страхова подiя може вiдбутися
тiльки у моменти часу 𝜕, 2𝜕, 3𝜕, . . .). У загальному випадку час очiкування
першого страхового випадку описується експоненцiальним розподiлом.

Розглянемо випадок, коли страхову компанiю однаково турбує настання хоч
якогось iз кiлькох страхових випадкiв, припустимо, iз 𝑛 випадкiв. Тодi, час
очiкування кожної iз цих подiй — 𝑇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. [3: 170]

Якщо страховi випадки незалежнi, цiкавить саме 𝜂 = min (𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑛) .
При цьому 𝑃 (𝑇𝑖 > 𝑥) = 𝑒−𝑎𝑖𝑥, тодi:

𝑃 (𝜂 > 𝑥) = 𝑃

(︃
𝑛⋂︁
1

{𝑇𝑖 > 𝑥}

)︃
=

𝑛∏︁
1

𝑃 (𝑇𝑖 > 𝑥) = 𝑒−𝑥
∑︀𝑛

1 𝑎𝑖 .

Час очiкування 𝜂 знову має експоненцiальний розподiл. Оскiльки

𝐸 (𝑇𝑖) =
1

𝑎𝑖
, 𝑎𝑖 =

1

𝐸 (𝑇𝑖)
,
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тодi середнiй час очiкування якогось iз 𝑛 страхових випадкiв:

𝐸𝜂 =

(︃
𝑛∑︁
1

𝑎𝑖

)︃−1

=

(︃
𝑛∑︁
1

1

𝐸 (𝑇𝑖)

)︃−1

.

Наведена формула характеризує середнiй час очiкування хоча б одного iз
кiлькох страхових випадкiв.

Перейдемо до визначення номерiв «рекордiв» серед найбiльших перiодiв очi-
кування або серед найбiльших фiнансових втрат при деякiй кiлькостi страхових
випадкiв.

Коли клiєнт застрахований вiд фiнансових збиткiв, для їх покриття має зна-
чення як час очiкування страхового випадку, так i розмiри цих фiнансових зби-
ткiв. Позначимо𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . .— часи очiкування вiдповiдних страхових випадкiв
або розмiри кожного iз фiнансових збиткiв (для зручностi розглянемо нескiн-
ченну їх кiлькiсть). Припустимо також, що 𝑋1, 𝑋2, . . . — незалежнi випадковi
величини з однаковим розподiлом 𝐹 [2: 29].

Якщо ввести випадкову величину 𝑁 (яка характеризує «рекорднi» номери
для введеної вище послiдовностi) — значення першого iндексу 𝑘 (𝑘 = 2, . . .),
для якого 𝑋𝑘 > 𝑋1, то подiя {𝑁 > 𝑛} вiдбудеться тодi i тiльки тодi, коли ма-
ксимальний елемент вже скiнченної послiдовностi 𝑋1, 𝑋2, . . ., 𝑋𝑛 є початковим.
Ймовiрнiсть цiєї подiї дорiвнює 𝑛−1, оскiльки початковий елемент вибирається
випадковим чином iз 𝑛 можливих. Подiя {𝑁 = 𝑛+ 1} може розглядатися як
рiзниця подiй {𝑁 > 𝑛} ∖ {𝑁 > 𝑛+ 1}, що дозволяє отримати ймовiрнiсть цiєї
подiї:

𝑃 {𝑁 = 𝑛+ 1} =
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1
=

1

𝑛 (𝑛+ 1)
.

Формула виведена тiльки при умовi, що 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . незалежнi i мають одну
й ту саму неперервну функцiю розподiлу 𝐹 . Якщо вважати, що 𝑁 (1) = 1, а для
𝑛 ≥ 2:

𝑁 (𝑛) = 𝑚𝑖𝑛
{︀
𝑗 : 𝑗 > 𝑁 (𝑛− 1) , 𝑋𝑗 > 𝑋𝑁(𝑛−1)

}︀
,

тодi 𝑃 {𝑁 (𝑛) <∞} = 1, оскiльки 𝑃 {𝑁 (2) = 𝑗} = 1
𝑗(𝑗−1)

одержимо:

𝐸𝑁 (𝑛) = 1 +
∞∑︁
2

𝑖
1

𝑖 (𝑖− 1)
= 1 +

∞∑︁
1

1

𝑖
= ∞, 𝑛 ≥ 2.

Випадкова величина 𝑁 має скiнченну ймовiрнiсть, але нескiнченне матема-
тичне сподiвання.

Вiдомо, що послiдовнiсть 𝑁(𝑛) утворює ланцюг Маркова, тобто для усiх
векторiв (𝑗2, . . . , 𝑗𝑛−1) , котрим вiдповiдає додатня ймовiрнiсть умови у лiвiй
частинi наступної рiвностi [1: 259]:

𝑃 {𝑁 (𝑛) = 𝑘|𝑁 (𝑡) = 𝑗𝑡, 2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛} = 𝑃 {𝑁 (𝑛) = 𝑘|𝑁 (𝑛− 1) = 𝑗𝑛−1} ,

причому умовнi ймовiрностi 𝑃 {𝑁 (𝑛) = 𝑘|𝑁 (𝑛− 1) = 𝑗} дорiвнюють 𝑗
𝑘(𝑘−1)

, як-
що 𝑘 > 𝑗 ≥ 𝑛− 1 ≥ 2 i дорiвнюють 0 при iнших значеннях 𝑗 та 𝑘.
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Тодi можна знайти розподiл випадкових величин 𝑁 (𝑛) при рiзних значен-
нях 𝑛. Наприклад, при 𝑛 = 3 отимаємо:

𝑃 {𝑁 (3) = 𝑘} =
∞∑︁
𝑗=2

𝑃 (𝑁 (3) = 𝑘|𝑁 (2) = 𝑗) · 𝑃 (𝑁 (2) = 𝑗) =

=
𝑘−1∑︁
𝑗=2

𝑗

𝑘 (𝑘 − 1)

1

𝑗 (𝑗 − 1)
=

1

𝑘 (𝑘 − 1)

𝑘−2∑︁
𝑗=1

1

𝑗
.

Тобто, можна визначати ймовiрнiсть настання третього (i, вiдповiдно, усiх
наступних) «рекордiв» для послiдовнiстi страхових випадкiв. Послiдовнiсть ви-
падкових величин {𝑋 𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . .} може вiдображати як час очiкування черго-
вого страхового випадку, так i характеризувати фiнансовi збитки, якi пов’язанi
з 𝑖-тим страховим випадком.

Звернемося до характеристики приростiв «рекордних» значень для часiв
очiкування незалежних страхових випадкiв.

Вважаємо, що випадковi величини 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . мають експоненцiальний
розподiл (можна трактувати їх як часи очiкування настання вiдповiдних стра-
хових випадкiв). Позначимо через {𝑋𝑁(𝑛), 𝑛 > 1} — послiдовнiсть «рекордних»
значень. Можна зробити висновок, що вiдповiднi їм прирости послiдовних «ре-
кордних» значень характеризуються як незалежнi випадковi величини, якi теж
мають експоненцiальний розподiл.

Тобто, має мiсце наступне твердження [1: 265]:
Нехай випадковi величини {𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . .} мають функцiю розподiлу

𝐹 (𝑥) = 1− 𝑒−𝑥, (𝑥 > 0); 𝑋𝑁(𝑛), (𝑛 > 1) — послiдовнiсть «рекордiв» для {𝑋𝑖, 𝑖 =
= 1, 2, . . .}.

Нехай 𝑌1 = 𝑋𝑁(1) = 𝑋1, 𝑌𝑗 = 𝑋𝑁(𝑗) −𝑋𝑁(𝑗−1), (𝑗 ≥ 2). Тодi величини 𝑌1, 𝑌2,
. . . незалежнi, їх загальна функцiя розподiлу — 𝐹 (𝑥).

Встановимо зв’язок мiж послiдовнiстю «рекордних» значень для часiв очi-
кування страхових випадкiв i номерами «рекордiв».

Нехай випадковi величини {𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . .} мають функцiю розподiлу
𝐹 (𝑥) = 1− 𝑒−𝑥, (𝑥 > 0); 𝑋𝑁(𝑛), (𝑛 > 1) — послiдовнiсть «рекордiв» для {𝑋𝑖, 𝑖 =
= 1, 2, . . .}.

Тодi з ймовiрнiстю 1 виконується спiввiдношення [1: 264]:

lim
𝑛→∞

sup
| log𝑁 (𝑛)−𝑋𝑁(𝑛)|

log(𝑛)
= 1.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi роз-
глянутi визначення: середнього часу очiкування першого страхового випадку;
середнього часу очiкування першого iз кiлькох страхових випадкiв; номерiв «ре-
кордiв» серед найбiльших перiодiв очiкування або серед найбiльших фiнансових
збиткiв при можливiй великiй кiлькостi страхових випадкiв. Також наведенi
характеристики: приростiв «рекордних» значень для часiв очiкування незале-
жних страхових випадкiв; зв’язку мiж послiдовнiстю «рекордних» значень для
часiв очiкування страхових випадкiв i номерами «рекордiв». Надалi можна до-
слiджувати спiввiдношення мiж послiдовнiстю «рекордних» значень для часiв

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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очiкування страхових випадкiв i номерами «рекордiв» вже для конкретних за-
конiв для розподiлiв цих величин.
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