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IНТЕРПОЛЯЦIЙНА ЗАДАЧА НЬЮТОНА В КЛАСI
МЕРОМОРФНИХ ФУНКЦIЙ IЗ ШВИДКОЗРОСТАЮЧИМИ

ВУЗЛАМИ

Нехай (𝜆𝑘) — послiдовнiсть рiзних комплексних чисел така, що lim
𝑘→∞

𝜆𝑘 = ∞ i⃒⃒⃒
𝜆𝑘

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒
≤ 1

Δ , Δ > 1. У роботi отримано асимптотичну оцiнку мероморфної функцiї,

поданої у виглядi ряду рацiональних дробiв:

𝐹 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑃𝑛−1 (𝑧)

𝑄𝑛 (𝑧)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

де (𝑎𝑘) — послiдовнiсть комплексних чисел така, що
∞∑︀

𝑛=1

𝑎𝑛

𝑢𝑛 ≤ 𝐶1, 𝑢 ∈ (1,Δ). Також

доведено, що мероморфну функцiю, що має нулi в точках {𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} та полюси в
точках {𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N}, для якої зовнi кругiв 𝑈 (𝑢𝜆𝑘, 𝜎) := {|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘| ≤ 𝜎} (𝜎 > 0) вико-
нується:

|𝐹 (𝑧)| < 𝐶1

(︂
Δ

(Δ − 𝑢)
+

𝑢− 1

Δ (𝑢Δ − 1) 𝑟

)︂
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(Δ − 1) (Δ − 𝑢)

)︂
, 𝑟 = |𝑧| > 1 (𝐶1 > 0)

можна зобразити у виглядi вказаного функцiонального ряду, де

𝑎𝑘 =
𝜆𝑘(𝑢− 1)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘

𝐹 (𝜁)
𝑄𝑘−1 (𝜁)

𝑃𝑘 (𝜁)
𝑑𝜁, Γ𝑘 = 𝜕𝑈 (𝜁;𝑅𝑘) , |𝜆𝑘| < 𝑅𝑘 < |𝜆𝑘+1|.

Ключовi слова: мероморфна функцiя, рацiональнi дроби, нулi, полюси.

1. Вступ. Iнтерполяцiйна задача полягає в знаходженнi умов, за яких у зада-
ному класi iснує функцiя 𝑓 , яка в точках 𝜆𝑘 приймає значення 𝑑𝑘: 𝑓(𝜆𝑘) = 𝑑𝑘. Ця
iнтерполяцiйна задача з рiзних бокiв вивчалась в працях багатьох математикiв
(див. [1–11]). Одним з аспектiв згаданої проблеми є питання про вiдновлення
функцiї 𝑓 за числами 𝑑𝑘. У деяких випадках таке вiдновлення можна здiйснити
за допомогою ряду Ньютона

𝑓 (𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑃𝑘(𝑧), 𝑃𝑛 (𝑧) =
𝑛∏︁

𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘).
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Питання про розвинення цiлих функцiй в ряд Ньютона дослiджувалось в
працях А. Гельфонда [3–5], I. Iбрагiмова [10], С. Абдрашiтової [2], Б. Винни-
цького [7] та iнших. Добре вiдомим [5: 193] є таке твердження.

Теорема A. Якщо 𝑞 — деяке число, |𝑞| > 1, 𝜆𝑘 = 𝑞𝑘−1, то кожна цiла
функцiя 𝑓 , яка задовольняє умову

lim
𝑟→∞

(︂
ln𝑀𝑓 (𝑟)−

ln2𝑟

2ln |𝑞|
− ln 𝑟

2

)︂
= −∞,

розвивається в рiвномiрно збiжний в кожному крузi {𝑧 : |𝑧| ≤ 𝑟}, 0 < 𝑟 < +∞,
ряд Ньютона

𝑓 (𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑃𝑘(𝑧), 𝑃𝑛 (𝑧) =
𝑛∏︁

𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘),

де 𝛼𝑘 := 𝛼𝑘(𝑓) :=
1
2𝜋

∫︀
|𝑡|=𝑟

𝑓(𝑡)
𝑃𝑘+1(𝑡)

𝑑𝑡, 𝑟 > max
{︀
|𝜆𝑖| : 𝑖 ∈ 1; 𝑘 + 1

}︀
.

А також такi твердження [3].
Теорема Б. Якщо для цiлої функцiї 𝑔(𝑧) справедлива нерiвнiсть:

|𝑔 (𝑧)| < 𝐴𝑒𝜔ln
2|𝑧|, 𝜔 <

1

2ln 𝛽
, 𝛽 > 1,

то вона розвивається в нескiнченний ряд:

𝑔 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 (𝑧 − 𝛽)
(︀
𝑧 − 𝛽2

)︀
. . . (𝑧 − 𝛽𝑛) ,

який збiжний у всiй площинi C.
Теорема В. Якщо 𝑔 (𝛽𝑛) — цiлi числа (𝑛 = 1, 2, . . . ,∞) i цiла функцiя за-

довольняє нерiвнiсть

𝑔 (𝑧) < 𝑒
ln2|𝑧|
4ln 𝛽 |𝑧|−

1
2 𝜀 (|𝑧|) , lim

|𝑧|→∞
𝜀 (|𝑧|) = 0,

то 𝑔 (𝑧) — полiном.
Вiдомо (див. [12–14]), що мероморфну функцiю можна наблизити рацiональ-

ними функцiями. I, навпаки, маючи послiдовнiсть точок, можна побудувати ме-
роморфну функцiю, що має полюси в цих точках. У 1935 роцi Рене Лагранж
[1] описав властивостi мероморфної функцiї, зображеної рядом рацiональних
функцiй. Ряд, описаний в його роботi, має такий вигляд

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛
(𝑧 − 𝛼1) (𝑧 − 𝛼2) . . . (𝑧 − 𝛼𝑛)

(𝑧 − 𝛽1) (𝑧 − 𝛽2) . . . (𝑧 − 𝛽𝑛)
,

де 𝑎𝑛, 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 — комплекснi числа, (𝑛 = 1, 2, . . .), (𝛼𝑛 = 𝛼 + 𝑛𝑢; 𝛽𝑛 = 𝛽 + 𝑛𝑣).
Використавши описанi в [1] методи, А. О. Гельфонд i Д. М. Тоiдзе [4] побуду-

вали мероморфну у пiвплощинi функцiю 𝐹 , з простими полюсами {𝑘𝑢, 𝑘 ∈ N}
i нулями {𝑘, 𝑘 ∈ N}, яка задовольняє певнi умови росту. Були доведенi [3] такi
теореми.
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Теорема Г. Мероморфна функцiя 𝐹 (𝑧), яка зображена у виглядi ряду

𝐹 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
(𝑧 − 1) (𝑧 − 2) . . . (𝑧 − (𝑛− 1))

(𝑧 − 𝑢) (𝑧 − 2𝑢) . . . (𝑧 − 𝑛𝑢)
,

що збiгається у пiвплощинi R (𝑧) > 𝜆 = 𝜆́
1− 1

𝑢

, де

𝜆́ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
lim
𝑛→∞

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑢−𝑘 𝑎𝑘
𝑘

⃒⃒⃒⃒
ln𝑛

, якщо
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑘
𝑘
𝑢−𝑘 − розбiжний,

lim
𝑛→∞

ln

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︀
𝑘=1

𝑢−𝑘 𝑎𝑘
𝑘

⃒⃒⃒⃒
ln𝑛

, якщо
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑘
𝑘
𝑢−𝑘 − збiжний,

задовольняє умову

⃒⃒
𝐹 (𝛼 + 𝑟𝑒𝑖𝜃)

⃒⃒
< 𝐶𝑟1+𝜆́+2𝜀

(︂
1 + 𝑟cos 𝜃

𝑟

)︂𝛼(1− 1
𝑢)−𝜆́

𝑒𝜙(𝜃)𝑟.

Тут 𝑧 = 𝛼 + 𝑟𝑒𝑖𝜃, 𝜀 = 𝜀(𝑟) рiвномiрно прямує до нуля, коли 𝑟 → ∞, при
𝛼 > 𝜆, |𝜃| ≤ 𝜋

2
i |𝑧 − 𝑘𝑢| ≥ 𝛿, 𝑘 ∈ N, 𝑎𝑛 — довiльнi комплекснi числа, 𝑢 —

iррацiональне число, i

𝜙 (𝜃) =

(︂
1− 1

𝑢

)︂
cos 𝜃 ln

(︂
2𝑢 cos 𝜃√

𝑢2 − 2𝑢 cos 2𝜃 + 1

)︂
+ cos 𝜃

ln𝑢

𝑢
+

+

(︂
1 +

1

𝑢

)︂
sin 𝜃 arctg

(︂
𝑢+ 1

𝑢− 1
tg 𝜃

)︂
− 𝜋

2
|sin 𝜃| .

Теорема Д.[3] Мероморфну функцiю 𝐹 (𝑧) з простими нулями {𝑘, 𝑘 ∈ N}
та простими полюсами {𝑘𝑢, 𝑘 ∈ N}, яка задовольняє умову

⃒⃒
𝐹
(︀
𝛼 + 𝑟𝑒𝑖𝜃

)︀⃒⃒
< 𝐶(1 + 𝑟)1+𝜆́+2𝜀

(︂
1 + 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

1 + 𝑟

)︂𝛼(1− 1
𝑢)−𝑙

𝑒𝜙(𝜃)𝑟,

де 𝑢 > 1, |𝜃| ≤ 𝜋
2
, |𝑧 − 𝑘𝑢| ≥ 𝛿 > 0, 𝐶 — стала, 𝜀 рiвномiрно прямує до нуля,

коли 𝑟 → ∞, можна розвинути в ряд

𝐹 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑃𝑛−1(𝑧)

𝑄𝑛(𝑧)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
(𝑧 − 1) (𝑧 − 2) . . . (𝑧 − (𝑛− 1))

(𝑧 − 𝑢) (𝑧 − 2𝑢) . . . (𝑧 − 𝑛𝑢)
,

який рiвномiрно збiжний, якщо R (𝑧) > 𝐿 > 1+𝑙
1− 1

𝑢

, R (𝑧) > 𝛼, |𝑧| < 𝑅, |𝑧 − 𝑘𝑢| ≥
≥ 𝛿, 𝑘 = 0;𝑛, для будь-яких додатних 𝑅 i 𝛿.

Ми узагальнюємо цi результати на випадок вузлiв, що швидко зростають.
2. Основнi результати. Нехай {𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} — послiдовнiсть рiзних ком-

плексних чисел з точкою згущення на ∞, така що |𝜆𝑘/𝜆𝑘+1| ≤ 𝛿 < 1. Отрима-
ємо в деякiй мiрi аналоги Теорем Г i Д для функцiї 𝐹 , яка має нулi в точках
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{𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} та полюси в точках {𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N}, де 1 < 𝑢 < ∆ := 1/𝛿. Розглянемо
ряд

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑃𝑛−1(𝑧)

𝑄𝑛(𝑧)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)
, (1)

де 𝑎𝑛 — комплекснi числа такi, що ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 є збiжним.

Теорема 1. Якщо
∑︀∞

𝑛=1
𝑎𝑛
𝑢𝑛 ≤ 𝐶1,

⃒⃒⃒
𝜆𝑘

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒
≤ 𝛿 < 1, 1 < 𝑢 < ∆ := 1/𝛿, то ряд

(1) рiвномiрно збiгається на кожному компактi з C∖{𝑢𝜆𝑛, 𝑛 ∈ N} до функцiї
𝐹 i справедлива оцiнка

|𝐹 (𝑧)| <

(︃
ln 𝑟(︀

1− 𝑢
Δ

)︀
ln∆

+
𝐶1 (𝑢− 1)

∆ (𝑢∆− 1) 𝑟

)︃
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
для |𝑧 − 𝑢𝜆𝑘| ≥ 𝜎 > 0, 𝑟 = |𝑧| > 1.

Доведення. Виберемо фiксоване значення |𝑧| = 𝑟. Не зменшуючи загаль-
ностi, вважатимемо, що 𝑟 > 1. Тодi, знайдеться таке натуральне число 𝑚, що
𝑢|𝜆𝑚| < ∆|𝜆𝑚| ≤ 𝑟 < ∆|𝜆𝑚+1|. Нехай

𝐹 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)
=

𝑚+1∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)
+

∞∑︁
𝑛=𝑚+2

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)
=: 𝐼1+𝐼2.

Тодi |𝐹 (𝑧)| ≤ |𝐼1|+ |𝐼2|. Знайдемо оцiнку для 𝐼1 =
𝑚+1∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧−𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧−𝑢𝜆𝑘)
. Оскiльки

для
⃒⃒
𝑧
𝑙

⃒⃒
< 1 справедливе розвинення ln

(︀
1− 𝑧

𝑙

)︀
= −

∞∑︀
𝑗=1

1
𝑗

(︀
𝑧
𝑙

)︀𝑗
, то

|𝐼1| ≤
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ln

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

=
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝜆𝑘)−
𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln

(︂
1− 𝜆𝑘

𝑧

)︂
−

𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln

(︂
1− 𝑢𝜆𝑘

𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︃
−

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝑧

)︂𝑗

+
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑢𝜆𝑘
𝑧

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ .
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Окрiм цього, якщо ∆ > 𝑢, то збiжним до деякого числа є ряд

∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗(Δ𝑗 − 1)
≤ 𝑢(𝑢− 1)

(∆− 1)(∆− 𝑢)
.

Тому, враховуючи, що

𝑢|𝜆𝑚| < ∆|𝜆𝑚| ≤ 𝑟 < ∆|𝜆𝑚+1|,⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑘
𝑧

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

∆

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑘
𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑘+1

𝜆𝑘+2

⃒⃒⃒⃒
. . .

⃒⃒⃒⃒
𝜆𝑚−1

𝜆𝑚

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
∆𝜆𝑚
𝑟

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

∆𝑚−𝑘+1
,

маємо

|𝐼1| ≤
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑛|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︃
∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝑧

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑛|

exp

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︂
1

∆𝑚−𝑘+1

)︂𝑗
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑟 − 𝑢𝜆𝑛|

exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗∆𝑗

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︂
1

∆𝑗

)︂𝑚−𝑘
)︃

≤

≤
𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑟 − 𝑢𝜆𝑛|

exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗(Δ𝑗 − 1)

)︃
≤

𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
|𝑟 − 𝑢𝜆𝑛|

exp

(︂
𝑢(𝑢− 1)

(∆− 1)(∆− 𝑢)

)︂
≤

≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|

𝑟
(︁
1− 𝑢|𝜆𝑚|

Δ|𝜆𝑚|

)︁ ≤

≤ ∆/ |𝜆1|
(∆− 𝑢)

exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
∆𝑚 |𝜆1|

≤

≤ ∆/ |𝜆1|
(∆− 𝑢)

exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂𝑚+1∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛|
𝑢𝑛

≤ ∆𝐶1

(∆− 𝑢)
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
,

бо 𝑟 ≥ ∆ |𝜆𝑚| ≥ ∆𝑚 |𝜆1| i
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 ≤ C1.

Знайдемо оцiнку для 𝐼2,

|𝐼2| ≤
∞∑︁

𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒exp

⎛⎜⎜⎝ln

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

⎞⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

=
∞∑︁

𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒exp

(︃
𝑚∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝜆𝑘) −
𝑚∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝑢𝜆𝑘) +

+
𝑛−1∑︁

𝑘=𝑚+1

ln

(︂
1− 𝑧

𝜆𝑘

)︂
−

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑚+1

ln

(︂
1− 𝑧

𝑢𝜆𝑘

)︂ )︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤
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≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|
|𝑧 − 𝑢𝜆𝑛|𝑢𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒exp

(︃
𝑛−1∑︁

𝑘=𝑚+1

∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢𝑗

(︂
𝑧

𝜆𝑘

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|

𝑢𝑛 |𝜆𝑛|
⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝑢𝜆𝑛

⃒⃒⃒×
×exp

(︃
𝑛−1∑︁

𝑘=𝑚+1

∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢𝑗

(︂
𝑟

|𝜆𝑘|

)︂𝑗

(cos𝜙)𝑗
)︃

≤

≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|

𝑢𝑛 |𝜆𝑛|
⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝑢𝜆𝑛

⃒⃒⃒×
×exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢2𝑗

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑚+1

(︂
𝑟

|𝜆𝑘|

)︂2𝑗
)︃

≤

≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|

𝑢𝑛 |𝜆𝑚+2|
(︁
1− Δ|𝜆𝑚+1|

𝑢|𝜆𝑛|

)︁exp(︃ ∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢2𝑗
∆2𝑗

∆2𝑗 − 1

)︃
≤

≤ exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|
𝑢𝑛∆ |𝜆𝑚+1|

(︀
1− 1

𝑢

)︀exp(︃− ∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗

𝑗𝑢2𝑗

)︃
≤

≤ ∆(𝑢− 1)

(𝑢∆− 1)
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+2

|𝑎𝑛|
𝑢𝑛∆2 |𝜆𝑚|

≤

≤ C1 (𝑢− 1)

∆ (𝑢∆− 1) 𝑟
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
.

бо cos𝜙 = 𝑟
𝑢|𝜆𝑘|

, де 𝜙 = arg 𝑧 − arg (𝑢𝜆𝑘) (див. рис. 1).

Рис. 1

Об’єднавши оцiнки для 𝐼1 i 𝐼2, отримаємо

|𝐹 (𝑧)| ≤ ∆𝐶1

(∆− 𝑢)
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
+

C1 (𝑢− 1)

∆ (𝑢∆− 1) 𝑟
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
≤

≤ 𝐶1

(︂
∆

(∆− 𝑢)
+

𝑢− 1

∆ (𝑢∆− 1) 𝑟

)︂
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
.

Звiдки на основi ознаки Веєрштрасса робимо висновок про справедливiсть тео-
реми 1. ■
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Теорема 2. Якщо 1 < 𝑢 < ∆,
⃒⃒⃒

𝜆𝑘

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒
≤ 1/∆, i функцiя 𝐹 (𝑧), маючи простi

нулi в точках {𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} та полюси в точках {𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N}, задовольняє
умову

|𝐹 (𝑧)| < 𝐶1

(︂
∆

(∆− 𝑢)
+

𝑢− 1

∆ (𝑢∆− 1) 𝑟

)︂
exp

(︂
𝑢(𝑢− 1)

(∆− 1)(∆− 𝑢)

)︂
, 𝑟 = |𝑧| > 1, (2)

зовнi кругiв 𝑈(𝑢𝜆𝑘, 𝜎) (С1 — деяка додатна стала), то 𝐹 (𝑧) можна зобразити
у виглядi ряду (1), де

𝑎𝑘 =
𝜆𝑘(𝑢− 1)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘

𝐹 (𝜁)
𝑄𝑘−1 (𝜁)

𝑃𝑘 (𝜁)
𝑑𝜁.

Доведення. Деякi мiркування повторимо з [1]. Нехай мероморфна фун-
кцiя 𝐹 (𝑧) з простими нулями в точках {𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} та полюсами в точках
{𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} задовольняює умову (2). Очевидною є рiвнiсть

𝑅0 −𝑅𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑅𝑘−1 −𝑅𝑘, (3)

де

𝑅𝑛 (𝑧) =
𝑃𝑛 (𝑧)

𝑄𝑛 (𝑧)

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑛

𝐹 (𝜁)

𝜁 − 𝑧

𝑄𝑛 (𝜁)

𝑃𝑛 (𝜁)
𝑑𝜁, (4)

Причому контур iнтегрування Γ𝑛 є колом радiусу 2𝑢
𝑢+1

|𝜆𝑛| з центром в точцi
(0; 0). Тодi

𝑅𝑘−1 −𝑅𝑘 =
𝑃𝑘−1 (𝑧)

𝑄𝑘−1 (𝑧)

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘−1

𝐹 (𝜁)

𝜁 − 𝑧

𝑄𝑘−1 (𝜁)

𝑃𝑘−1 (𝜁)
𝑑𝜁 − 𝑃𝑘 (𝑧)

𝑄𝑘 (𝑧)

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘

𝐹 (𝜁)

𝜁 − 𝑧

𝑄𝑘 (𝜁)

𝑃𝑘 (𝜁)
𝑑𝜁.

(5)
Полюси функцiї 𝐹 в точках 𝑢𝜆𝑘, 𝑢𝜆𝑘+1, . . . (не погашенi нулями 𝑄𝑘−1) ле-

жать поза контуром Γ𝑘, бо 2𝑢
𝑢+1

|𝜆𝑘| < 𝑢|𝜆𝑘|. А полюси пiдiнтегральної функцiї,
що породженi нулями 𝑃𝑘, лежать в серединi Γ𝑘 (бо 2𝑢

𝑢+1
|𝜆𝑘| > |𝜆𝑘|). Тому в

першому iнтегралi (5), контур Γ𝑘−1 можна замiнити на Γ𝑘. Отже, мають мiсце
спiввiдношення

𝑅𝑛−𝑅0 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘
𝑃𝑘−1 (𝑧)

𝑄𝑘 (𝑧)
, 𝑎𝑘 =

𝜆𝑘(𝑢− 1)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘

𝐹 (𝜁)
𝑄𝑘−1 (𝜁)

𝑃𝑘 (𝜁)
𝑑𝜁. (6)

Ще розглянемо один iнтеграл по невеликому колу Γ𝑠 (у вiд’ємному напря-
мi), для одного iз значень 𝑘 = 𝑠, в залежностi вiд положення полюса в пiдiнте-
гральнiй функцiї в (4) в точцi 𝜁 = 𝑧. Згiдно iнтегральної теореми Кошi, такий
iнтеграл рiвний −𝐹 (𝑧) .

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑠

𝐹 (𝜁)

𝜁 − 𝑧

𝑄𝑠(𝜁)

𝑃𝑠(𝜁)

𝑃𝑠(𝑧)

𝑄𝑠(𝑧)
𝑑𝜁 = −𝐹 (𝑧) . (7)
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Доведемо, що 𝑅𝑛 → 0, коли 𝑛 → ∞. Тут 𝑚 — таке натуральне число, що
𝑢|𝜆𝑚| < ∆|𝜆𝑚| ≤ 𝑟 < ∆|𝜆𝑚+1|, звiдки

⃒⃒
𝜆𝑘

𝑧

⃒⃒
≤ 1

Δ𝑚−𝑘+1 .

⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛 (𝑧)

𝑄𝑛 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≤ 1

𝑢𝑛−𝑚
exp

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝜆𝑘) −
𝑚∑︁
𝑘=1

ln (𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ×

×exp

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1

ln

(︂
1− 𝑧

𝜆𝑘

)︂
−

𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1

ln

(︂
1− 𝑧

𝑢𝜆𝑘

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 1

𝑢𝑛−𝑚
exp

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∑︁
𝑘=1

(︃
−

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝜆𝑘
𝑧

)︂𝑗

+
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑢𝜆𝑘
𝑧

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒exp

(︃
𝑛∑︁

𝑘=𝑚+1

∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢𝑗

(︂
𝑧

𝜆𝑘

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 1

𝑢𝑛−𝑚
exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗 − 1

𝑗𝑢𝑗
1

∆𝑗 − 1

)︃
× exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢2𝑗

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑚+1

(︂
𝑟

|𝜆𝑘|

)︂2𝑗
)︃

≤

≤ 1

𝑢𝑛−𝑚
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
exp

(︃
∞∑︁
𝑗=1

1− 𝑢𝑗

𝑗𝑢2𝑗
∆2𝑗

∆2𝑗 − 1

)︃
≤

exp
(︁

𝑢(𝑢−1)
(Δ−1)(Δ−𝑢)

)︁
𝑢𝑛−𝑚

.

З iншого боку, якщо 𝜁 = 2𝑢
𝑢+1

|𝜆𝑛|𝑒𝑖𝜃, 𝜃 ∈ [0; 2𝜋], то

⃒⃒⃒⃒
𝑄𝑛 (𝜁)

𝑃𝑛 (𝜁)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒exp

⎛⎜⎜⎝ln

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝜁 − 𝑢𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝜁 − 𝜆𝑘)

⎞⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒exp

⎛⎜⎜⎝ln

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝜁 − 𝑢𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝜁 − 𝜆𝑘)

⎞⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≤

≤ 1

𝑢
exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

ln
2𝑢𝜆𝑛
𝑢+ 1

+ ln

(︂
1− (𝑢+ 1)𝜆𝑘

2𝜆𝑛

)︂
− ln

2𝑢𝜆𝑛
𝑢+ 1

ln

(︂
1− (𝑢+ 1)𝜆𝑘

2𝑢𝜆𝑛

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
1

𝑢
exp

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︃
−

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
(𝑢+ 1)𝜆𝑘

2𝜆𝑛

)︂𝑗

+
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
(𝑢+ 1)𝜆𝑘

2𝑢𝜆𝑛

)︂𝑗
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 1

𝑢
exp

𝑛−1∑︁
𝑘=1

⎛⎝−
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︂
𝑢+ 1

2∆

)︂𝑗

+
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗

(︃
𝑢+ 1

2𝑢|∆|𝑛−𝑘

)︃𝑗
⎞⎠ ≤

≤ 1

𝑢

(︂
1− 𝑢+ 1

2∆

)︂𝑛−1

exp
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗 (∆𝑗 − 1)

(︂
𝑢+ 1

2𝑢

)︂𝑗

≤ 2

𝑢− 1

(︂
1− 𝑢+ 1

2∆

)︂𝑛−1

.

Тому, використовуючи оцiнку (2), отримуємо

|𝑅𝑛(𝑧)| ≤
⃒⃒⃒⃒
𝑃𝑛 (𝑧)

𝑄𝑛 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
1

2𝜋

∫︁
Γ𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝜁)

𝜁 − 𝑧

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝑄𝑛 (𝜁)

𝑃𝑛 (𝜁)

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝜁| ≤
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≤
2exp

(︁
𝑢(𝑢−1)

(Δ−1)(Δ−𝑢)

)︁(︀
1− 𝑢+1

2Δ

)︀𝑛−1

𝑢𝑛−𝑚(𝑢− 1)

2𝑢
𝑢+1

|𝜆𝑛|⃒⃒⃒
2𝑢|𝜆𝑛|
𝑢+1

− 𝑟
⃒⃒⃒𝑀𝐹

(︂
2𝑢

𝑢+ 1
|𝜆𝑛|

)︂
≤

≤
2exp

(︁
𝑢(𝑢−1)

(Δ−1)(Δ−𝑢)

)︁
𝑢𝑛−𝑚

|𝜆𝑛|𝑀𝐹

(︀
2𝑢
𝑢+1

|𝜆𝑛|
)︀

|𝜆𝑛|
⃒⃒⃒

𝑟
|𝜆𝑛| −

2𝑢
𝑢+1

⃒⃒⃒ (︂1− 𝑢+ 1

2∆

)︂𝑛−1

≤

≤ 2𝐶1exp

(︂
2𝑢 (𝑢− 1)

(∆− 1) (∆− 𝑢)

)︂
𝑟
(︀
1− 𝑢+1

2Δ

)︀𝑛−1

𝑢𝑛
⃒⃒⃒

𝑟
|𝜆𝑛|

− 2𝑢
𝑢+1

⃒⃒⃒ 𝑢− 1

(𝑢∆− 1) 2𝑢(Δ−𝑢)
𝑢+1

|𝜆𝑛|
,

Звiдки випливає, що для кожного фiксованого 𝑟 ∈ R, 𝑅𝑛 → 0, якщо 𝑛→ ∞.
Таким чином, врахувавши (3), (6) i (7) i спрямувавши 𝑛→ ∞, отримаємо такий
вигляд функцiї 𝐹

𝐹 (𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑃𝑘−1(𝑧)

𝑄𝑘(𝑧)
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘

𝑘−1∏︀
𝑚=1

(𝑧 − 𝜆𝑚)

𝑘∏︀
𝑚=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑚)

.

Теорема 2 доведена. ■
Зауваження 1. Використовуючи (6), на основi теорiї лишкiв, можна отри-

мати вираз для 𝑎𝑘

𝑎𝑘 = 𝜆𝑘 (𝑢− 1)
𝑘∑︁

𝑚=1

𝐹 (𝜆𝑚)

𝑘−1∏︀
𝑗=1

(𝜆𝑚 − 𝑢𝜆𝑗)

𝑘∏︀
𝑗 = 1,
𝑗 ̸= 𝑚

(𝜆𝑚 − 𝜆𝑗)

.

3. Висновки. Отже, в роботi отримано оцiнку ряду (1) на кожному компа-

ктi з C∖{𝑢𝜆𝑛, 𝑛 ∈ N}, якщо
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 ≤ С1,

⃒⃒⃒
𝜆𝑘

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒
≤ 1

Δ
< 1. З iншого боку показано,

що мероморфну в C функцiю 𝐹 з простими полюсами {𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} та нулями
{𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} для якої справедлива оцiнка (2), можна розвинути в ряд Ньютона
(1). Окрiм того, знайдено вигляд коефiцiєнтiв 𝑎𝑛 цього ряду через 𝜆𝑘.
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Onys’ko V. Z., Sheparovych I. B. Newton's interpolation problem in the class
of meromorphic functions with the fast-growing nodes.

Let (𝜆𝑘) be a sequence of different complex numbers such that lim
𝑘→∞

𝜆𝑘 = ∞ and⃒⃒⃒
𝜆𝑘

𝜆𝑘+1

⃒⃒⃒
≤ 1

Δ , Δ > 1. In the paper there obtain an asymptotic estimate for meromorphic

function presented as series of rational fractions

𝐹 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑃𝑛−1 (𝑧)

𝑄𝑛 (𝑧)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛−1∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝜆𝑘)

𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑢𝜆𝑘)
,

where (𝑎𝑘) is a sequence of complex numbers such that
∞∑︀

𝑛=1

𝑎𝑛

𝑢𝑛 ≤ 𝐶1, 𝑢 ∈ (1,Δ). Moreover,

there proved that the meromorphic function having zeros at the points {𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} and
poles at the points {𝑢𝜆𝑘, 𝑘 ∈ N} holds outside the disks 𝑈 (𝑢𝜆𝑘, 𝜎) := {|𝑧 − 𝑢𝜆𝑘| ≤ 𝜎}
(𝜎 > 0), for which condition

|𝐹 (𝑧)| < 𝐶1

(︂
Δ

(Δ − 𝑢)
+

𝑢− 1

Δ (𝑢Δ − 1) 𝑟

)︂
exp

(︂
𝑢 (𝑢− 1)

(Δ − 1) (Δ − 𝑢)

)︂
, 𝑟 = |𝑧| > 1 (𝐶1 > 0)

can be represented in the form of the mentioned functional series, where

𝑎𝑘 =
𝜆𝑘(𝑢− 1)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝑘

𝐹 (𝜁)
𝑄𝑘−1 (𝜁)

𝑃𝑘 (𝜁)
𝑑𝜁, Γ𝑘 = 𝜕𝑈 (𝜁;𝑅𝑘) , |𝜆𝑘| < 𝑅𝑘 < |𝜆𝑘+1|.

Keywords: meromorphic function, rational fractions, zeros, poles.
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