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ПРО ТРАНЗIЄНТНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ СТОХАСТИЧНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗI СТРИБКАМИ

У статтi розглянуто стохастичне диференцiальне рiвняння зi стрибками та наведе-
но деякi достатнi умови, що гарантують прямування його розв’язку до нескiнченно-
стi (транзiєнтнiсть) майже напевно. Спочатку доводиться допомiжний результат про
апрiорну оцiнку другого моменту розв’язку за умов обмеженостi зносу та степеневої
обмеженостi шуму. Далi доводиться теорема про транзiєнтнiсть розв’язку за дода-
ткової умови вiдокремленостi зносу вiд нуля. Основний результат статтi встановлює
транзiєнтнiсть розв’язку за умов обмеженостi зносу, його вiдокремленостi вiд нуля
поза межами деякого вiдрiзка, степеневої обмеженостi шуму та його невиродженостi
у деякому вiдрiзку.

Ключовi слова: стохастичне диференцiальне рiвняння, стрибки, транзiєнтнiсть, пря-
мування до нескiнченностi, асимптотична поведiнка.

1. Вступ та огляд лiтератури. Першими асимптотичну поведiнку розв’язкiв
стохастичних диференцiальних рiвнянь з вiнерiвським шумом почали дослiджу-
вати Гiхман Й. Г. та Скороход А. В. У працi [1] вони дослiджували умови пря-
мування розв’язку до нескiнченностi (транзiєнтностi) та рекурентностi. Їхнiй
пiдхiд полягає у використаннi гармонiчних функцiй. У випадку стохастичних
диференцiальних рiвнянь зi стрибками, що ми розглядаємо в цiй статтi, вико-
ристання гармонiчних функцiй призводить до складнощiв.

Питання транзiєнтностi розв’язкiв стохастичних рiвнянь є важливим при до-
слiдженнi їх асимптотичної поведiнки. У працi [2] Булдигiна В. В., Клесова О. I.,
що дослiджували питання асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв стохасти-
чних та звичайних диференцiальних рiвнянь, умова транзiєнтностi розв’язку
висувалася як припущення.

У попереднiх працях автора дослiджено деякi задачi щодо асимптотичної по-
ведiнки розв’язкiв стохастичних рiвнянь: у статтi [4] розглянуто багатовимiрнi
стохастичнi диференцiальнi рiвняння, а в статтi [5] – стохастичнi диференцiаль-
нi рiвняння зi стрибками. У статтi [5] основна увага придiляється дослiдженню
асимптотики розв’язку, а його транзiєнтнiсть припускається.

Пилипенко А. Ю., Проске Ф. Н., Павлюкевич I. Є., Кулик О. М. у своїх
працях [6], [7], [8], [9] дослiджують задачу регуляризацiї звичайних диферен-
цiальних рiвнянь шляхом додавання малого шуму. Задача про асимптотичну
поведiнку розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь, зокрема i задача
про транзiєнтнiсть, є важливою для розв’язання згаданої вище задачi регуля-
ризацiї.

2. Постановка задачi. Нехай 𝑊 – вiнерiвський процес, 𝑁 – пуассонiвська
випадкова мiра на множинi R× [0,∞) з мiрою iнтенсивностi 𝜈(d𝑢) ·d𝑡, причому
процес 𝑊 та випадкова мiра 𝑁 незалежнi. Позначимо через 𝑁̃ компенсовану
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пуассонiвську випадкову мiру, що вiдповiдає пуассонiвськiй випадковiй мiрi 𝑁 ,
тобто 𝑁̃(d𝑢, d𝑡) = 𝑁(d𝑢, d𝑡)− 𝜈(d𝑢)d𝑡.

Нехай 𝑋 – розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння зi стриб-
ками вигляду

d𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))d𝑡+ 𝑏(𝑋(𝑡))d𝑊 (𝑡) +

∫︁
R
𝑐(𝑋(𝑡−), 𝑢)𝑁̃(d𝑢, d𝑡), (1)

𝑋(0) = 𝑥0 ∈ R.

Пiд транзiєнтнiстю процесу 𝑋 ми розумiємо те, що цей процес за модулем
прямує до нескiнченностi майже напевно, коли час прямує до нескiнченностi,
тобто |𝑋(𝑡)| → ∞, 𝑡 → ∞, м.н. У цiй статтi ми вивчатимемо достатнi умови
того, що 𝑋(𝑡) → +∞, 𝑡→ ∞, м.н.

3. Основна частина. Одержимо апрiорну оцiнку для другого моменту
розв’язку рiвняння (1) у випадку, коли знос обмежений, а шум степенево обме-
жений.

Лема 1. Припустимо, що:
(А) функцiя 𝑎 обмежена;
(Б) функцiї 𝑏 та 𝑐 задовольняють умову степеневого зростання

∃𝐶 ≥ 0 ∃𝛽 ∈
[︀
0, 1

2

)︀
∀𝑥 ∈ R 𝑏2(𝑥) +

∫︁
R
𝑐2(𝑥, 𝑢)𝜈(d𝑢) ≤ 𝐶

(︁
1 +

(︀
𝑥2
)︀𝛽)︁

. (2)

Тодi
∃𝐶 ≥ 0 ∀𝑡 ≥ 0 E𝑋2(𝑡) ≤ 𝐶

(︀
1 + 𝑡2

)︀
.

Доведення. Перепишемо рiвняння (1) в iнтегральному виглядi:

𝑋(𝑡) = 𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑋(𝑠))d𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑋(𝑠))d𝑊 (𝑠) +

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐(𝑋(𝑠−), 𝑢)𝑁̃(d𝑢, d𝑡). (3)

Добре вiдомо, що другий момент процесу 𝑋 локально обмежений, тобто

∀𝑇 ≥ 0 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

E𝑋2(𝑡) <∞.

За нерiвнiстю Кошi–Буняковського:

E𝑋2(𝑡) ≤ 4

(︃
𝑥20 + E

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑠)d𝑠

)︂2

+E
(︂∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠)d𝑊 (𝑠)

)︂2

+ E
(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐(𝑠, 𝑢)𝑁̃(d𝑠, d𝑢)

)︂2
)︃

= 4
(︀
𝑥20 + 𝐸1(𝑡) + 𝐸2(𝑡) + 𝐸3(𝑡)

)︀
,

де через 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 позначено вiдповiднi математичнi сподiвання.
Враховуючи умову (А),

∃𝐴 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ R |𝑎(𝑥)| ≤ 𝐴. (4)
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Оцiнимо доданок 𝐸1. За нерiвнiстю Кошi–Буняковського

𝐸1(𝑡) = E
(︂∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑋(𝑠))d𝑠

)︂2

≤ 𝑡E
∫︁ 𝑡

0

𝑎2(𝑋(𝑠))d𝑠

(за теоремою Фубiнi) = 𝑡

∫︁ 𝑡

0

E𝑎2(𝑋(𝑠))d𝑠

(за формулою (4)) ≤ 𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝐴2d𝑠 = 𝐴2𝑡2.

Зауважимо, що iнтеграли у доданках 𝐸2, 𝐸3 є мартингалами. Оцiнимо цi
доданки:

𝐸2(𝑡) + 𝐸3(𝑡) = E
(︂∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑋(𝑠))d𝑊 (𝑠)

)︂2

+ E
(︂∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐2(𝑋(𝑠−), 𝑢)𝑁̃(d𝑠, d𝑢)

)︂2

(за iзометрiєю Iто) = E
∫︁ 𝑡

0

𝑏2(𝑋(𝑠))d𝑠+ E
∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐2(𝑋(𝑠−), 𝑢)𝜈(d𝑢)d𝑠

= E
∫︁ 𝑡

0

(︂
𝑏2(𝑋(𝑠−)) +

∫︁
R
𝑐2(𝑋(𝑠−), 𝑢)𝜈(d𝑢)

)︂
d𝑠

(за умовою (Б)) ≤ 𝐶E
∫︁ 𝑡

0

(︀
1 +𝑋2(𝑠−)𝛽

)︀
d𝑠

(за теоремою Фубiнi) = 𝐶

∫︁ 𝑡

0

(︀
1 + E𝑋2(𝑠−)𝛽

)︀
d𝑠

(за нерiвнiстю Єнсена) ≤ 𝐶

(︂
𝑡+

∫︁ 𝑡

0

(︀
E𝑋2(𝑠−)

)︀𝛽
d𝑠

)︂
.

Таким чином, отримали нерiвнiсть

E𝑋2(𝑡) ≤ 4

(︂
𝑥20 + 𝐴2𝑡2 + 𝐶

(︂
𝑡+

∫︁ 𝑡

0

(︀
E𝑋2(𝑠−)

)︀𝛽
d𝑠

)︂)︂
,

з якої неважко отримати нерiвнiсть

E𝑋2(𝑡) ≤ 𝐶1

(︂
1 + 𝑡2 +

∫︁ 𝑡

0

(︀
E𝑋2(𝑠−)

)︀𝛽
d𝑠

)︂
,

де позначили 𝐶1 = 8max(𝑥20, 𝐴
2, 𝐶).

Використовуючи узагальнену лему Гронуолла–Беллмана (див. Corollary 7.5
з книги [3]), отримуємо оцiнку

E𝑋2(𝑡) ≤
(︁
𝐶1−𝛽

1

(︀
1 + 𝑡2

)︀1−𝛽
+ 𝐶1(1− 𝛽)𝑡

)︁ 1
1−𝛽

.

Подiливши останню нерiвнiсть на 𝑡2 > 0, отримаємо, що

E𝑋2(𝑡)

𝑡2
≤

(︃
𝐶1−𝛽

1

(︂
1 +

1

𝑡2

)︂1−𝛽

+
𝐶1(1− 𝛽)

𝑡1−2𝛽

)︃ 1
1−𝛽

→ 𝐶1, 𝑡→ ∞,

з чого неважко вивести, що

∃𝐶 ≥ 0 ∀𝑡 ≥ 0 E𝑋2(𝑡) ≤ 𝐶(1 + 𝑡2),

що й треба було довести.
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Використаємо вищенаведену лему для доведення наступного результату що-
до лiнiйної оцiнки нижньої асимптотики розв’язку майже напевно за умов обме-
женостi зносу, його вiдокремленостi вiд нуля та степеневої обмеженостi шуму.

Теорема 1. Припустимо, що виконуються умови леми 1. Тодi

lim inf
𝑡→∞

𝑋(𝑡)

𝑡
≥ 𝐴 м.н.,

де 𝐴 = inf𝑥∈R 𝑎(𝑥).

Доведення. Подiлимо стохастичне рiвняння (3) на 𝑡 > 0:

𝑋(𝑡)

𝑡
=
𝑥0
𝑡
+
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑋(𝑠))d𝑠+
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑋(𝑠))d𝑊 (𝑠)+
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐(𝑋(𝑠−), 𝑢)𝑁̃(d𝑠, d𝑢)

=
𝑥0
𝑡
+ 𝑇1(𝑡) + 𝑇2(𝑡) + 𝑇3(𝑡), (5)

де через 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3 позначено вiдповiднi доданки. Очевидно, що 𝑥0

𝑡
→ 0, 𝑡 → ∞.

Дослiдимо збiжнiсть доданкiв 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3.
Маємо, що lim inf𝑡→∞ 𝑇1(𝑡) ≥ 𝐴, 𝑡→ ∞. Дiйсно,

lim inf
𝑡→∞

𝑇1(𝑡) = lim inf
𝑡→∞

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑋(𝑠))d𝑠

(за умовою (А)) ≥ lim inf
𝑡→∞

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝐴d𝑠 = 𝐴.

Покажемо, що 𝑇2(𝑡) → 0, 𝑡→ ∞, м.н. Оцiнимо другий момент пiдiнтеграль-
ного процесу у доданку 𝑇2. За умовою (2)

E𝑏2(𝑡) ≤ E
(︁
𝐶
(︁
1 +

(︀
𝑋2(𝑡)

)︀𝛽)︁)︁
= 𝐶

(︁
1 + E

(︀
𝑋2(𝑡)

)︀𝛽)︁
(за нерiвнiстю Єнсена) ≤ 𝐶

(︁
1 +

(︀
E𝑋2(𝑡−)

)︀𝛽)︁
(за лемою 1) ≤ 𝐶

(︂
1 +

(︁
𝐶
(︀
(1 + 𝑡2

)︀)︁𝛽)︂
≤ 𝐶1(1 + 𝑡2𝛽)

для деякої сталої 𝐶1 ≥ 0. Тодi, використовуючи наслiдок 1 зi статтi [5], отри-
муємо збiжнiсть

𝑇2(𝑡) =
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠)d𝑊 (𝑠) → 0, 𝑡→ ∞, м.н.

Покажемо, що 𝑇3(𝑡) → 0, 𝑡 → ∞, м.н. Аналогiчно оцiнюванню другого
моменту пiдiнтегрального процесу у доданку 𝑇2, можна отримати оцiнку пiдiн-
тегрального процесу у доданку 𝑇3:

E
∫︁
R
𝑐2(𝑋(𝑡−), 𝑢)𝜈(d𝑢) ≤ 𝐶(1 + 𝑡2𝛽).

Тодi, використовуючи наслiдок 2 зi статтi [5], отримуємо збiжнiсть

𝑇3(𝑡) =
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑐(𝑋(𝑠−), 𝑢)𝑁̃(d𝑠, d𝑢) → 0, 𝑡→ ∞, м.н.

Таким чином, використовуючи одержанi вище збiжностi, переходячи до ни-
жньої границi при 𝑡→ ∞ у формулi (5), отримуємо твердження теореми.
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З попередньої теореми неважко отримати наступний наслiдок щодо пряму-
вання розв’язку до нескiнченностi майже напевно.

Наслiдок 1. Припустимо, що виконуються умови теореми 1, причому
𝐴 > 0. Тодi

𝑋(𝑡) → +∞, 𝑡→ ∞, м.н.

Останнiй наслiдок надає деякi простi достатнi умови того, що розв’язок сто-
хастичного диференцiального рiвняння прямує до нескiнченностi майже напев-
но. Умову обмеженостi для коефiцiєнта зносу можна послабити, якщо не ви-
магати її виконання в деякому вiдрiзку. Сформулюємо та доведемо наступну
теорему, що є основним результатом цiєї статтi.

Теорема 2. Припустимо, що:
(А) функцiї 𝑎, 𝑏, 𝑐 задовольняють локальну умову Лiпшиця:

∀𝑅 ≥ 0 ∃𝐿 ≥ 0 ∀{𝑥, 𝑦} ⊂ [−𝑅,𝑅]

(𝑎(𝑥)− 𝑎(𝑦))2 + (𝑏(𝑥)− 𝑏(𝑦))2 +

∫︁
R
(𝑐(𝑥, 𝑢)− 𝑐(𝑦, 𝑢))2 d𝑢 ≤ 𝐿(𝑥− 𝑦)2.

Крiм того, припустимо, що для деякого числа 𝛿 > 0 виконуються умови:
(Б) функцiя 𝑎 обмежена та, крiм того, вiдокремлена вiд нуля поза вiдрiзком:

∃𝐴 > 0 ∀𝑥 /∈ [−𝛿, 𝛿] 𝑎(𝑥) ≥ 𝐴;

(В) функцiї 𝑏, 𝑐 задовольняють умову степеневого зростання (2), а також
умову локальної невиродженостi:

∀𝑅 ≥ 2𝛿 ∃𝐶 > 0

[︃
∀𝑥 ∈ [−2𝛿, 𝑅] |𝑏(𝑥)| ≥ 𝐶,
∀𝑥 ∈ [−2𝛿, 𝑅]

∫︀
R 𝑐(𝑥, 𝑢)𝜈(d𝑢) ≥ 𝐶.

(6)

Тодi 𝑋(𝑡) → +∞, 𝑡→ ∞, м.н.

Доведення. З умови (А) теореми випливає, що для будь-якого початкового
значення 𝑋(0) iснує єдиний сильний розв’язок рiвняння (1), що є строго мар-
ковським процесом. Для 𝑥 ∈ R позначимо через 𝑋𝑥 розв’язок рiвняння (1) з
початковою умовою 𝑋𝑥(0) = 𝑥 та через

𝜏𝑥(𝐴) = inf {𝑡 ≥ 0: 𝑋𝑥(𝑡) ∈ 𝐴}

позначимо момент потрапляння розв’язку в множину 𝐴.
Крок 1. Покажемо, що розв’язок 𝑋 виходить з iнтервалу (−∞,−𝛿) майже

напевно. Позначимо через 𝑎̃ лiпшицеву функцiю таку, що 𝑎̃(𝑥) = 𝑎(𝑥), 𝑥 /∈
[−𝛿, 𝛿], та 𝑎̃(𝑥) ≥ 𝐴, 𝑥 ∈ [−𝛿, 𝛿]. Для 𝑥 ∈ R позначимо через 𝑋̃𝑥 розв’язок
стохастичного рiвняння

d𝑋̃𝑥(𝑡) = 𝑎̃(𝑋̃𝑥(𝑡))d𝑡+ 𝑏(𝑋̃𝑥(𝑡))d𝑊 (𝑡) +

∫︁
R
𝑐(𝑋̃𝑥(𝑡), 𝑢)𝑁̃(d𝑢, d𝑡) (7)

з початковою умовою 𝑋̃𝑥(0) = 𝑥. Стохастичне рiвняння (7) задовольняє умови
наслiдку 1, тому

∀𝑥 ∈ R 𝑋̃𝑥(𝑡) → +∞, 𝑡→ ∞, м.н. (8)
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З властивостi локальностi стохастичних iнтегралiв та єдиностi розв’язку випли-
ває, що

∀𝑥 /∈ [−𝛿, 𝛿] ∀𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑥[−𝛿, 𝛿]) 𝑋𝑥(𝑡) = 𝑋̃𝑥(𝑡) м.н. (9)

Таким чином, з формул (8) та (9) випливає, що 𝜏𝑥0 [−𝛿,+∞) <∞ м.н.
Крок 2. Покажемо, що для довiльного числа 𝑅 ≥ 2𝛿 розв’язок 𝑋 досягає

множини [𝑅,+∞) майже напевно. З умови (В) випливає, що розв’язок 𝑋 майже
напевно виходить з промiжку [−2𝛿, 𝑅]. Бiльш того, для будь-якого числа 𝑅 ≥ 2𝛿
iснує таке число 𝑝 > 0, що для будь-якої початкової умови 𝑥 ≥ −𝛿 iмовiрнiсть
того, що розв’язок 𝑋𝑥 вийде з промiжку [−2𝛿, 𝑅] через правий кiнець, не менше,
нiж 𝑝. Враховуючи крок 1, отримуємо, що з iмовiрнiстю 1 знайдеться момент
часу 𝑡 такий, що 𝑋(𝑡) > 𝑅.

Крок 3. Покажемо нарештi, що розв’язок 𝑋 прямує до нескiнченностi майже
напевно. Виконуючи оцiнки, як у теоремi 1, можна показати, що

inf
𝑥≥𝑅

P
{︂
inf
𝑡≥0

𝑋̃𝑥(𝑡) > 𝛿

}︂
→ 1, 𝑅 → ∞.

Тодi, враховуючи формули (8) та (9), отримуємо, що

inf
𝑥≥𝑅

P {𝑋𝑥(𝑡) → +∞} → 1, 𝑅 → ∞.

Враховуючи кроки 1, 2 та строго марковську властивiсть, з останньої збiжностi
отримуємо

P {𝑋(𝑡) → +∞} = 1,

що й треба було довести.
4. Висновки. Ми розглянули стохастичне диференцiальне рiвняння зi

стрибками та навели деякi достатнi умови, що гарантують прямування його
розв’язку до нескiнченностi (транзiєнтнiсть) майже напевно. Спочатку ми до-
вели допомiжний результат про апрiорну оцiнку другого моменту розв’язку за
умов обмеженостi зносу та степеневої обмеженостi шуму. Далi ми довели тео-
рему про транзiєнтнiсть розв’язку за додаткової умови вiдокремленостi зносу
вiд нуля. В основному результатi статтi ми встановили транзiєнтнiсть розв’язку
за умов обмеженостi зносу, його вiдокремленостi вiд нуля поза межами деяко-
го вiдрiзка, степеневої обмеженостi шуму та його невиродженостi у деякому
вiдрiзку.
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Yuskovych V. K. On transience of solutions of stochastic di�erential equations
with jumps.

In the article, we consider a stochastic differential equation with jumps and state some
sufficient conditions that guarantee transience (approaching to infinity) of its solution al-
most surely. First, we prove an auxiliary result about an a priori estimation of the second
moment of the solution under the conditions of boundedness of the drift and power-law
boundedness of the noise. Next, we prove a theorem on transience of the solution under the
additional condition that the drift is separated from zero. The main result of the article
establishes the transience of the solution under the conditions of boundedness of the drift,
its separation from zero outside of some segment, power-law boundedness of the noise, and
its non-degeneracy in some segment.

Keywords: stochastic differential equation, jumps, transience, approaching infinity, asymp-
totic behavior.
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